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Vorwort 


Mit  Aasnahme  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  and 
der  Variationsrechnung  enthält  das  Werk,  das  ich  der  Oeffentlichkeit  hiemit 
äbergebe,  eine  vollständige  Darstellung  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung, auf  streng  wissenschaftlichen  Grundlagen  aufgebaut  und  nach  dem 
heutigen  Stande  der  Wissenschaft  durchgeführt.  Dabei  glaube  ich  auch  in 
Bezug  auf  Ausführlichkeit  genug  gethan  zu  haben ,  da  wohl  wenige  Sätze, 
die  irgend  von  wissenschaftlichem  Werthe  sind,  ausgeschlossen  wurden,  wo- 
bei natürlich  mein  Augenmerk  vorzugsweise  darauf  gerichtet  war.  Alles  in 
ein  organisches  Ganze  zu  vereinigen,  so  dass  nicht  eine  Sammlung  einzelner 
Sätze  und  Methoden  zum  Vorschein  käme.  So  weit  dies  möglich  war,  glaube 
ich  auch  dieser  Anforderung  entsprochen  zu  haben.  Dabei  bin  ich  immer 
darauf  bedacht  gewesen,  durch  Beispiele  der  verschieden|^en  Art  die  allge- 
meinen Sätze  zu  erläutern;  die  Beispiele  selbst  sind  entweder  rein  analy- 
tische, oder  sie  sind  aus  der  Geometrie,  Mechanik,  mathematischen  Physik 
ond  Astronomie  gewählt.  Namentlich  habe  ich  mehrfach  die  Wärmeprobleme 
aufgeführt,  wie  denn  auch  am  Schlüsse  des  ersten  Buches  die  allgemeinen 
Differentialgleichungen  der  Wärraebewegung  aufgestellt  sind.  Die  noch  feh- 
lenden Theile,  namentlich  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichun- 
gen, hoffe  ich  in  nicht  ferner  Zeit  nachfolgen  lassen  zu  können.  Ich  habe 
sie  von  diesem  Buche  ausgeschlossen,  weil  eine  kurze  Uebersicht,  wie  sie  in 
den  Lehrbüchern  beliebt  ist,  kaum  einen  Werth  hat,  und  eine  ausführlichere 
Darstellung,  die  nothwendig  die  Behandlung  einer  Reihe  der  wichtigeren 
Probleme  der  mathematischen  Physik  verlangt,  das  Buch  zu  sehr  vergrössert 
hätte.  Es  wird  desshalb  besser  seyn,  wenn  diese  Darstellung  als  besondere 
Schrift  erscheint,  die  sich  aber  dem  vorliegenden  Buche  unmittelbar  an- 
schliesseD  wird. 


rV  Vorwort. 

Die  DrackeinrichtuDg  ist  so  getroffen  worden,  dass  die  allgemeinen 
Lehren  mit  grösserer  Schrift,  Aufgaben  und  Erläuterungen  dagegen  mit 
kleinerer  gedruckt  sind.  Abgesehen  von  der  Raumersparniss  hat  diese  Ein- 
richtung wohl  auch  den  Yortheil,  dass  beide  Theiie  sich  sofort  scheiden  und 
dem  Leser  eine  bequeme  Orientirung  gestatten.  Im  Interesse  der  Raum- 
ersparniss habe  ich  häufige  Ueberschriflen  nicht  gegeben ,  obwohl  sie  in  der 
eben  genannten  Beziehung  von  Nutzen  sind;  dagegen  sind  die  Ceberschriften 
auf  den  einzelnen  Seiten  fortlaufend  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  durch- 
geführt worden.  In  Bezug  auf  Druck  und  Papier  hat  die  Verlagshandlung 
alle  meine  Wünsche  befriedigt,  so  dass  auch  in  dieser  Beziehung  Nichts 
versäumt  wurde. 

Nachstehend  will  ich  nun  noch  einige  Erläuterungen  und  Zusätze 
beifügen,  die  mir  während  des  Druckes  als  hieher  gehörig  erschienen  sind. 

Dass  ich  Yon  der  GräDzenmethode  ausgieng,  wird  wohl  heute  keine  Beanstan- 
dung finden ,  und  so  wie  die  Sache  dargestellt  ist ,  wird  sich  eine  besondere  Schwie- 
rigkeit auch  nicht  herausstellen.  Die  allgemeinen  Sätze  in  §.2,  III,  IV  hätten 
vielleicht  zu  Anfang  aufgeführt  werden  kOnnen;  doch  sind  sie  auch  da,  wo  sie  sind, 
an  ihrem  Platze.  Der  Satz  III  ist  natürlich  der  wichtigste  von  allen,  da  von  ihm 
häufig  Gebrauch  gemacht  werden  wird.  —  Die  Bezeichnung  des  Differentialquotien- 
ten, wie  sie  in  §.  3  aufgenommen  ist,  habe  ich  durchgängig  beibehalt-en ,  da  ein  be- 
sonderes Zeichen  (8)  mir  dafür  am  passendsten  schien.  Vom  Differential  ist  im 
.ganzen  Buche  keine  Rede,  und  braucht  es,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  wird, 
auch  nicht.  Dieser  Begriff  ist,  meiner  Ansicht  nach,  verwirrend,  und  muss  ja  doch 
immer  umgangen  werden,  wo  man  zur  Klarheit  kommen  will.  —  In  §.  5  wurden 
die  Funktionen  arc(sin  =  x)  u.s.w.  aufgenommen,  die  ich  natürlich  als  aus  derAna- 
Ijsis  bekannt  voraussetze.  Ich  bemerke  dabei  nur,  dass  arc(sin=:z)  und  arc(tg=rx) 

immer  zwischen  — ^^und-|- g-  liegen,  während  arc(cos=:z)  und  arc(cotg=x) 
zwischtQ  0  und  n  liegen.  —  Die  Bezeichnung  der  totalen  Differentialquotienten, 
wie  sie  in  §.  7  eingeführt  worden ,  wird  wohl  genügen ,  um  jeder  Unklarheit  zu 
steuern ,  und  also  ihren  Zweck  erreichen.  -^  Das  Zeichen  l .  2 . .  n ,  das  namentlich 
in  §.  10  Torkommt,  bedeutet  bekanntlich  das  Produkt  aller  ganzen  Zahlen  von  1 
bis  n.  Eben  so  würde  2. 4... 2 n  das  Produkt  aller  geraden  Zahlen,  von  2  bis  2 n 
bedeuten}  endlich  1.3.5...2n— 1  das  aller  ungeraden  Zahlen,  von  1  bis  2 n — 1. 
—  Dass  in  §.  10,  rV  (S.  32)  verlangt  ist,  es  dürfe  nicht  t/;(a)  =  0  seyn,  rührt  daher. 

dass  man  die  Form -ö"  Termeiden  wollte,  und  ohnehin  für  m>n  ein  unendlicher 
Werth  zum  Vorschein  käme;  in  allen  Fällen  ist  dadurch  jedem  Zweifel  vorgebeugt. 
In  S.  40,  Zeile  20  und  27  sollte  das  Wort  „endlich"  durch  „stetig"  ersetzt 
werden,  da  ja  im  Grunde  dies  die  Voraussetzung  ist,  wie  die  Note  zu  derselben 
Seite  ausdrücklich  sagt.  In  den  meisten  Fällen  sind  allerdings  beide  Ausdrücke  gleich- 
bedeutend. Die  Hauptanwendung  dieser  Sätze  ist  in  §.  15.  Dort  ist  aber  die  Sache 
so,  dass  das  Ergänzungsglied  einen  Mittel  werth  zwischen  den  äussersten  Werthen 


^     Vorwort.  V 

Torstellt  und  nicht  mehr.  —  Der  §.16  enthält  einen  Tiel  bestrittenen  Satz,  der  übri- 
gens selbst  bei  denen,  die  ihn  bestreiten,  thatsächlich  wriedor  rorkommt;  ich  bin  im 
„Anhang**,  unter  III,  nochmals  darauf  zurückgekommen.  Die  sogenannten  Büenn- 
zeichen  der  Konvergenz  der  Mac-Laurin*schen  Reihe,  wie  sie  namentlich  Cauchj 
aufgestellt,  habe  ich  nicht  aufgenommen,  da  sie  eine  sichtende  Kritik  nicht  aus- 
halten. In  §.  18  habe  ich  Anwendungen  des  Restgliedes  auf  die  Ermittlung  der  Fe  h- 
lergränze  gemacht,  wobei  ich  auf  die  Elemente  der  Algebra  zurückgegangen  bin. 
Man  kann  manche  der  dortigen  Sätze  leicht  yerallgemeinern.     Gesetzt  etwa,  man 

n  n 

solle  Va  mit  m  Ziffern  gena#  ausziehen  und  wähle  a — a  für  a,  so  müssen  also  Va 

und  Va — a  in  den  m  ersten  Ziffern  übereinstimmen;  dazu  genügt  es  nun,  dass 

Va-V/(>  — «)^   1  w      .  X  \/ •/         1  _« j 

<.—^  sey.     Nun  ist  V  a — a  =  Ka — ; — ,  so  dass  also 

V*  10  "  V(a— Oa)" 

a  ^    \  a  ^    ° 

nl/{a— e«)       V»     10        1/*V(*— Ö«)  10 

I 

seyn  muss.     Macht  man  -^ < ,  so  ist  dieser  Bedingung  ge- 

V{a-a)l/(a— a)*""*      lo"  ^ 

nflgt,  80  dass  also < — --»    — < — .     Nun  ist  n  C.2,   n<ClO    ,    also 

*"■"     10         *       10   +n  ^ 

n  2  1  tt  1 

"^  ,  d.h.> ,  und  also  braucht  bloss  — < zu  seyn,  wor- 


10   +n     10   -flO  10  *      10 

aus  dann  folgt -<^ ,  so  dass  a  und  a  —  a  in  den  m-f-l  ersten  Ziffern 

*  lO"" 

s 

\  /37B300 
sosammenstimmen  müssen.  *     Soll  z.B.   V/  — - — auf2  Dezimalstellen  entwickelt 

t 

werden,  80  müssen  also,  da A/^ jedenfalls  zwei  Ziffern  tot  dem  Einheitspunkt 

37530a 
hat,    4  Ziffern  dieser  Zahl  genau  werden,   so  dass — -- —  auf  5  ZiÜBm  genau 

,                                        375300     375300     375300  a 
seyn  muss.     Nimmt  man  nun  ^-f-a  für  tt,  so  hat  man  — r —  =  — fa4-6  \** 

^ 375300 o 
96  dass  der  Fehler  K,  — ^i —  ist ;  da  nun  5  Stellen  richtig  seyn  sollen ,  so  muss 


A— — B         1 
*  Sind  zwei  ganze  Zahlen  A  und  B  (A^B)  so  beschaffen,  dass  — r — ^ ,  so  müs- 

^         lO" 

sen  die  m  ersten  Ziffern  zusammenstimmen.    Denn  stimmen  nur  die  m  —  1  ersten  zusammen, 

so  wird  A — B  ihrer  m —  1  Ziffern  weniger  haben  als  A ;  die  DiTision  ron  A  —  B  durch  A  gibt 

ilso  nach  dem  Einheitsponkt  noch  m>— 2  Nullen,  aber  die  m**  Stelle  hat  nicht  Nall,  die  m — 1** 

j^ B        1 

kann  KuU  seyn,  oder  auch  nicht;  in  allen  F&llen  wäre  also  — : —  ^ ,  so  dass  nicht  bloss 

^         lO" 

die  m— 1  ersten  Ziffern  zusammenstimmen  können.     Aber  eben  weU  die  m —  1**  Ziffer  nicht 

A— — B                      1 
Nnfl  leyn  muss,  wird  nur  dann  — r —  sicher  ^ ,  wenn  in  A  und  B  die  ;n-l~l  ersten 


SffsBi  aosanunenttimmen. 


^  10" 


VI  Vonrwt. 

376300 
also  der  Fehler  <  1  seyn  (da  — - —  sechs  Stellen  vor  dem  EinheitApnnkt  hat) ;  da- 

n*  1 

zn  genügt  ^''^ 375300*  ^'^'  '^lOOOOO*  *®  ^*"  ***®*  ^®"°  ™*"  ^  =  3*14160  setzt, 

376300 
die  Zahl  ^  , . ,  ^^  in  ihren  5  ersten  Ziffern  die  rerlangten  gibt. 
o*141t)0 

Man  hat  weiter  für  2  >>h : 

l(x+h)  =  l(x)+~^+....l(i-b)=^-^,-.... 

Man  setze  nun 
SO  ist  der  begangene  Fehler  = 

.  .    ^_2 l 1 

'      ^  '  (2z  +  l)» 

d.  h.  < TT^Ii »    wodurch  nun  die  natürlichen  Logarithmen 

(2n+I)(2z  +  l)  ""     2z(z+l) 

berechnet  werden  können.     So  für  z  =  1  müsste — <'7^"    »eyn, 

(2n  +  l).3  .2.2       *^ 

wenn  man  1(2)  auf  7  Dezimalen  haben  will;  dies  ist  der  Fall  für  n=:8,  und  mithin 

^  '         L3^3  3»^-    •^15  3»»J' 
^    In  dieser  BeEiehung  mag  hier  auf  die  Schrift :  Theorie  generale  des  Approxi- 
mation num^riques  von  Vieille  (Paris»  1854)  verwiesen  werden. 

Das'Lagrange*sche  Theorem  ist  unmittelbar  aus  dem  von  Bürmann  herrüh- 
renden Satze  gefolgert  worden,  wodurch  es  als  eine  Folgerung  aus  dem  Mac-Lau- 
rin'schen  Satze  erscheint.  —  In  §.  27,  II  wurde  von  einem  Ausdrucke  für  sin  x  Ge- 
brauch gemacht,  Her  hier  nicht  bewiesen  ist;  doch  findet  er  sich  in  jeder  guten 
Analjsis. 


_  Va+b: 


V 


In  §. 40,  S.  148  ist  allerdings  z=  ^  'T"'^^''.   aber  nicht  kurzweg  z== 


\r^     9  da  diese  Gleichung  aus  z'  = — y^'vPf  geschlossen  ist,  aus  der  auch 

z  =  —  \/  -£ —  folgen  könnte.  Aber  da  Va+bx — cx'>0,  so  kann  Letz- 
teres nur  Statt  finden,  wenn  x-j~cie<C0;  allein  es  ist  a  —  ß^O,  also  a^/?,  und  da 
(x-4-a)(x+^X0,  also  x-f-«  und  x+(J  von  verschiedenem  Zeichen,  so  muss 
nothwendig*!-!*^^^  seyn,  so  dass  unsere  Formeln  unbedingt  gelten. 


Vonroit.  TU 

In  §.  44,  S.  161,  in  wiire  zuzufügen,  dass  die  Formeln  für  / — r-r- eenü- 

J  a  +  bcMx 

gen;  denn  ist  auch  a^O  und  a'^b',  so  ist/ — = — /. '■ — und — a 

J  tL-\-hcoaj,  J  — a — hootx 

>0,  ( — a)'X — b)*;    ist  weiter  a^<Cb',  b<0,  so  hat  man  dieselbe  Um^chreib- 
weise  und  es  ist  ( — a)''<(  — b)*,  — b>0. 

In  der  Formel  (44)  des  §.  48,  S.  175  ist  allerdings  zo  verlangen,  es  solle  f  (x) 
stetig  sejn  ron  xr=:a  bis  x=rb;  doch  ist  dies  nicht  nOthig,  da  es  genügt,  dass 
f(x)  endlich  sey,  und  man  durch  f[a-f-^(b  —  a)]  einen Mittelwerth  zwischen  den 
äussersten  (grössten  und  kleinsten)  Werthen  bezeichnet,  die  f(x)  erlangt,  wenn  x 
Ton  a  bis  b  geht.  Dass  die  Grösse  unter  dem  (bestimmten)  Integralzeichen  immer 
endlich  sejn  müsse,  ist  Grundbedingung,  und  es  sind  daher  auch  manche  Unter- 
suchungen von  Cauchy  weggeblieben,  die  gegen  diese  fundamentale  Anforderung 
fehlen,  eben  weil  sie  nicht  zulässig  sind. 

In  §.  50,  lY,  S.  186  ist  der  Fall  weggeblieben,  da  zwar  a  und  b  von  yerschie- 

a 
denem  Zeichen,  aber  —  T"^  ^  *  ^^  welchem  das  Integral  zulässig  ist.     Man  fände: 

J      a  — bcosx     Va*— b»       V.^        ^    a— bj'     ^   ^ 

Zu  §.69  kann  man  folgende,  von  Liouville  herrührende  Betrachtung  zu- 

8y 
fügen.     Gesetzt  in  r-^f(x,  j)  enthalte  f(x,  j)  eine  Konstante  a,  die  in  der  Grösse 

fi  =  g-4-g-f,  oder  in  <j)(f)  .  f^,  wo  go  eine  willkürliche  Funktion,  nicht  mehr  ror- 

y  V  8  f      '                                                 8y 
kommt,  so  ist  gr(f)  g—  ein  integrirend er  Faktor  von    z f=:0.       Denn   es   ist 

nWOf,]=o,  ..b'  i  [,(o(L'+,t',)J=..V(f,  II  ßi+<'r^  + 

^^Loxöaoyöa        öyöaj  öx  Öy 

Behauptung  beweist.     Ist  — z — -■  nur  Null  für  einen  bestimmten  Werth  von  a,  so 

8f 
ist  q[7(f)  g~  ein  integrirender  Faktor  für  diesen  Werth  von  a,  wenn  dieser  Faktor 

nur  nicht  0  oder  00  . 

In  S.  289,  Zeile  13 — 19  ist  ein  nicht  ganz  richtiger  Satz  stehen  geblieben,  da 

die  Gleichung  (a)  in  §.  66  nicht  eigentlich  hieher  gehört,  indem  wenn  (p(j)^=y  ja 

auch  9(x)=x  sejn  sollte.  Man  kann  also  diese  wenigen  Zeilen  füglich  weglassen« 

Das  allgemeine  Schema,  das  zu  §.71  gehört,  ist  das  folgende:    Man  bilde  aus 

'  8  f        8  f  8  f 

f(^f  j)t  das  zur  Abkürzung  f  heissen  möge,  die  Funktionen  f|  =g — |-f  5"  •  '»  ^  älT 

+  'lv'''^ji  +  'lj ■">  "t  y  =b+if^  f(a.  b)+^'  f.  (s.  b)  + 

(x^a)» 
«23    ^2  (a,  b)  .  .  , ,  wo  b  eine  willkürliche  Konstante. 

Wenn  man  in  §.  76  s^izt  l(a4-bx)r=a  und  formt  die  Gleiohung  (k)  um,  so 


was  die 


Vni  Vorwort. 

kommt  man  auf  den  ersten  Hauptfall  zurAck,  -so  dass  also  dieser  letztere  der  wesent- 
lichere ist. 

In  §.  92 ,  Nr.  5  könnte  ein  Anstand  gefunden  werden ,  da  tliatsäcUich  die  Ge- 
schwindigkeit zunehmen  wird  mit  wachsendem  x ,  während  der  Druck  abnehmen 
wird.     Man  kann  also  so  sagen :  die  gewonnene  lebendige  Kraft  beim  Durchströmen 

Ton  Jx  ist  =^^  [(v+ Jv)«— 1;*]=  *^^  \y^v  +  \  (Jv)«J;  die  Arbeit  des 

Druckes  =  —  fod^dn,  da  hier  z/p  negatiy  ist;  da  nun  die  lebendige  Kraft  durch 

diese  Arbeit  des  Drucks  entstanden  ist,  so  hat  man  — <od^dx= r —  [vzfv-f- 

J  (dv)^,  was  die  Gleichung  (n)  wieder  gibt.  Dass  die  Resultat«  zusanunenstimmen 
mussten ,  ist  leicht  einzusehen ,  so  dass  man  die  Darstellung  im  Buche  stehen  lassen 
kann.  Die  eben  angedeutete  mag  jedoch  Yorzuziehen  sejn,  wenn  gleich  Fälle  Tor- 
kommen  können ,  wo  auf  kurze  Strecken  hin  v  abnimmt  mit  wachsendem  z. 

Zu  §.  94  mögen  noch  folgende  Betrachtungen  beigefügt  werden,  die  wieder 

theilweise  von  Lionville  herrühren.     Gesetzt  man  habe  die  gleichzeitigen  Differen- 

8y  dl  8u 

tialgleichungen:  r-=Y,  r— =  Z,  r-=:ü,  .  .  .,  so  bilde  man  die  Grössen  Yj,  Y2, 

.  .  .,  Zi,  Z2»  .  .  .  nach  folgendem  Schema: 

^        dZ,8Z|8Z_.  _      8Z||8Z|-^.8Z|_| 

**  =  81+87^+87^+- ••^•=81+87^+87^+ "•'•"'•• 

setze  nun  in  T ,  Z ,  .  «  . ,  Y^ ,  Z^ ,  .  .  . ,  Y2 ,  Z| ,  .  .  . ,  .  .  .  x = a ,  j = b ,  z  =  c ,  .  «  ., 
wo  b,  0,  .  .  .  willkürliche  Konstanten  sind  und  bezeichne  die  so  hieraus  entstehen- 
den Werthe  durch  Anhängen  des  Zeigers  a ,  so  ist 

8»y 
u.  s.  w.     Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  sehr  leicht.     Offenbar  ist  nämlich  Y|  =  ^— 1« 

8*y  .  ^^ 

Y3  =  g— i,  .  ,  .  U.S.  w.,  woraus  nach  §.71  sofort  die  Behauptung  folgt. 

8S  8S 

Gesetzt  nun,  es  sey  Y=g— ,  Z  =  ö~f  .  .  .  t  wo  S  eine  Funktion  von  x,  y,  z, 

...  ist;  gesetzt  ferner,  man  bilde  Y^ ,  Z| ,  .  .  .  wie  so  eben,  und  es  sej  eine  Kon- 
stante a  in  einer  der  Funktionen  Y,  Z,  .  .  .  wenigstens  (also  in  S)  enthalten,  die  bei 

8  Y  8  Z 

der  Bildung  von  Y|,  Zj,  .  .  .  wegfalle,  so  ist  also  g-^=:0,  -r-^  =  0,  ....     Aber 

es  ist 

8»S     .  8*8  8S       8*S    8S 

*  ~  8x  87*^8  y«8y"*"ey  8z  8z'^*'  " 

8*8  8*S    8S  .  8»S  8S  . 

*~8x8z"*"8y8z8y'^8z»  dz'^  ""'''*  ^'* 
8»8     ,  88    8*8     ,  88    8»8     , 
also,  wenn  eTei+Fy  8^+8^  8^8^+  •  -  •  =R.  »<>  «t 

8R_8Yi      ÖR_8Z,                        8R_8R_         _ 
8y""8a*     8i~  8a '^^'^'.ey^e« ' 


VWPOffl»  mjL 

10  dais  also  R  kein  y»  z,  .  .  .  enthält,  mithia  bloss  Ton  x  abhängt.    Nun  ist 

8«8x"'"8a8x"^ 8a8y  8x"^8a8i  8x"^  8x  V8aJ      80  8 x* 

^njL_r^.^f^_7^_L.         ^   e   reS^      r  8»8       88    8>8 

8aV8x        J'^8aV8x        J"^ 8xV8äJ      L8a  8x"^8y  8a  8y 

8^  8».s  i_  8  res^ 

■^81  878^'^-*J""8xV.8aJ"'**' 

8y                    8z 
das  heisst,  weil  g Y=0,  g Z  =  0,  .  .  .,  es  ist  auch 

eine  Integralgleichung  des  Systems.     Sind  mehrere  solcher  Konstanten  a  in  S ,  so 
erhält  man  mehrere  Integralgleichungen.     Ueberdies  ist  auch 

■'-f.[SH(lfr+iG-D'+-]. 

so  dass  man  also  bloss  zu  sehen  braucht,  ob  7 — h'ö'  |l8~"f"'\8~J  '«'•••••| 

88       /* 
und  a  enthält,  in  welchem  Falle  sofort  -—  =  /R8x-f-C  ist. 

8  a     ^ 

Die  Berechnung  Ton  1  r(l  4-a)  auf  S.  489  (§.  106)  kann  noch  etwas  anders  ge« 

führt  werden.     Beachtet  man  nämlich ,  dass  r(b)  r(l  —  b)  =  JjJ^i  wo  b  zwischen 

hu  hu 

Ound  l,8outbr(b)r(l— b)=j5^^d.h.  r(l+b)  r(l  —  b)  =^^undalao 
ir(H-«)+ir(l-a)  =  I  frj^).  d.  h.  _i(i+a)-l(l-a)+S,a'+yS,a*+... 

und  also 

ira+«  =  ii(^)+ii(i— •)-u+.-l(i+.)-is..'-|s..'-.. 
=  T  GJr.)+T'(Tfj)-ft-»'-T^-- T«^--- 

Will  nuin  endlich  die  allgemeine  Betrachtung  des  §.113  nicht  anwenden,  so 
kann  man  in  folgender  Weise  verfahren : 

jf(x)=hf  (x)+ ^  r(x)+y*-2^-^^»(x+l^ 

0 


nur  X 


Jf  (x)=  h  f'(x)4y(h-s)f»(3[+s)8i. 


woraus 


jf(,)-|-jf(x)=hf(,)+/f(,+.)[<!i=!l!-^>]8 


0 


hr(i)-Y/iA-»)f»(x+z)8z=hr(x)^  ~V(x+eh)    «.48), 


Vorwort. 


Ist  also  f(x)  = /f(x)8x  ,  so  ist: 


r(x)8x  =  hF(a)  +  ~[F(a+h)-F(a)]-~F*(*  +  e,h). 


a+2h 

F(x)8x  =  hF(a+b)  +  |-[f(»+2h)-F(a+h)]-~F»(a+h4-e,h). 


/■ 


F(x)8x=hF(a4-ii--lh)+~[F(a-hnh)-F(a+n-lh)]-  — F»(a+n-lh+eji); 
woraus  wie  in  §.  114: 

/+•"  . 

yF(x)8i  =  hlF(a),+F(a+h)-|-...  +  F(V+n-lh)]-hY[F(a+nh)-F(a)]. 

nh» 
mit  einem  Fehler  kleiner  als  -j^  M,  wo  M  der  grösste  Werth  ist,   den  F'(z)  an- 
nimmt, wenn  z  you'b.  bis  a-|~nh  geht. 

Ueberhaupt  kann  man  die  allgemeinen  Betrachtungen  vermeiden,  wenn  man  in 
§.113  nur  m  spezialisirt ,  also  (wie  so  eben)  =1,  2,  3,  ...  setzt,  wodurch  ebep  all- 
gemeinere Untersuchungen  unnOthig  werden.     So  erhält  man : 

.»H-nh 


ß 


F(x)8x  =  h[F(a)+F(a+b)+    .  .  +F(a+D- lh)]+y[F(a+nh)-F(a)] 

* 

-~F'ra+nh)-F'(a)]. 

nh»  . 

mit  einem  Fehler,  kleiner  als  ^05  M,  wo  M  der  grösste  Werth  ist,  den  F*(z)  er- 
langt, wenn  z  von  a  bis  a^-nh  geht. 

^    Schliesslich  mag  noch  die  folgende  Zusammenstellung  von  Erinnerungen  aus 
der  Analysis  gestattet  sejn. 

I.  Die  Grösse  x  heisst,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl,  die  m^  Potenz  von 
X ,  und  ist  das  Produkt  von  m  Faktoren ,  von  denen  jeder  gleich  x  ist.     m  heisst  der 

Exponent.     Vy  ist  eine  Grösse,  die  m  mal  als  Faktor  gesetzt  (m  mal  mit  sich  selbst 
multiplizirt)  die  Grösse  j  gibt;  sie  heisst  die  m^  Wurzel  aus  7.    Sind  m,  n,  r  ganze 

positive  Zahlen,  80  ist  X      =  —  ,x     'r=\/x,x     '= .      Als  Fundamen 

n  '      n 

talgleichungen  für  die  Potenzen  hat  man : 

m  n 

m       n         m+n    x  m — n      ,  oi  mn       . 

X      .X    =x  ,    —  =  x  ,    (x    )     =x       »X^'ssl, 

n 

X 

was  auch  immer  m  und  n  für  Zahlen  seyn  mögen. 

II.  Ist  a  =x,  so  heisst  z  der  Lo^rithmus  von  x  für  die  Grundzahl  a;  ist  letz- 
tere =  2*7 182818 =e  (§.  II,  2),  so  heisst  z  der  natürliche  Logarithmus  von  x  und 
wird  mit  l(x)  bezeichnet,  so  dass  die  Gleichungen  z=:l(x)  und  e'=x  dasselbe  be« 


Yonrort.  ZI 

0 

deiiteD.     Ist  a==10,  so  hat  man  die  gewöhnlichen  Logarithmen      Fttr  alle  Loga- 
rithmen gelten  die  Formeln: 

(7  "x  m  1  (x) 

—  l  =  logy-logE.   logx    =inlogx,logx=— . 

itr.  Ist  Ton  sinx,  cosx,  tgx,  cotgx  die  Rede,  so  ist  x  immer  gemessen  durch 
einen  Kreisbogen,  dessen  Halbmesser  1  ist,  so  dass  x  als  reine  Zahl  erscheint, 
welche  die  Länge  des  zwischen  den  Seiten  des  Winkels  mit  einem  Halbmesser  =  1 
beschriebenen  Kreisbogens  ausdrückt ,  wobei  der  Scheitel  des  Winkels  Mittelpunkt 

int.     Die  Fundamentalbeziehungcn  sind : 

sin  z 
sin(y-f"z)  = '*inyco8z+cosy«inz,  co8(y-|"*)  =  cos  y  cos  «  —  sin  y  sinx,  tgs= , 

COR  z  *°*  ^ 

cotgz  =  -: — ,  Mn( — z)  =  — sinz,  coi( — z)  =  ccgz,  tg( — z)  =  — tgz,  cotg( — z)  = 
sin  z 

—  cotgz,  sin*z+co«*z  =  1. 
IV.  Aus  sinz=x  folgt,  dass  z  der  Bogen  sej,  detsen  Sinus  =x  ist.   Nun  aber 
gibt  es  riele  Bögen,  deren  Sinus  derselbe  ist;  wählt  man  den  kleinsten  davon,  der 

zwischen  —  ^  und  -f*  "ö'  ^i^^>  ^^  ^^^^  derselbe  durch  arc  (sin=x)  bezeichnet 
werden.  Man^  kann  also  aus  arc(sin  =  x)=z  wohl  schliessen:  x  =  8inz,  nicht  aber 
umgekehrt  aus  sinz  =  x  sofort  z=arc(sin=:x),  es  mflsste  denn  z  schon  zwischen 

—  -z   und  +  -g-  liegen.     Ist  z  zwischen  —  -^  und  -[-  "ö" »  ***  ^*^*  ™*^°  *  ^^  *''°  ^^^^ 

=  x);  ist  z  zwischen -Ä~   und   -x-:  z=ff — arc  (sin =x);  ist  z  zwischen-ö~und  27r : 

z  =  arc  (sin  =  x)-j-  2  TT  u.  s.  w.  Eben  so  bezeichnet  arc(tg=x)  den  kleinsten  Bo- 
g^n,  dessen  Tangente  =x  ist,  sodass  ans  arc  (tg-=x)=:z  folgt  x  =  tgz,  wäh- 
rend die  umgekehrte  Gleichung  nicht  sofort  angeschrieben  werden  kann.     Dabei 

liegt  arc (tg=x)  zwischen  —  -g-  und  -f- -r-.     Endlich  ist  immer  arc(co8  =:x)  =  -g- 

—  arc  (sin = x),  arc  (cotg  =  x)  =  ^ arc  (tg= x). 


V.  Die  Grösse  V — l=i  kann  nicht  durch  positive  oder  negative  Zahlen  aus- 
gedrückt werden,  und  heisst  dess wegen  eine  imaginäre  Zahl.  Man  hat  für  sie:  i'  = 
—  l,i'  =  —  i,i*=-|-l,i  =1,1  =1,1  =— 1,1  =:  —  i.  Ferner 
(§.  17,  IV):  e  =  cos x-J-i sinx,  woraus  (cos x-f-i sinx )^  =(e  )  =e  =rco8mx 
-^isinmx,  was  auch  m  sey.  Setzt  man  y *-("'*  =  ^  (cosa+isina),  so  ist  ^= 
Vy'-f-z',  co8«  =  ~,  sina  =  — ,  weiSn  y  und  z  reelle  (d.h.  positive  oder  nega- 

tive)  Zahlen  sind;  hieraus  folgt  (y-f-»*)    =(^   {cosa'-^-isina)   =q     (cos  m  a  + 

11 

m  ^-^  ..mm—       ^^  gm  gm    ^V 

isinma).     Da  ganz  eben  so  Wy-j-iz)  =:  (y-friz)"=:(i™  I  cos f-isin —  I  und  a 

nicht  bloss  einen  einzigen  Werth  haben  kann,  sondern  unzählig  viele,  die  nach  ein- 

m 

ander  um  2;r  verschieden  sind,  so  hat  also  V(y+iz)  mehrere  Werthe.     Thatsäch- 
lich  sind  nur  m  davon  von  einander  verschieden ,  und  wenn  cq  der  kleinste  Bogen 

y  Z 

ist ,  für  den  cos  a  =  — ,  sin  a  =  — ,    so   erhält   man   dieselben ,     wenn   man   in 
^  l^co»^^—^ — hi«>n--~^-^J  nach  einander  setzt  r=0,  1,2 m— 1. 


Zn  Vorwofi* 

Seist  man  1(7^ iz)=:n^iT ,  soi8ty+iz=e      ^  =e  e^  =:e*  (cos  ▼  + 

isiiiT),  woraus  folgt:  e    cosrmy,  e*  8inT=2;  e   =VyM~*'f  co»^  ^'/  '» 

sin  y  =  ^  .  -;  also  u= -s-l^'-f-«'),  während  t  ein  Winkel  ist,  beschaffen 

wie  so  eben  rerlangt.     Ist  T|  der  kleinste  Winkel  dieser  Art,  so  ist  T=T|-f~2r;r, 
wo  t  eine  ganze  Zahl.     Also  endlich 

l(y+i«)=4-Ky*+0  +  K+2rir)i;  cosT,=  -— ^==.  sinT,=  ' 


Vy*  +  »*  VyM-«*' 
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JMfferentialreclmimg  für '^  Funktionell  einer 
und  mehrerer  Veränderlichen. 


Dimmg^t,  DUtaliUal-  ».  Uttfrri-BtAwv» 


.S.ML-    :■ 


p    ♦. 


t  \ 


A 


Erster  Abschnitt 

Von  den  Funktionen.     Gränzwerthe.    DifFerentialquotient  für 
Funktionen  einer  einzigen  unabhängig  Veränderlichen. 

§1. 

Zwei  Begri£fe  müssen  wir  vor  Allem  uns  klar  machen,  den  der  Funk- 
tion und  den  der  Gränze  oder  des  Gränzwerthes.  lieber  beide  wollen 
wir  uns  desshalb  zunächst  etwas  näher  umsehen. 

Unter  Funktion  einer  Grösse  x  versteht  man  in  der  Mathematik  jede 
Grösse,  deren  Werth  abhängt  vom  Werthe  eben  jener  Grösse  x,  so  dass 
also  der  Werth  der  zweiten  Grösse  erst  gefunden  werden  kann,  wenn  man 
den  der  ersten  kennt.  So  ist  also  x^  eine  Funktion  von  x,  indem  zunächst 
X  bekannt  seyn  muss  und  erst  dann  x^  gefunden  werden  kann ;  log  a  ist  dess- 
gleichen  eine  Funktion  von  a  u.  s»  w.  Die  Grösse,  welche  bekannt  seyn  muss, 
damit  der  Werth  der  von  ihr  abhängenden  gefunden  werden  kann,  ist  in  der 
Regel  willkürlich,  d.  h.  man  kann  ihr  ganz  beliebige  Werthe  beilegen;  sie 
heisst  desshalb  gewöhnlich  die  unabhängig  Veränderliche,  und  zwar 
das  Letztere,  weil  man  sich  ihren  Zustand  als  veränderlich  denkt,  oder,  was 
dasselbe  ist,  annimmt,  dass  sie  beliebig  viele  verschiedene  Werthe  annehmen 
kann.  Man  könnte  sie  eben  so  wohl  auch  Urgrösse  oder  Stammgrösse 
u.  s.  w.  nennen ,  da  diese  Namen  dieselbe  Sache  bezeichnen  würden.  Die 
Funktion  selbst  heisst,  im  Gegensatz  hiezu,  die  abhängigVeränderliche. 
So  ist,  wenn  y  =  sinx,  x  die  unabhängig  Veränderliche,  y  (d.  h.  sinx)  die 
abhängigVeränderliche;  5x*  —  3x'4~^  ist  abhängig  veränderlich,  x  da- 
bei unabhängig.  Es  ist  wohl  leicht  begreiflich ,  dass  die  Bezeichnung  eine 
unwesentliche  Sache  ist  So  ist  z^  eme  Funktion  von  z,  wobei  eben  z  die 
unabhängig  Veränderliche  ist;  5sinv  —  9cosv-f~31og  v  eine  Funktion  der 
(anabhängig  gedachten)  Veränderlichen  v,  u.  s.  w. 

Es  ist  aber  auch  wohl  denkbar,  dass  diejenige  Grösse,  von  der  der 
Werth  einer  andern  abhängt,  selbst  wieder  abhängig  ist  vom  Werthe  einer 
dritten  Grösse.  So  ist  log  sinx  zunächst  eine  Funktion  von  sinx,  welch 
letztere  Grösse  selbst  wieder  von  x  abhängt.  Ist  allgemein  y  eine  Funktion 
von  X,  so  ist  z.B.  19y*  —  7y'-f-8y  eine  Funktion  von  y,  die  also  mittel- 
bar von  X  abhängt.  Solche  Funktionen  pflegt  man  Funktionen  von  Funk- 
tionen za  nennen.   Bekanntlich  bezeichnet  man  eine  beliebige  FuAbAtVyci  n^'Dl 


4  Stetige  und  unstetige  Fonktionen. 

X  mit  f(x),  F(x),  y  (x),  tp(x)  u.s.  f.,  so  dass  also  fCy)  eine  Funktion  von 

y,  F(z)  eine  solche  von  z, bezeichnet.    Ist  nun  y  =  y(x),  z=:f(y), 

80  ist  z  eine  Funktion  von  einer  Funktion  von  x,  die  man  auch  mit 
f(^(x))  bezeichnen  könnte.  Wie  man  hier  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 
Eben  so  ist  klar,  dass  wenn  zwischen  den  Grössen  y  und  x  die  Beziehimg 
y  =  f(x)  obwaltet,  man  nicht  nur  y  als  Funktion  von  x  ansehen  kann,  son- 
dern auch  wohl  berechtigt,  ist,  x  als  Funktion  von  y  anzusehen.     So  folgt 

aus  y  =:x*  auch  x  =  Vy  ^^^  ^*  ^^^  J®^^  ^  als  Funktion  von  y  angesehen, 
während  zuerst  y  als  j^unktion  von  x  musste  betrachtet  werden.  Folgt  aas 
y  r=  f(x)  die  Gleichung  x  =  F(y),  so  sagt  man,  F(y)  sey  die  umgekehrte 
Funktion  von  f(x),  und  es  muss  F(f(x))  geradezu  x  geben. 

Die  Mathematik  hat  es  in  der  Regel  nur  mit  stetigen  Funktionen  zu 
thun ,  und  sie  versteht  darunter  diejenigpn  Funktionen ,  die  sich  nur  um  ver- 
schwindend kleine  Grössen  andern ,  wenn  der  Werth  der  Urgrösse  sich  auch 
nur  um  eine  solche  Grösse  ändert.  Die  gewöhnlichen  Funktionen  der  nie- 
dem  Analysis  sind  alle  in  diesem  Falle  und  nur  für  spezielle  Werihe  der 
Urgrösse  machen  sie  davon  eine  Ausnahme.  Man  kann  das  eben  Gesagte 
auch  in  folgender  Weise  darstellen.  Ist  f(x)  eine  Funktion  von  x,  und  man 
ändert  den  Werth  von  x,  lässt  ihn  also  in  x-^-Jx  übergehen,  wo  1/x,  den 
Bezeichnungen  der  Differenzenreclmung  gemäss,*  den  (ganz  beliebigen)  Zu- 
wachs von  X  bedeutet,  den  wir  uns,  der  Einfachheit  wegen,  positiv  denken 
wollen,  so  wird  f(x)  in  f(x+^x)  tibergehen,  wo  also  f(x-f--^x)  den  Werth 
der  Funktion  f(x)  bedeutet,  den  man  erhält,  wenn  man  x-^-Jx  in  dieSMie 
von  X  setzt.  Die  Aenderung,  welche  f  (x)  hiedurch  erleidet,  ist  ((x-{^Jx) 
—  f  (x)  und  wenn  nun  diese  mit  unbeschränkt  kleiner  werdendem  Jx  eben- 
falls fortwährend  kleiner  wird,  oder  besser  gesagt,  für  Werthe  von  ^c/x,  die 
der  Null  beliebig  nahe  kommen,  ebenfalls  Werthe  erhält,  die  der  UM  be- 
liebig nahe  kommen,  so  ist  f(x),  für  den  betrachteten  Werth  von-x,  stetig. 
So  ist  x*  für  jeden  Werth  von  X  stetig.     Denn' es  ist 

(x  +  ^x)'  — x»  =  3xVx  +  3x(^x)'4-(^x)». 

Lässt  man  hier  Jx  der  Null  nahe  genug  kommen,  so  wird  die  GrOue 

zweiter  Seite  ebenfalls  Null  nahe  kommen ,  was  unsem  Satz  beweist    -•   ist 

stetig  für  alle  Werthe  von  x,  ausser  für  x  =  o;  tgx  ist  stetig,  ausser  weiiD 

X  =    ---  u.  8.  w.,  in  welchen  Fällen  -|,  tgx  unendlich  gross  werden,  4  k 

jede  Grössenschranke  überschreiten.  Unstetig  heissen  Wir  nun  eine  Fonk- 
tion,  wenn  sie  nicht  stetig  ist,  d.  h.  also,  wenn  die  Difierenz  f  (x-|-^x) 
«^  f  (x)  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  sich  nicht  Null  beliebig  nähert.  IP 

dieser  Lfige  ist  z.13.  —  für  x  =  o.   Denn  es  ist  — r— -, = ; — i   ji  \     "^ 


*  Man  vergleiche  damit  meine  ^GrundzQge  der  algebraischen  Analytit**.     (KarimbA*. 
Braun.)   S.  79  ff. 


Kennzeichen  der  Stetigkeit.     GrAnswertb. 


x»4-xJx         X» 


Da  aber  x  =  o ,  so  wird ,  fiir  ein .  beliebiges  J  x. 


Jx 
diese  Glosse  nicht  angebbar,  oder,  wie  man  sich  ausdrückt,  unendlich  gross 

(od)  ,  und  es  ist  daher  unmöglich ,  von  ihr  zu  sagen ,  sie  nähere  sich  mit  ab- 

nehmeodem  Jx  der  Null.    Betrachten  wir  den  Quotienten 

f(x  + Jx)~f(x)  , 

ond  lassen  in  demselben  (das  beliebig  gedachte)  J\  mehr  und  mehr  gegen  o 
gehen,  so  wird,  im  Falle  dieser  Quotient (1)  sich  dann  mehr  und  mehr  einer 
bestimmten  endlichen  Grösse  annähert,  nothwendig  f  <x)  stetig  seyn  (für  die- 
sen Werth  von  x).  Denn  ^ürde  f  (x-f--^x)  —  f  (x)  mit  unbegränzt  abneh- 
mendem >x  nicht  selbst  unbegränzt  abnehmen,  sich  vielmehr  einer  endlichen 
(oder  gar  unendlichen)  Grösse  nähern,  so  müsste  nothwendig,  bei  sehr  klei- 
nen Werthen  von  J\,  der  Bruch  (1),  dessen  Zähler  endlich  wäre,  sehr  gross 
seyn,  so  dass  mit  nnendiich  abnehmendem  Jx  er  sich  nothwendig  einem  un- 
endlich grossen  Werthe  annähern  müsste.  Ist  also  unsere  Voraussetzung, 
{!)  nähere  sich  einem  endlichen  Werthe,  wenn  Jx  sich  o  nähert,  richtig, 
so  kann  f  <x)  nur  stetig  seyn.  Umgekehrt  ist  der  Satz  nicht  immer  richtig. 
So  ist  z.  B.  Vx  für  X  =  0  noch  stetig,  da  V x-\-Jx  —  V^  für  x  =  o  zu 
^  Jx  wird,  und  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  auch  unendlich  abnimmt; 

dagegen  ist  — ^     a^         für  x  =  o  gleich  —r~  =  \/ —  ^^^  ^^^^  ^^ 

imendlich  abnehmendem  Jx  imuier  grösser  werden.  Trotzdem  nun,  dass  der 
ausgesprochene  Satz  nicht  umgekehrt  werden  kann,  bleibt  er  dennoch  von 
grosser  Wichtigkeit,  da  der  direkte  Satz  selbst  in  den  meisten  Fällen  genügt. 
Wir  sind  bei  unsem  Untersuchungen  von  selbst  auf  den  zweiten  Begriff, 
den  des  Gränzwerthes  gekommen.  Wir  haben  nämlich  gesagt,  wenn  der 
Broch  (1)  mit  unbeschränkt  abnehmendem  Jx  sich  einer  endlichen  Grösse 
mehr  und  mehr  nähere,  so  sei  f  (x). stetig.  Diese  Grösse  nun ,  der  sich  (1) 
nähert,  nennen  wir  die  Gränze  oder  den  Gränzwerth  von  (1).  Ueber- 
hanpt  verstehen  ^ir  also  unter  Gränzwerth  einer  von  a  abhängenden  Grösse 
denjenigen  Werth,  dem  sich  dieselbe  mehr  und  mehr  nähert,  je  mehr  a  einer 
bestimmten  Grösse  a  sich  nähert.     Letztere  Grösse  a  ist  gewöhnlich  o.    So 

iit  z.  B.  der  Gränzwerth  von  — ; — offenbar  — ; —  (oder  —  ,  wenn  a  sich  o 

nähert).     Wir  bezeichnen  dies  durch  Vorsetzen  des  Zeichen  Gr. ,  als  An- 
bngsbuchstaben  des  Wortes  „Gränze",  und  werden  dabei  in  der  Regel  an- 
lehmen,  wenn  es  nicht  ausdrücklich  anders  gesagt  ist,  die  sich  ändernde 
,  Grösse  gehe  gegen  o.     In  diesem  Sinne  ist  also: 


Gr. 


1  1      ^       a        ,     ^     ,       (x  +  a) 

; — j.     X,  =  — i  f  or.  X    =  1 ,  Gr.  loff.  —  o  u.  s.  w. 

(x  4-  o)»        x'  ^         X 


Wir  haben  hier  die  beliebig  abnehmende  Grösse  mita  bezeichnet;  in  (1) 
vire  sie  Jx  a.s.w.  Der  bereits  oben  mehrfach  ausgesprochene  Satz  würde 
aho  jetzt  heissen :  Ist 


sin  a 
ß  Gränzwerth  Ton 

G.  (Ü!.±^nL(i))        (2) 

endlich ,  so  ist  f  (x)  stetig. 

Es  kann  sich  auch  ereignen,  dass  die  sich  ändernde  Grösse  mehr  und 
mehr  anwächst,  oder,  wie  man  alsdann  sagt,  unendlich  gross  wird.  Auch 
in  diesem  Sinne  lässt  sich  von  einer  Gränze  sprechen ,  und  man  sollte  aller- 
dings ein  etwas  verändertes  Zeichen  brauchen.  Da  wir  in  der  Regel  nicht 
in  diese  Lage  kommen  werden ,  so  wollen  wir  davon  absehen  und  nur  beson- 
ders daran  erinnern ,  wenn  der  Fall  eintritt.  Für  unendlich  wachsende  (po- 
sitive oder  negative)  a  wärff  also 

Gr.  —  =  0 ,  Gr. =  1 ,  Gr. =  -77  a.  8.  w. 

Wir  wollen  nun  zunächst  zur  Aufsuchung  einiger  Gränzwerthe  über- 
gehen ,  die  für  unsere  nachfolgenden  Untersuchungen  von  Wichtigkeit  sind. 

§•  2. 
J.  Sey  a  ein  zu  einem  Halbmesser  =  1  gehöriger  positiver  Kreisbogen, 
und  man  soll  ^^  ""« 

a 

suchen.  Diese  Aufgabe  lässt  sich  auf  zweierlei  Weise  lösen.  Einmal  näm- 
lich beweist  man  in  der  Geometrie,  dass  in  einem  Kreise  die  Sehne  kleiner 
ist  als  der  zugehörige  Bogen ,  während  die  Tangente  grösser  ist.     Daraus 

foltft ,  dass              ^^    .               ^             ,  -v^  sin  a    _   ^  tg  a  ,.  ^  «  "\ 

o   »        ^°  o  >  sina,    a  <  tga;    1  >  ,  1  <  -^ —  (fttr  «  <  "S"  I 

j  1  j      tR  ß  siu  a  ,      sin  a     ^    -     sin  o  ^  j      ..1  . 

80  dass  also ,  da  -^--  —  ;,  auch >  1 , >  cos  a  und  mithm 


der  Werth  der  Grösse  -^ —  immer  kleiner  ist  als  1  und  grösser  als  cos  a. 


a  a  cos  a'  a  cos  a  a 

sin  a 
a 

Lässt  man  nun  a  unbegränzt  abnehmen,  so  wird  cos  a  mehr  und  mehr  gegen 

■ 

1  gehen,  also,  da immer  zwischen  1  und  cosa  liegt,  so  muss  mit  sol- 
chem abnehmenden  a  diese  Grösse  auch  gegen  1  gehen ,  da  sie  schliesslich 

zwischen  1  und  .1  liegen  wird.     Man  hat  also 

^     sin  «       , 
Gr.  =  l. 

a 

Mau  kann  denselben  Satz  auch  in  anderer  Weise  beweisen.    Nach  §.  16 
meines  ..Handbuchs  der  ebenen  uud  sphärischen  Trigonometrie^  (Stuttgart, 

Metzler)  ist  immer  f  fiir  «  <  ^  J 

sin  a  <^  a ,    sin  a  ^  a 5"  «' 

u 

.      • .  sin  a  «in   «  ^   ,  l      , 

d.  h.  immer  <'  1,  >  1  —   -;r  «  • 

a  a  o 

Lässt  man  nun  a  unbegränzt  abnehmen,  so  wird  1 ^  a'   mehr   und 

mehr  sich  1  nähern,  so  dass  also  1  und  1  —  -^  a' sich  mehr  und  mehr  gleich 


sin  a 


werden,  und  also,  da immer  zwischen  diesen  beiden  Grössen  liegt ,  wird 

auch   -^^^^  sich  unbegränzt  1  nähern.    Da   " -^^^    = ,     so   ist   auch 

sin  ( —  u) 

—  a 

II.    Man  soll  j_ 

Gr.  (1  +  o)" 

finden.    Setzen  wir  a  =  — ,  also  —  =  m,  so  wird  mit  unendlich  abnehmen- 

m  a 

dem  a  die  Grösse  m  unendlich  wachsen  und  umgekehrt,  kennt  man  also 
Gr.  f  1  H J    für  ein  unendlich  wachsendes  m,  so  kennt  man  damit  auch 

Gr.  (l  +  a)  für  ein  unendlich  abnehmendes  a.  "Wir  wollen  nun ,  da  es 
uns  bequemer  ist,  das  Erstere  suchen.  Zunächst  beachten  wir,  dass  allge- 
mein ,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl : 

n  +  l         ^n  +  1 
a  — b  n  n—i  n—t    2  n 

;- — r;^ —        =a+a         b  +  a         b+...+b, 

a  —  b 

wie  man  durch  Division  ganz  unmittelbar  findet.  Ist  nun  a  >  b,  beide  positiv, 
so  ist  sicherlich 

B  B  •~- 1  &  —  2S  ,nnnn  o 

a+a       b+a       b+'--+b  <&+»+*+•••+» 

d.  h.   <  (n  +  1)  a", 

«-hl  a+i  ,  , 

and  mithin  ist  dann ^Zl <(n-|-l)a*,  a*"*"    — b""*"    <  (n  + 1)  a"(a— b). 

a  —  b 

Hi«nrai  folgt,  dau        a""*"*— (n+1)  a"  (a  —  b)< b' "*" \ 

d.  h.      a'[a— (n+l)(a— b)]<b*''"\  odera"  [(n+ l)b  — na]  <b"'*"*.  (3) 

m 

Denken  wir  uns  nun  in  I  i  -i I    die  Zahl  m  ganz  und  positiv,  setzen 

nach  einander  m  =  1,  2,  3,  .  .  .  n,  .  .  .  so^erhalteu  wir  die  Reihe 

o+i)'  o+tf  o-i)'  •  o+^y-  o+rir)"'  <•' 

in  welcher  jedes  folgende  Glied  grösser  ist,  als  das  vorhergehende.  Um  diese 

Behauptung  zu  rechtfertigen,  setzen  wir  in  (3) :  a  =  1  -| ,  b  =  1  +  -^, 

60  ist  a  >  b ,  also 

was  die  Behauptung  rechtfertigt.     Die  Reihe  (4)  ist  also  eine  steigende. 
Setzt  man  in  (3)  aber  a  =  1  -J — ^ ,  b  =  1 ,  so  ist  wieder  a  >  b,  also 

0+ö"["+>-"0+Äl]<>-*' 


J 


8  Orincwerth  tod  (1  +  a)«. 

worauf ,  indem  man  qnadrirt :  I  ^  4~  —  1      ^  ^* 


Da  nun  die  dem  Gliede  (  ^  +  2~  )     vorangehenden  Glieder  der  Reihe 

(4)  alle  kleiner  sind,  als  dasselbe,  so  folgt  leicht,  dass  kein  Glied  der  Reihe 
(4),  man  mag  sie  fortsetzen,  so  weit  man  will,  gleich' oder  grösser  als  4  seyn 
kann.  Da  femer  das  erste  =  2,  so  liegt  ein  jedes  zwischen  2  und  4.  Dar- 
aus folgt  offenbar,  dass  mit  unendlich  gross  werdendem  positiven  ganzen  m 

m 

die  Grösse   I  1 H J      sich    einer    zwischen   2    und  4    liegenden    Zahl 

nähern  werde ,  die  wir  mit  e  bezeichnen  wollen. 

Ist  m  nicht  eine  ganze  Zahl,  sondern  beliebig  positiv,  so  sei  m  =  n-|-a, 
wo  a  <  1 ,  aber  positiv,  und  n  eine  ganze  Zahl.     Alsdann  ist 

und  da  m > n,  aber  m<n+lj  so  ist  1-| <1  -| — ,  aber  >  1  +  -"XT» 

Demnach  liegt  f  1  H J     inmier  zwischen  flH J    flH J 


»+*  ^  ,     ^o— 1 


uodf  1  H — 477}        (1 H — zrr)        »    ^**®^  ™*°  *^®^  °*>  *'®^  *^^^  ° 

m  n+1 

und  n  +  1  immer  mehr  wachsen,  so  nähern  f  1  H J  und  (  l  +  "npf  J      » 

dem  Obigen  gemäss,  der  Zahl  e;  flH J  ,fl  +    4,1 )  ^^^^  8*dz 

offenbar  der  Zahl  1,  so  dass  also  beide  obigen  Grössen  sich  e  nähern,  mithin 

m 

auch  (l-\ j   ,  das  immer  zwischen  beiden  liegt 

Ist  endlich  m  negativ  =  —  r,  so  ist 

Wird  nun  m  unendlich  gross,  so  wird  es  auch  r —  1;  f  *  +  ^nTf  J 


r  —  i 


GriDSwertfa  von  (1 4"  ax)  * .     NAtftriielie  LogaiithmeDf  9 


—  r 


nähert  sich  e,    1-f"   ^  %    aber  1,  also  nähert  sich  (1 j     ,       d.h. 

(l  +  ^)    der  Zahle. 

Daraas  folgt,  dass  für  ein  (positives  oder  negatives)  unendlich  grosses  m: 

Gr.  fl  -f  JL^   =e,  lUo  Gr.  (1  +a)«  =  e.  (B) 

wenn  a  unendlich  abnimmt 

Einen  andern  Beweis  desselben  Satzes  findet  man  in  meinen  „Grund- 
zögen"^  S.  6  ff.     Will  man  den  Werth  von 


Qr.(l  +  ax)' 

erhalten,  so  setze  man  ax  =  e,  a  =  —  ,  so  wird  mit  onbegränzt  abnehmen- 
dem a  aach  e  onbegränzt  abnehmen.     Alsdann  ist 

-        -     (    ^y 

Gr.(l  +  ax)*'  =  Gr.(l  +  *)*  =Gr.V(l  +  »)V  , 

1 

und  da,  nach  demjObigen  Gr.  (1  -j-^'  ^^^  ^^  jedes  abnehmende«  (ob po- 
sitiv oder  negativ),  so  wird ,  4a  sich  x  nicht  ändert  mit  e: 

Gr.  (l+ax)"  =  e*  (6) 

seyn. 

Die  Zahl  e  ist  zur  Grundzahl  der  natQrlichen  Logarithmen  gemacht 
worden ,  die  wir  durch  das  Zeichen  1  bezeichnen  wollen.     Ist  also 

1  (x)  =  I ,  so  ist  z  =  e  ; 

daraus  folgt  auch,  wenn  man  die  gewöhnlichen  Logarithme|^  durch  log  be- 
zeichnet :      logx=:i]offe,d.  h.i=:  ,-^,  oder  1  (x)  =  r-^. 

**  log  e  log  e 

Umgekehrt  ist  auch  log  x  =  -^ , 

wenn  a  die  Grundzahl  der  gewöhnlichen  Logarithmen  ist.  (Der  genauere 
Werth  von  e  findet  sidi  in  §.  18.  in.) 

Ehe  wir  weiter  gehen ,  wollen  wir  noch  einige  Sätze'  über  Gränzwerthe 
beifugen,  die  uns  im  Folgenden  von  Nutzen  seyn  können. 

in.    Sey  P  eine  Funktion  von  a,  dessgleichen  QundB;  sey  femer, 

entweder  immer,  oder  doch  für  Werthe  von  a,  die  wenig  verschieden  sind 

von  einem  bestimmten  Werthe  a : 

Q>P>R,  d.h.  P<Q  imdP>R, 

ferner  fiir  Werthe  von  a,  die  sich  a  unbegränzt  nähern 

Gr.  Q  =  Gr.  R, 
10  ist  anch  Gr.  P  =  Gr.  Q  =  Gr.  R. 

Wir  haben  von  diesem  Satze  bereits  mehrfach  Gebrauch  gemacht,  wenn 
a  =  0  und  wollen  ihn  doch  noch  förmlich  beweisen.  Da  P  <  Q,  so  kann  man 
also  setzen  P  =  Q—  ^,  und  da  P>  R  :  P  =  R  +  ^',  wo  ^  und  ^'  positive 


10  Sitae  über  Grioswerthe.    DiflforentUIqaotient. 

Grös8en  sind.  Daraus  folgt ,  dass  Q=P-|-^,  R  =  P  —  q\  mithin  Q  —  R 
r^  q-\-q\  Lässt  man  nun  a  unbegränzt  gegen  a  gehen,  so  wird  mehr  und 
mehr  Q  =  R,  also  Q — R  =  0,  d.h.  es  ist  Gr.  (^ -[-?')  =  0.  Da  aber  ^ 
und  q'  positiv  sind,  so  kann  ihre  Summe  nur  dann  gegen  Null  gehen,  wenn 
jede  dieser  Grössen  selbst  gegen  Null  geht,  so  dass  also  Gr.  p  =  0,  Gr.  ^'  =  0, 
und  mithin,  daP=:Q  —  ^,  P  =  R-f-p^  so  wird  mit  der  Näherung  von  a 
gegen  a,  auch  P  sich  Q  oder  R  unbegränzt  nähern,  was  eben  in  der  Behaup- 
tung ausgesprochen  ist. 

IV.  Seyen  wieder  P,  Q,  R, .  • .  Funktionen  von  a,  und  es  sey  für  unend» 
lieh  abnehmende  (d.  h.  gegen  Null  gehende)  a: 

Gr.P  =  p,  Gr.  Q  =  q,  Gr.R  =  r,  .  .., 

ferner  seyen  a,  b,  .  .  .  Grössen,  die  sich  nicht  mit  a  ändern,  so  ist 

Gr.  (P-f  a)  =  p-fa,  Gr.(bP  +  »)  =  bp  +  ».  Gr.  (aP  +  bQ  +  cR+ . .)  =  ap  +  bq 

(P"\        D  Q        q 

—  I  =  — ,  Gr.  1  (P)  =  1  (p),   Gr.  P    =  p  ,  n.  s.  w. 
Q^         q 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  ein  sehr  einfacher.  Da  Gr.  P  =  p,  so  folgt 
daraus,  dass  wenn  a  nahe  an  0  ist,  auch  P  nahe  an  p  ist,  man  also  setzen 
kann  Pr=p-j-^,  wo  q  eine  Grösse  ist,  die  immer  näher  an  0  kommt,  je 
näher  a  selbst  gegen  Null  geht.  Eben  so  Q  =  q -j- ^',.R  =  r  +  ?",  •  •  •> 
wo  q',  q",  . . .  ebenfafls  mehr  und  mehr  sich  der  Null  nähern ,  je  mehr  a  sich 
Null  nähert.  Daraus  folgt: 
P  +  a^p4-a-f-p,bP  +  a  =  bp  +  a+bp,  aP+bQ -f-cR+..  ==Ap  +  bq4-cr-|-.. 

+  ap  +  bp'  +  cp-  +  ....  PQ  =  (p  +  rt  (q  +  pO=pq  +  PP'  +  qp  +  PP'.  |-=5t?- 

l  CP)  =  l(p+ri.  p"^  =  (p  +  rt'"^^'  =  (P  +  ^)'  (p  +  p/. 

Lässt  man  nun  hier  a  gegen  Null  gehen ,  also  ^,  q\  q"  ebenfalls  gegen 
Null,  so  wird  f +  a  +  ^  gegen  p  +  a  gehen  (wo  natürlich  p  nicht  mehr  von 
a  abhieng);  bp-j-a+b^  gegen  ,bp-f-a,  indem  sicher  auch  b^  zu  0  werden 
wird;  ap  +  bq  +  cr  +  ..  +  a^-f"b^'  +  c^"-|-...gegenap+bq+cr-f-..; 
PpH"P^'  +  Q^"f'P^'  ferner  gegen  pq,  indem  p^',  q^,  qq'  zu  Null  werden; 

^^r^,  wird  zu  —  werden  und  eben  so  l(p  +  p)  zu  l(p);  (p  +  q)   wird,     da 

p  und  q  sich  nicht  ändern,  nothwendig  zu  p  ,  und  (pHr^)  zu  p®=  1  wer- 
den ,  also  (p  +  ^)  (p  -}-  q)^  zu  p  .  1  =  p  , . . . . ,  woraus  nun  ganz  unmittel- 
bar alle  behaupteten  Sätze  fliessen. 

§.3. 
Der  bereits  in  §.  1  mehrfach  betrachtete  Werth 

Gr.  ^('  +  ^;)-^W  (2) 

(für  ein  unendlich  abnehmendes  Jx)  heisst  der  Differentialquotient  von 

f  (x).     Er  ist  der  Gränzwerth  des  Diflferenzenquotienten       ^        J^ • 

und  wird  durch  die  Zeichen 


r^ 


Geometrische  Bedeotang  des  Differentialquotienten.  1 1 

«|^.3-ir«.r(x)    •     (T) 

bezeichnet,  wovon  das  letztere  von  Lagrange  herrührt.     Ist  y  =:f(x),  so 
wird  die  Differenz  f(x-f--^x)  —  f(x),  gemäss  den  Bezeichnungen  der  Diffe-  ' 
renzenrechnong ,  durch  ^y  bezeichnet  werden,  und  man  hat  auch 

__Gr.^.  (8) 

als  Erklärung  des  Differential quotienten  von  y  nach  x.  Das  Zeichen 
r-^  =  -r—^  darf  nicht  als  ein  Bruch  angesehen  werden ,  dessen  Zähler  etwa 

dy,  und  dessen  Nenner  dx  wäre;  es  bedeutet  blos  den  Differentialquo- 
tienten (9)  von  y,  wenn  x  die  unabhängige  Veränderliche  ist,  wesshalb  das 
Bx  unten  beigefügt  ist. 

Die  Bedeutung  der  Grösse  r-^  tritt  auch  klar  hervor,    wenn  wir  ihre 

geometrische  Darstellung   ins  Auge   fassen.      Sey  ^^' 

(Fig.  1)  FGc  eine  krumme  Linie,  OA  und  OB  die     ^  ^/^^^^ 

rechtwinklicben  Eoordinatenaxen,  so  wird  die  Ordi- 
nate MD  =  y  eine  Funktion  der  Abszisse  OD  =  x 
seyn.  Sey  nun  DE  =  //x,  also  EN  =  y  +  ^y 
der  neue  Werth  der  Ordinate  (d.  h.  wenn  y  =  f  (x), 

so  ist  y  +  -^y  oder  EN  =  f  (x  +  -^x)),  und  man   ^  S     t         ^ 

ziehe  durch  die  Punkte  M  und  N  eine  Gerade  MN,  so  wird  dieselbe  mit  der 
Abszissenaxe  OA,  oder  vielmehr  mit  der  mit  OA  parallelen  MQ  einen  Win- 
kel NMQ  machen,  für  den  (wegen  NQ  =  EN— MD  =  //y) 

tffNMQ  =  ^  =^. 
^      ^      MQ      /ix 

Lässt  man  z/x  abnehmen,  d.  h.  E  gegen  D  rücken,  so  rückt  N  gegen 
M  und  die  Gerade  MN  nähert  sich  mehr  und  mehr  einer  bestimmten  Lage 
MS,  welch  letztere  zum  Vorschein  kommt,  wenn  N  an  M  angerückt  ist.  Der 
Winkel  SMQ  ist  dann  gegeben  durch  die  Gleichung 

tgSMQ  =  Gr.^-I  =  |l. 

23X  0  X 

SO  dass  letztere  Grösse  eine  vollkonmien  klare  geometrische  Bedeutung  hat. 
Die  Gerade  MS  heisst  in  der  Geometrie  die  berührende  Gerade  oder  Tangente. 

ADinerkoDg.     Man  pflegt  zuweUen  das  Gesagte  anch  in  etwas  anderer  Form  auszu- 
sprechen.    Versteht  man  nAmlich  unter  unendlich  kleinerOrOsse  eine  Grösse,  deren 

Werth  kleiner  ist,  als  jede  auch  noch  so  kleine  Grösse,  so  kann  man  sagen,  dass   r~  der 

Werth  Ton  —r-  sey,  wenn  Jx  (also  auch  Ai)  unendlich  klein  ist,  oder  dass  -~^  der  Werth 
^x  X  j/  8x 

des  Bruches  ^ für  ein  unendlich  kleines  Ax  sey.     Ehen  so  w&ro  dann  in 

Fig.  1  MS  diejenige  Gerade ,  die  durch  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  krummen  Linie  FG 
gelegt  würde.  Man  sieht  leicht,  dass  die  eben  angegebene  Fassung  nur  der  Fonn  nach  Ter- 
schieden  ist  ron  der  früheren,  im  Wesen  aber  mit  derselben  übereinkommt.  Will  man  sich 
derselben  bedienen ,  so  ist  die  Ableitung  gleich  scharf  und  man  muss  nur  beachten ,  dass  eben 
.nneodlieh  kletne"  Orötsen  di«  „Granxe*"  aller  Grössen  sind,  aber  nicht  (s^rtdei^a  ^mVL  «sm^^ 
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werden  können,  da  Null  gar  keine  GrOsse  mehr  ist  Die  Grinie  einer  Fläche  ist  zwar  wohl 
nicht  mehr  angebbar ,  sie  gehört  aber  doch  snr  Fläche  und  ist  eben  desshalb  nicht  als  gar 
Nichts  =  Null  anznsehen ;  so  ist  es  mit  den  anendlich  kleinen  Grdssen.  Diese  liegen  nnsera 
Anscbanongen  nnd  Begriffen  des  Stetigen  nnd  Aasgedehnten  wesentlich  sa  Grande.  Die  Zeit 
▼erfliesst  in  anendlich  kleinen  Momenten ;  ein  bewegter  I^mkt  geht  Ton  Lage  za  Lage  durch 
onendlieh  kleine  Zwischenstofen  über  a.  s.  w.    Von  dieser  Ansehanang  rührt  aach  der  Begriflf 

^  Y  ^  Y 

des  Differentials  her.    Da  nämlich  Ay  —  -r-  ^^»  Qn<i  ^  anendlich  kleine*  Jz  :  -7-^ 

8y 
=  r— ,  so  wird,  wenn  man  das  anendlich  kleine  A%  mit  dz,  das  ebenfalls  anendlieh  kleine 

ox 

Jy  (indem  y  eine  stetige  Funktion  von  z  ist,  $.1)  mit  d  y  bezeichnet,  aas  dieser  Gleichang 

8y 
folgen:  dy=r^dz, 

oz 

wo  nan  dy  das  Differential,  d.  h.  die  anendlich  kleine  Zunahme  ron  y ,  bezeichnet.  Wir 
werden  Ton  diesen  Bezeichnungen  in  der  Regel  keinen  Gebrauch  machen  und  wollen  uns  da- 
bei also  auch  nicht  weiter  aufhalten. 

Der  Werth  (2)  oder  (8)  lässt  sich  bei  einigen  Funktionen  leicht  an- 
geben ,  wie  wir  dies  nun  betrachten  wollen. 

I.  Sey  y  =  x,  so  bt  y+^y  =  x  +  ^x,  also  ^y  =  //x  und  'j-  —  -^ 
=  1.  Da  nun  diese  Grösse  sich  nicht  mehr  ändern  kann»  d.  h.  konstant 
ist,  so  ist  gewiss  auch    Gr.  j^  =  1  •  d.  h. 

ex      • 

II.  Sey  y  =  l(x),  also  yH-^y  =  l(x+^x),^y  =  l(x+^x)  —  l(x) 


1 

=  Gr.  1  y\  +  ~\     .  Aber  nach  §.  2,  Fonnel(6)  ist,  wenn  dort  a  =  Jx 

und  ~  für  x  gesetzt  wird :  Gr.  f  1  +  —^ J      =  e* ,    also  gemäss  §.  2 ,  IV : 

1 

t  A    -^^^  -  1 

Gr.  1  (1  +  ~J      =le*  =  y,  indem  1  (e)  =  1.     Man  hat  also 

8l(z)  ^  J_ 

8z     "■   z' 

in.   Sey  y  =  sinx,  also  y +  ^y  =  ßin(x  +  ^x),  -^y  =  sin(x+^x) 
—  sin  X  =  2  cos  (x  +  4  //x)  sin  J  i^x.  ♦     Demgemäss: 

8y  ^  Q^  2co.(,+H')-  8»°^'  =  Gr.  COS  (x  +  \  Jx).  ^JA«  Da  aber 
Gr.  cos  (x  + J  ^x)  =  cosx,  Gr.  ^_j^=  1  (§.  2.  I.),  so  folgt  hieraas 

l^Z 

nach  §.  2.  IV. :  Gr.  ^  =  cos  x, 

*  S.  14,  Foimeln  (25)  meines  nHandbucht  der  ebenen  und  sphirisdien  Trigonometrie'*. 
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^   .  ösinx 

d.  b.  -7 —  =  CM  X. 

0  z 


rV.   Sey  y  =  co»  x,  so  ist  y  +  // y  =  cos  (x-^Jx),  -^  y  =  cos  (x + Jt) 
—  cos  X  =  —  2  sin  (x+4//x)  sin  4^/x,  also  ^  =  Gr. — i-^ — - — ^ — 

0  z  /Ix 

=  Gr.  —  sin  (x+  J  ^/x).  — ^ — ^,  woraus  ganz  in  derselben  Weise,  wie 
so  eben,  folgt:  Tz"  =  "" ■'^ ^ 

§.4- 
Wir  wollen  nnn  zunächst  einige  allgemeine  Sätze  nachweisen ,  die  ans 
bei  der  Differentiation  der  Funktionen  die  wichtigsten  Dienste  leisten  werden. 

I.  Sey  C  eine  Grösse,  deren  Werth  unabhängig  ist  vom  Werthe  von  x, 
d.  h.  eine  Konstante  nach  x,  so  ist 

lS  =  o  . 

8z 

Denn  will  man  jetzt  setzen  f  (x)  =  C,  so  ist  auch  f  (x  -|-^x)  =  C,  da 

C  sich  ja  nicht  ändert  mit  x„  demnach  ist  f  (x-f-^x)  —  f(x)  =  0,  d.  h. 

f(z-h^x)  — fW        AI           u  r-    f(x  +  Jz)  — f(z)        ^  ,     . 

-^ — i — -i — -^'-  =  0,  also  auch  Gr.-^ — ' — -^ ^  =  0,  woraus  der  be- 

At.  Ax 

bauptete  Satz  folgt. 

II.  Ist  y  eine  beliebige  Funktion  von  x ,  so  ist 

8(y  +  C)_8y. 

8z  8z 

Denn  ist  f  (x)  =  y  +  C;  so  ist  f  (x  +  Jx)  =  y  +  Jj  -}-  c,  also 

f  (x  +  Jx)  —  f  (x)  =  z/y ,  woraus 

ö(y  +  C)      ^^f(z  +  ^x)-fW      r..Aj     8y 
_____  =  Gr. -j^ Gr.  2"^=^-^. 

Seist 

8  («DZ +12)        _,    8[-3  +  l(z)]         1      8  1  (5z)       8p(5)  +  l(z)J         1 
8  z  -  ''^"*  8"i  -   z  •    "87"  -  Vi  =  T* 

UI.  Dessgleichen  ist       ^-^  =  C  ^- 

OZ  0  z 

Denn  wenn  f  (x)  =  Cy,  eo  ist  f  (x  +  ^x)  =  C  (y  +  //y),  f(x-|-^x) 
—  f  (x)  =  CJy,  also 

8(Cy)             f(x  +  Jx)-f(»)  CJy  8y 

__  =  G,._ __ =G,.__=Cg^. 

So  wäre 
8  (15  cos z)  _^  .        8(61  (z))       5      8 1  (z^)      8[41(z)]      4      8  (-13z) 

&z        =-lß«"^— e^-  =  7'  "87"=       8z       =T'         8z        ="^^' 
Ist  log  X  =  z ,  wo  a  die  Grundzahl  des  Logarithmensystemes  seyn  soll, 

so  ist  x  =  a%  alsol(x)  =  zl(a),z=  j-^^,  d.  h.  Iogx=J-g,  also  ^  =  i^) 
~8       ~  lliö  T'     Zugleich  ist  übrigens  auch  a  =  e   *, also loga=l(a) löge, 

oder  da  loga  =  1:  tt^  =  log*,  so  dass  also    /^'  =  rr-r  —  =  -??-?. 
^  l(a)         ^   ^  8  z  1(»)   z         z 
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IV.  Sind  y  und  z  Funktionen  von  x ,  so  ist 

8  (y  +  g)^8y      8z      8(y— z)^8y     8z 
8x       ~8x"^8x'        8i      "ax     8x 

Denn  sey  f  (x)  =  y  +  z,  so  ist  f  (x  -j-  J\)  =  y  +  z  +  -^y  +  -^z, 
f  (x  +  Jx)  —  f  (x)  =  ./y  +  ^z,  also 

8x  Jx  Jx  V/ix'^ix^      8x'8x 

Eben  so  wird  der  zweite  Satz  bewiesen.   Eine  Verbindung  der  Sätze  III 
und  IV  führt  leicht  zu  folgendem : 

Sind  y ,  z ,  u ,  .  .  .  beliebige  Funktionen  von  x ;  a ,,  b ,  c ,  .  .  .  beliebige 

„       ^     ^  ..       8(ay  +  bz  +  cu  +  ..)  8y.,8z,       öu« 

Konstanten,  so  ist      — i— i-^ — —J '■ =  ai~  +  br-  +  c  «-  +  ••• 

*  8x     .  8x  8x   '       8x 

So  ist 

8  (8  «in  X  +  7  cos  x)       .-  8  sin  x   ,   ^  8  oos  z       _  ^  , 

-2^ ^ ^  =  ®"T7"^    "TT"  =8co"-^«*n». 

8[~llx  +  81(x)]                      3       8[9sinx-21(x»)]       .                 6 
r =  —  11-1 •    5 =  9  COS  X . 

8  X  X  8x  X 

V.  Seyen  wieder  y  und  z  Funktionen  von  x,  so  ist 

8(yz)       ^8z  8y  • 

Denn  sey  f  (x)  =  yz,   so  ist  f  (x  +  Jx)  =  (y  -f-  Jy)  (z  -|-  Jz) 
=.  yz  +  y-^z  +  zJy  +  JyJz,    f  (x  +  ^x)  —  f  (x)  =  y-^z  +  z-'y 

I     >      ^  •*!.•  Ö(yz)       ^    f(x+Jx)  — f(x)       ^    y^z  +  zz/y  + Jy  Jz 

+  JyJz,  mithin        :'     =  Gr.  -^^ — ! — ~ ^  =  Gr.  ^ —^ — 

\       J  ^  8x  •  /Ix  Jj. 

^Gr.  (y|f  +  .^+^y^)  =y8^  +  ,»2,    indem    (nach   §.  2.   IV) 

"'•  C^  j^J  =  ^81'  «'OzlJ  =  'FI'  '^'l^y  z-J  =  °r,  =  "•-**• 

So  ist  nun : 

.8(x«)      8(xx)  8x  8x 

-8r=-8r  =  '8x  +  Vx  =  ^  +  *  =  2'' 

83^  _  8  (x4)         ,8x^^  8x* 


=  x*H^  +  x-^  =  x»-fx.2x  =  3x», 

mein. 


8x  8x  8x   '       8x 


8x  8x  8x    '        8x 

m 
8x  m-l 

r—    =  m  X        ,  m  positiT  und  ganz. 

8  (sin  X  cos  x)  8  cos  x   ,  8  sin  x  .  •      .         • 

.,     X.        8  [x  1  (i)]  81(x)  8x  1     .,/,        ,_i_,/^ 

8  Ux  )  =  — g-j —  =  X  -y^  +  1  (x)  —  =  X  .  Y  +  1  W  =  1  H-  1  (x). 

e[5sinx.l(x^)]  ^  8[20sinx.l(x)]_        8[sinx.l(x)]  r  .       8JW  .  ..  .8^«nj-| 

8x  8x  8x  L"°*    8x        ^       ex    J 

«^  r  .          1     1   .  /  X             T        20  sin  X    ,    ^^  .  ,  ^ 
=  20  I  sin  X . h  1  (x)  .  cos  xj  = 1-  20  I  (x)  cos  x. 

*  D.  h.  Differentialqnotient  eines  Produkts  zweier  Faktoren  =  Differentialqnotient  des 
zweiten  Faktors ,  multiplizirt  mit  den  ersten ,  -|~  Differentialqnotient  des  ersten  Faktors,  rnnl- 
tiplizirt  init  dem  zweiten. 
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Man  kann  obiges  Resultat  leicht  verallgemeinern.     So  ist 

8(yEu)  8a.       b(jz)  8a.         8«,         8y 

"8^  =  y'8l^'*-8^  =  y'Fi-^"y8"-x+"8^°-'-^- 
VI.   Man  hat  eben  so 

8_y__     8^     • 

A  flS\  _  '  8 1       ^  8  x' 

Sey  nämlich  f  (x)  =  ^,   so  ist  f  (x  +  -^x)  =  ^i^i'   ^  (^  +  ^  ^) 
_  f  (^^ -.i^^i    y^(y  +  ^y)«  — y(g  +  ^')    i^y  — y/i» ,  f(x+Jx)-f(x) 

^^       x-hJx      z  x(x  +  Jt)  ""   i«  +  zziz  Jx 

J  y         Az 
nAj^j  An         Jx      ^Jx       .^,. 

Jy         ^z  8y        8z 

8.x  V  1  J  z*  4-  z  J  z 

daGr.  x  -7^  =  f~.  Or.  y  ^  =  y|-?,  Gr.  z  Jz  =  x  .0  =  0  ist  «.  2.  IV). 

^X  O  X  i3X  0  X 


'--yZi=:'8i-y8^ 


Daraus  folgt  : 


tgx 8_  /^sinx"\  _^ 

3  X    ""  8  X  V.COS  xj  "" 


8  sin  X  8  cos  X 

cos  X  — r-n sin  x 


Ö  tg  X        8    rsin  x"V  8  iT  8  x        cos*  x  +  «in*  x  1 


8x         8x  V.cosx^  cos'x  cos'x  cos'x* 

8  cos  X  8  sin  X 

sin  z cos  X •  • 

8flotgx _  Jö_  /^cosx"\ 8x 8x     _  —sin'x  —  cos'x __  —  1 

8x     ""  8  X  V.sin  xy  ~  sin*x  ""  sin'x  ""  sin*  x  ' 

m  8  1      1  8  x" 
— n  X — — —  m  —  I  m — \ 

8x  Ö  /"  1  "^  8*         Ö»       0  — mx  mx  m 

%i     ==nC.7^J= :^ ^~^ =  -^;7^-  =  -;STT'^^"" 

m  posiÜT  und  gan2 , 

.  8  sin  X  8  X* 

X  ■  —  sin  X »  -  „ 

8    /^sinxA  _         8  X       8x^  _ x* cos x  —  3x'sinx _ x cos x  —  3 sin x 

8^  \S^)  "  x^  ~  X*  ~  X* 

Vn.   Sind  f  (x),  F  (x)  zwei  Funktionen  von  x,  so  beschafiFen,  dass,  was 
auch  X  sey :  f  (x)  =  F  (x)  +  C . 

wo  C  eine  Konstante ,  so  ist  nothwendig 

8f(x)  _  8F(x) 
8x     ""     8x  • 
Denn,  da  obige  Gleichung  für  alle  Werthe  von  x  besteht,  so  ist  auch 

f(x4-Jx)  =  F(x^-Jx)  +  C,  f(x  +  Jx)-f(x)  =  F(x  +  Jx)-r(x), 
also  auch 

f(x+^»)-f(»)_F(x+^x)~F(x)     ^_f(x  +  ^»)-f(x)     ^_F(x  +  Jx)~F(x) 

Al  ""  Al  •  Al  "■  At 

Ist  G  =  0,  so  sind  beide  Funktionen  einander  gleich,  und  der  Satz  ist 
natürlich  auch  richtig. 

*  Differentlalqaotient  einet  Brachs  =  Differenüalqnotient  des  Zahlers ,  moltiplizirt  mit 
dem  Nenner,  minns  Differentiilqnotient  des  Nenners,  mal  dem  ZAhler,  diridirt  Alles  dnrch 
das  Qoadrat  des  Nenners. 


lg  DUÜMrentiatloB  der  FnnktioDeD  tod  Fimktioiieii. 

Wäre  also  z.  B. 

x»y  =  5x»  +  *. 
.    .     8(x»y)   _8(5»»+4)    ..     ,8y        8x«        Öx»      .07.  «„_,., 

§.6. 
Wir  wollen  annehmen  y  sey  eine  Funktion  von  x,  and  dann  f  (y)  eine 

Funktion  von.y  und  es  soll  sich  um  die  Bestimmung  von  --—  handeln.   Man 

8x  Jx  V  Jj  ^Tj 

Nun  ist,   nach  unsern  Fundamental-Erklärungen:    Gr.  ^^  =  r^;  was 

Qf^    ^^"^     7  anbelangt,  so  wird  natürlich  auch  Jy  zur  Gränze  NjuU 

gehen,  wenn  ^x  in  dieser  Lage  ist,  da  wir  immer  y  als  stetige  Funktion  von 

X  voraussetzen  (§.  1);  die  Grösse  Gr.    ^  '     7        ^^  ist  alsdann,  gemäss 

§.  3,  der  Differentialquotient  von  f  (y)  nach  y,  d.  h.  so  bestinunt,  als  wenn 

y  die  unabhängig  Veränderliche  wäre ,  welchen  Werth  wir  mit    ^       ♦     zu 

bezeichnen  haben.     Denmach  ist  (§.  2.  IV) :  • 

8f(y)       8f(y)  8y 
TT  -  TF  8l[*  ^^' 

Man  nennt  diesen  höchst  wichtigen  Satz  den  der  Differentiation  der 

Funktionen  von  Funktionen.     Ist  f  (y)  =  z,  so  ist  also 

8jE  _  8jE  8y 
8x  ~  8y  8x'     . 
Ist  eben  so  w  eine  Funktion  von  v,  v  von  u,  u  von^,  y  von  x;  so  folgt 
aus  der  identischen  Gleichung 

Jw  __  Jw  Ar  AvL  Ay 
Ai.~  A  f  An  Aj  Az. 

oflfenbar  (§.  2.  IV):       H  =  H  H  1^  H  "*  *•  ^' 
So  ist 

8rin(x  +  a)         8tiny  8riny8y 8  (x  +  >)         _ 

8^ =  -JT   (wennx  +  a=y)=-g^g^  =  co.y— ^— -    =  co.  y 

.     ,     ,         81(8inx)  .  .       V        81(y)    8y         1   8y  1       8sinx 

=  co.(x+a).       -l^(weBn^=amx)  =  ^    -J  =  «  _I  =  _    __ 

1  .  8  sin^x         8y*  ,  .      v        8y*8y         .     ,  8y 

=  -: —  cos  X  =  cotg  X,         -r =    -^  (wenn  y  =  sm  x)  =r  --i-  _i  =  4  y»  ^ 

sinx  *  8x  8x^  ''  8y8x  ^8x 

8  sin  X  « 

=  4  lin*  X  -r =  4  sin'  x  cos  x. 

8  z 

Ehe  wir  jedoch  weitere  Beispiele  hinzufttgen,  wollen  wir  die  Differential- 
quotienten der  noch  rückständigen  einfachen  Funktionen  bestinunen. 

8f(x)  8f(y) 

*  Kennt  man  -r — ,  so  wird  man  einfaeh  dadurch  eiliahen ,  dass  man  y  filr  x 

o  X  0  y 

...   a  «^Ö«>«y  81(y)       1      8y*     ^    ,  8tgy  1 

setzt.  Soist  -r— i=— smy,  -5^  =  —»  ir~=*y  »-^  =  — j-o.s.w. 
8y  8y         y8y         '8y         cos*  y 


DttbrentfakiaolieiileD  TOD  z   ,  •  ,  a  ,  ai€(tfaisz).  ]7 

I.  Sey  y  =  X  ,  m  ganz  beliebig  (konstant).   Bieraas  folgt  I  (y )  =  m  i  (x), 

also  (§.4.  vn,  m,  §.  3.  n): 

81(y)     8[ml(»)]      81(y)  8y  _       dl(x)      J_  8y_  m^ 
8x  8x       •      6  y     8x        "    8x    '    y    8x"  x  ' 

öy     my    j  u  j             *     Öx"      m  x"     ^ 
vonm:  s~~  =  — ,  A  n.  da  y  =  X   :    -r—   = ,  oder 

8  X       X  '  8  X  X 

8 .  X  m— i 

87    ="*      ' 
welcher  Satz  non  f&r  ein  ganz  beliebiges  m  gilt.     (Man  vergl.  §.  4.  V,  VI.) 
Hieraas  folgt : 


=  -.3x-*     -»     » 


1 

_-3     _8.  r^  ^-  ^    r -»^_  -»-*  "        öVx     8x' 

-    X*  •  8xl7J~8^l*     J--nx  =__^.  _-==_ 

-4^        -t«        -2Vx'        8x-8x-n"         "n^  "TT"»"!; 


4  1 

8  VxV    8x*  -l 3_  8    r    1    '\         8    ^  ""^"1  i     -t  1 

8x     -8x"«*       ~  ^/  8xlv,  J  "8x1*      J"      **       -       2Vx»' 

8  ^  1  >.     ^  r  "  ^^        1 


1  -1-1  -(n-fi) 

B  _        _1_  a         


y-a+4 


n  V  X 

n.  Seyy  =  e  ,  abo  1  (y)==x,  so  ist  ganz  eben  so: 

81(y)  _  83     8Uy)  8y_       i.8y_,     8y_- 
8x    ""  8x*      8y     8x  "■     '    y    8x  ~     '  8x       ^' 

X  8  e*        X 

d.  h.  da  y  =  e  :  -5 —  =  e  . 

ox 

ni.  Sey  y  ==  a  ,  a  beliebig  aber  konstant    Man  hat  1  (y)  =  x  I  (a),  also 
indem  man  differenzirt  (§.  4.  VII,  IJI,  §.  3. 1). 

Ah.  —  =  a  1  (a). 

IV.  Sey  y  =  arc(sin  =  x),  also  sin  y  =  x,  so  ist  (§.  4.  VII,  §.  3.  III,  I)  : 
8«iny     8x     8iiny  8y  Li  _  1    L? 3L 

Tr'~8x'      8y     8x--^'''''*^8x""  ^'  8x""co8y* 

Nun  ist  aber,  da  y  zwischen  —  y  ^^^  +  y  '^®8*>  *'*^  ^^*y  P^*'^'^  'st: 

eoi  y  =  Vi  — iln'y  =  Vi  —  x». 
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8 .  «rc  (sin  =  x)  1 


abo  endlicb 


8x        -  VTzrjt- 


Da  famner  arc  (cot  =  z)  =  -^  —  are  (sin  =  x) , 

wi«t(j.4.  n,in):       ^^^ — _^=3__^,_. 

V.  Sey  y  =  arc  (tg  =  x),  also  tgy=:x,  so  ist,  wie  so  eben: 
1      8y       ,     8y  ,  1  1 

eoi'  y 

d.  b. 


eoi«y  8x  '8x  '        i +tg»y  ""  1  +  x«' 

8arc(tg  =  x)  1 


8  X  "  1  +  X»' 

Da  fimiier  arc  (cotg  =  x)  =  —  —  arc  (tg  =  x), 

8  arc  (cotg  s  x)  1 

•0  lit  5 =  —  T—r — r 

8x  1  -|-  x' 

Stellen  wir  nunmehr  diejenigen  Differentialqaotienten  zusammen,  die 
man  sich  zu  merken  hat,  um  mittelst  der  allgemeinen  Sätze  beliebige  Funk- 
tionen differenziren  zu  können ,  so  mögen  es  die  folgenden  seyn : 

8x"  "— *      8l(x)         1      8e*         »     8siDx  8co8x 

—      =mx         ,    -r —  =.---,-—    =e,    — r — =co«x,— T — =— linx, 

8x  8xx8x  8x  8x 

8arc(im  =  x)  1  8  arc  (tg  =  x)  1 


8x         "YiHT**         e«        ""l+x»' 

X  }       (10) 

8.a_*,..     8tgx_     1         8  cotg  x  1        8arc(coB  =  x)_  1 

87  -'  ^*^'   Tr""co«»x'        8x     ~     sin'x'  8x  """vl^ 

8  arc  (cotg  =  x) 1_ 

8x  ~       HF^* 

Vermittelst  des  wichtigen  Satzes  (9)  kann  man  mit  Hfilfe  früherer 
Sätze  bereits  schon  sehr  zusammengesetzte  Funktionen  differenziren,  wie  wir 
nun  an  einigen  Beispielen  zeigen  wollen.  * 

§.6. 

»   ,      >  1 

I.   Sey  zu  differenziren  ax  —  bx    -{-c'^x  —  ~^.     Da  letztere  GrOsse  t=r  » x 

—  bx    +cx    —  X      ,so  erhält  man,  nach  §.  4.  DI,  IV  und  §.  5.  I : 
—  lax  — bx    -f-cVx ^  J=a— mbx         -| ex         +px 

m-i       c    -CV),       -(P+I)     ^          u  *-*  ,         c         .       - 
=  a  —  mbx        -i X  ~rpx  =a — "ibx        -| -j 


nVx  » 

n.   Man  soll  (a  x  +b  x*)    —  Va  -^  b  x  +  c  x'  differenziren.      Setzt  man  a  x 

8        b  1 

+  bx'  =  y,  a  +  bx  +  cx'  =  z,  so  hat  man  -^(j    —  z')  zu  bestimmen. 

8        b  8       1 

Grösse  ist  zunächst  (§.  4.  IV)  gleich  ^7    ~  gj  *   »  *1*®»  n»ch  §.  5.  (9) 


I 
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8.y"8y       8«'  8«  _  ^    «-' 8y       1    -^  8 1        ,,    8y  ,    «,     ,8«       ^ 

+  2  c  X,  so  ist,  wenn  man  für  y  und  z  wieder  ihre  Werthe  setzt: 

^r(ax  +  bx»r-V;:+bI+7r«]=m(ax+bx«r"Va  +  3bx«)--l 

8 
in.   Will  man  ^^  1  [arc (sin  =  x)]  erhalten,  so  setze  man  arc  (sin  =  x)=y, 

8y  1  ^ 

d.  b.  da  y  =1  arc  (sin  =  x),  öt:  =  '^7=^=^=  (§•  5.  IV) ,  so  ist  endlich : 

ox       ^i  —  x' 

^1  [arc  (sin  =  x)]  =  — — i 77==^' 

8x        WC  (rin  =  x).   Vi— X* 

e    /^VT+x+VT^^ 
IV.   Soll  5— i   ^  ,     .     — ^  .  I  bestimmt  werden,  so  setze  man  1-4- x=T, 

8  X  V Vi  +  X  —  Vi  —  ^ 

r^=l,  1  — x=z,  r--  =  —  1,  und  hat  zunächst  (§.  4.  VI) : 

ex  0  X 


y  — *  (y  —  O 

..        8,1,    i      8y',8i',-^_,       8.y*8y,8..8i       1     "i        1    "1 

~  2  VVy     .V.J'8xV  J"2l.l/y^V»>' 

also  die  gesuchte  Grosse  = 

(Vy-V«)' 

(|/y- V«)  (Vz- Vy)       (Vy  +  yg)  (j/g  +  Vx) 

2V7i 2  Vy »  _-  (Vy-V«)'~(Vy+Vi)* 

( Vy  —  V«)*                                  2  Vy  8  (Vy — V«)' 
(y  +  «)  (y  +  «)  2, 


Vy  8  (l/y-l/«)*       Vy « (y  + « -  2  vy«)       Vi -x*  (2 — 2  Vi -x*) 
1 

vr=^  (1  -  vr=?y 

8 


V.    Will  man  r~  arc  (tg  =  V^+^^H"^^')  b«»t*mnien,  so  setze  man  5 
+  4x  +  3x»=y,  Vy  =  z,  und  hat  ^  arc  (tg=  V5  +  4  x  +  3  x')  =  ^ 

_,^_^_8           .            .8z     8y                  8arc(tg  =  »)8y^8(5-h4x  +  3x«) 
arc(tg  =  z)  =  ^arc(tg=z).g^.^  (§.5)= ^^ ^^   ^ 

l--4(^,)^    1     .     1     (^,)^     4  +  6x 


l+z»'2^       i--r-  /     1^    2yy  (1-f  5+4x  +  3x«)2Vß+*»  +  3x» 

2  +  8x 

(6+4x  +  3x»)  y^  +  ^x  +  ST*' 


'  i 
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VI.  um  öT"  1  (x  V^b-f- Vft  +  bx*)  zu  erhalten,  setze  man  a4-bx'=y  (also 
^  =  2bx),xVb  +  Vy  =  z,  und  erhält 


=  K^H'h) = i(v.+„-'..M = i(yv^y- 


i 


:V>+V»+ta' 

V  Va+bx'--'      iV1)+V»+bx' V.         V»+bx«        J      Vl+bl«' 

VII.  ^.m(a4-bi  +  cx')  =  ^riny=^|^||=co.y.(b+8ex')=(b+3cx^ 

co8(a  +  bx  +  cx»);    —  arc  (sin  =  --  x)  =  —  arc  (sin  =  y)  =  —  arc  (sin  =  y) -r^ 

rx  a  ox  oy  ox 


a* 


"■      8y    8x""y*x"xl(x)'        8x*     ~8x®    ""    8y     ex"*    8x""* 

»•    8.«»'       8  .y     8a'8y      .y,/.N8(nx')       y,/v  »-*        ,.  .   r— i  «x' 

=  2xe   ; -~a       =_  a  =— -  -i  =  a  I(a) -^^ — ^=:a  !(a).nrx       =nrl(a)x      a      ; 
ox  ox         cyox  ox 

8    >  »'  V  8  e      ,     »•8  tff  ax     «     »•  •    «'8tffv8v       «      »* 

J^(e    tgax)  =  tgaxlr    +e    1-J±±  =  2xe    tgax+e     £^|I=2xe     tgax 

8x  8x  8x  8y8x 

_  oft  fl  fi 

+  ^^^^1:1'  bl  "'f'^  =  *^«0>»)]  =  5^  arc(tg  =  atgy)  =  -  arc(tg  =  .)  = 

8arc(tg=  z)  8g8y  1      8  (atgy)    8(bx)  1  a ab 

8z           8y8x""l-|-z*      8y           8x    ""  1 +x»  *  cos»y  (l+a»tg»y)cot»y 
ab ab 

cos*  y  +  a*  sin*  y  ""  cos'  (b  x)  +  a*  sin*  (b  x)' 
Als  Beispiele  zur  Uebang  legen  irir  noch  vor: 

g-(ax  +  b)    =am(ax+b)        .    ^J^^—j=   (,._y^,), • 

3x*  V(ax*-b)' 

=     — =L=^,  .^^  8in(a  +  bx)  =  bcos(a  +  bx),  ^  tg  p  (x)]  =  ^  .  j,  , 

Y/14-X*      öx  8x  X      eos*[l(x)J 

r,  ^  (^^rTrrvT3=J=-x-vT3r^  e-x  -  (^«  =  v^^)  =  2(i-kx)vx' 

-^-  l  (tg  X)  =.  J^ .  ^  1  (sin  x)  =  cotg  X,  ~  [(2  x+3)»  (5  x+4)*]  =  (2x+8)(öx+4)» 

rßO,^7ßl      A(1±A£!L'    -   _  6x(6  +  5x*)(4  +  5x*)*     _8^   ^  /2  +  5x* 
Löüxi-7öj.     8^(2_|.3jy    -  (2+3x*r  •8x    V  8  +  47» 

7x b_    3       5x      ^  V5  ^       r4-f8x*"| 

-    V(2  4-5x*)(3  +  4^*)*'exV3+2x        ^^,^3^^^^/      8x       l  2  +  7x  J 

— 28-hl2x+21x* 


2\' 


(2  +  7x)(4  +  3x*) 
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§.7. 

I.  Angenominen,  ts  seyen  y  und  z  beliebige  Funktionen  von  x,  und 

6  f(y  s) 
f  (y,  z)  eine  Funktion  beider  Grössen  * ,  und  man  soll  — ö^  ermitteln. 

Geht  X  über  in  x-f-//x,  so  gehen  y  und  z  über  in  y+//y,  z+^^z,  so 
dass  also  der  geänderte  Zustand  von  f(y,  z)  ist  f(y-f--^y»  z-^Ji)  und  die 
Aenderui^  selbst  f  (y + -^y ,  z + ^z) — f  (y>  z)-     Demgemäss  hat  man : 

—  f(y,i)  =  Gr.  j^ . 

Nun  ist  aber  identisch : 

f(y+J7,z+Jt)  —  r(y.t)      f(y+Jy,i+Jg)-f(y,i+^«)+f(y>»+^»)-f(^») 
Jx  "  Jx 

^  f  (y+^y.  z+^»)-f(y>»+^»)  ^y  i  f(y.«+^g)-f(y,i)  -4i 

Jy  ^ix  ^x  ^x' 

Was  den  Gränzwerth  anbelangt,  dem  diese  Grösse  mit  abnehmen- 
dem Jx  (also  auch  abnehmenden  Jj,  Jz)  sich  nähert,  so  ist  zunächst 
f  (y-J-ij/y,  z-^Jz)  —  f  (y,  z-^-Jz)  die  Aenderung,  welche  f  (y,  z-^-Jz)  er- 
leidet, wenn  y  übergeht  in  y-(-^y,  z  sich  aber  nicht  ändert,  d.  h.  z+^^z 

angeändert  bleibt     Daraus  folgt,  dass  der  Werth  von  Gr.  ]^  ?Iil— . 

~"     A  ^®^  Differentialquotient  von  f  (y ,  z-^Jz)  nach  y,  ohne  dass 

z  sich  ändert,  seyn  wird.     Da  aber  Jz  auch  zu  gleicher  Zeit  mit  Jx  und 
Jy  unbegränzt  abnimmt,  so  nähert  sich  z-^Jz  dem  Werthe  z,  und  es  ist 

„itMn        Gr.  ^<y+^y.'+^j)-f(y.'+if)  ^  ercy^) , 

/fy  8y 

wo  wir  nun  durch      ^'^  den  partiellen  Differentialquotienten  von  f  (y,z) 

nach  y  bezeichnen,  den  man  erhält,  wenn  man  diese  Grösse  so  differenzirt, 
als  wenn  y  die  unabhängig  Veränderliche,  z  aber  konstant  wäre.    Ganz  eben 

nz  8s 

WO  — «—-  den  partiellen  Differentialquotienten  von  f  (y,  z)  nach  z  bedeutet, 
wobei  also  y  konstant  ist.     Da  ferner 

/fx     8x  Jx     8x' 

Wäre  eine  der  beiden  Grössen  (y  oder  z)  gleich  x,  hätte  man  also  f  (x,  z) 
zu  differenziren ,  so  wäre  der  Differentialquotient  davon,  gemäss  (11),  da 
»X  _  1  /c  o    n.  8f(x.g)  ,  8f(x,g)8g 

rz  —  ^  ^^'^'  ^^-         "8r"+"87"  8^- 

Dabei  bedeutet      ^'''  den  partiellen  Differentialquotienten  von  f  (x,  z) 


•  S«y  X.B.  y  =  8inx,  x  =  e'',  soitte'rin  x  +  e  *wnx+  5e    — Tsin  x  =  ly  +«  y 


-^bz  — 7y   eine  Funktion  tod  y  und  i,  d.  h.  tod  shix  and  e*. 
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nach  Xy  wobei  z  als  konstant  angesehen  wird.  Es  kann  nun  hier  eine  Ver- 
wirrung in  den  Zeichen  eintreten,  indem  man  auch  unter  — ~^, unserer frQ- 

heren  Bezeichnung  gemäss,  den  vollständigen  Differentialquotienten  von 
f  (x,z)  verstehen  könnte,  wobei  natürlich  z  (als  Funktion  von  x)  ebenfalls 
sich  ändern  müsste.     Um  dieser  Verwirrung  vorzubeugen ,  werden  wir  kQnf- 

tig  den  vollständigen  (totalen)  Differentialquotienten  nach  x  mit  r-  f(x,z) 
oder  r-  f  (y,z)  n.  s.  w. ,  den  partiellen  nach  x  aber  mit     ^      *     a      ,     den 

o  z  ex  vZ 

8f(7  z) 

partiellen  nach  y  mit  -  ^       u.  s.  f.  bezeichnen ,  so  dass  man  hat 

tx 


Sey  z.  B.  zu  suchen  i.  faVöcog'z— A»     -f  7co^"| 

8  z  L  coi  z  j^x    J 


X 


Man  setze  a  ■=y;  eo8x=z,  so  hat  man  zu  suchen 

^be,  e.  ist      8(y+».'-«A-"-hrry)  ^  j  _  ,«,.-'-7y-%^ . 

öy 

8(y-H6.'-«y^-'+7y~'»^  ==10.+9y*.-V28y-*.*. 

8  B 

8y        «,/  X   8e  , 

^^ti  l(a),        =— »inz, 

8z  8z 


*.['"+'-"'-^  +^] =['-"i^-7]  •'"*'-[■»• 


»_  _  --.    X        ^        4 


+v+'v"]""=[^-i=7-^']'''<'>-['^«'"+fV+^-] 


MD  Z. 


Hat  man  ferner  ~  [^4  z*  +  5ztgz  — 7tg  z+  18j 

zu  bestimmen,  so  sey  tgx=:y,  also  die  gegebene  Grösse  4x*4-5zy —  7y*-|-18, 
und  es  ist: 

8(4z»+5zy-7y*  +  18)_^Q^  |  j^^^     8  (4z»+5zy-7y^+18)^  ^^      ^^,^ 
8z  8y 

also  da  s—  = 


-  r4z'-t-6ztgz  — 7tg*z4-  18l  =  8z+6tgz+(6z— 28tg'z)     -^. 


8  Z        C08*Z  * 

8 
8 

Eben  so  ist  J  =8y'~\   -r^  =y'l(y)  (8-  5. 1,  III), 

oy  cz 

also  nach  (II):     g-  (y')  =iy"~  ^z "^ ^^  '  ^^^  P x 
Für  y=iz:=^x  z.H. 

g-  X   ^zz         -h  z    I  (z)  -  z    -I-  X    J  (x)  =.   X    [\  +l(z)l 
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Ferner:      5-  x    =2xx         +x    I(x).2=2x     [l+l(x)]. 

c  X 

II.   Sind  y,  z,  a  FunktioDen  von  x ,  f  (y,  z,  u)  eine  Funktion  von  y,  z,  u ,  ao 

ist  g-  I  (Yf  if  u;  =  Gr. -| 

=^^•1      ^ J^ Ji 

_,  f(y,«+^'»  u+^q)— f(y,«,p+Jtt)  Ji  .  f(y,«,a4-^p)— f(y*»»p)  ^l 

wie  man  sich  leicht  überzeugen  wird,  wenn  man  nur  die  Multiplikationen  aus- 
führt und  dann  zusammenzieht.  Da  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  auch 
Jy,  Jzj  Jü  gegen  die  Gränze  0  gehen,  so  folgt  hieraus  ganz  in  derselben 
Weise ,  wie  in  1 : 

1  iu  .«\-  ^A(l±^)  ay  ,  af(y,«,ii)  e  %  .  ef(y,x,o)  e  n 

in  welcher  Gleichung  die  partiellen  Differentialquotienten  ganz  dieselbe  Be» 
deutung  haben ,  wie  bereits  angegeben. 

Es  ist  wohl  aus  dem  Angegebenen  leicht  zu  ersehen,  in  welcher  Weise 
man  sich  hier  zu  benehmen  hat,  um  zum  Ziele  zu  gelangen,  *  und  man  sieht, 
dass  allgemein: 

e  ,.  V      8f  (y,«,n.T,..)  8y  ,  8  f  (y.g.mr,..)  8  »  .  8  f(y.x»u»T«..)  6  a\ 

ex  Cy  €X  CS  OX  OU  €X^  /|Ov 

8f(y,g,u,T..O  8t  (  ^*^' 

"^         8t         ex"^ ) 

wenn  y,z,u,v,....  Funktionen  von  x  sind.  Die  Formel  (13)  ist  nun  die  all- 
gemeinste Formel  f&r  Differentiation.     Man  erhält  hiemach : 

a  /         X  ay .  8» ,  an ,  aT , 

—  (yxov...)=xnT...— +ynT...~+yiT...-^+y«u...— +... 

welche  Formel  die  Verallgemeinerung  von  §.  4.  V  ist. 
Sey  etwa  zu  bestimmen : 

~  [»rc(tg=  VT^:^«)+a*iic(tg=  Vr^')+7a*"-Sa'l(x)J 

Man  setze  arc(tg=  V^l — x')=y,  a  =«,  l(x)=:u,  so  ist 

öy       ö        /.        1/1 iv    Ö«        *./  N  Öu       1 

-g-,  =  ,-arc(tg^VT3ii),-  =  al(a),^-^  =  -. 

8y 
Um    ^     zu  erbalten,  setze  man  (§.  5)  1 — x^rrv,  Y/yz^w,  and  hat 

^y     ^  ^crrta  ^\   aafc(tg=w)awaT       1     fcT'a(i-x»)       i      i-i 


X  X 


(i-+-w»)Vt        a+»;vv       (2— x*)VT=T» 


*  Man  fügt  jeweUs  GrOssen  sn  and  sabtrabirt  die  nSmlicheti  Orilssen,  so  dass  Difl^renseD 
zum  Yorsebem  kMomen,  bei  denen  Mos  y ,  oder  blos  1,  n.  s.  w.  siob  geiadert  bat.    Statt  dann 

die  eiste  dareb  Jt  sa  diTidiren,  ^Tidirt  man  durch  Jf,  und  mulUplisirt  mit        u.  s.  w. ,  wie 

sieh  dies  ans  der  Darstellnng  im  Texte  von  selbst  ergibt 
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dann  ^  [arc(tg=  VT^^*)+a*  arc(tg=:  VTII?)+7a*'~  Sa''  I(x)]  =  ^  [y 
+  «y+7«  -8.iiJ  = ^ -  + ^^ ^+ ^ ~ 

=  [l  +  z]  ( "' ^+[y+Hg-8a]a*l(a)-8x.~  = JLtUJL^ 

+  [arc(tg  =  Vrir»)+14a'-31(x)]a''l(a)-?^. 
Zur  UeboDg  legen  wir  tot: 

8  ./l-cosnxY  P  8     b*     ,,,,,.,  b*x       e  V.        't  /     a     "I 

—  11  T— j I  =-t ;  ^-a     =l(a)l(b)a     b  ;     r-  arc    1  «n  =  %/        .    •  I 

8x   V.lH-co8nxy        sinnxdx  ^'^/  'Sx  V  ▼     ti-^xj 


1 
1       — 


1       -i/a     8         .        -1  A— b       1    ,     iVa»— b»    8    7     x'[l-l(x)] 

r-(co8x)  "=(co8x)     *  Fcos  X 1  (coi  x)  —  ^^^  1 ;     —  r(x+a)"'(x+b)'(x+c)' 1 

0  X  |_  cosxjl       <^  X  L  .        J 

mz    ,    ns     ,     rz     ,  /    i    v"*/     i  i.v»  /    i    v'        ®       /"         b+aeoix"\ 

-,^  J  x+b+x-+-c+-  ^o'=('+^)    (-+»>)    (^+^)    •••8-^H'''=i=Fb^xJ 
Va»^b*       8    .  ax  a  ax  ^        f  >         J'\ 

a+bco8x     8x       \/l--a»x»      V(l— ****)*      Vi— a'x*     '®*       ^  '-^ 

-  1  ey  y  8z  ^^^^^^ 


Anmerkung.     Man  pflegt  zuweilen  die  Gleichang  (18)  abkürzongsweise  anch  $o  in 

...  8^,  .      e  f  8y  ,  8fez  ,  8f  8n  ,  8f8T 

schreiben:  -f(y.z.n,v,..)-~  -+-.-+- -+^  ^-h.... 

Femer  ist  klar,  daas  man  f&r  Jeden  einzelnen  Fall  anch  die  froheren  SAtze  anwenden 
kann  und  meisten!  gleichscbnell  zum  Ziele  gelangt.     So  sey  etwa  zu  bestimmen : 

1.  [4xV  +  2x'a*'  +  3xl(x)  — 5sinxj. 

Statt  nun  a   =  y .  1  (z)  =  z ,  sin  x  =  n  zn  setzen,  verClhrt  man  geradezu  nach  den  Regeln 
des  S.  4.  und  hat  für  die  gesuchte  Grosse: 

Da  aber  ^/ =  a^ (a)  («.  5.  HI),  ^^"  =^''||  =  a".l(a)2  =  2a^(aÄ)4 

oz  ex  oyox  DX        X 

u.  s.  w. ,  80  ertiAlt  man 

4xVl(a)+12aV  +  4x^a**l(a)+4xa**  +  3  +  31(x)-5co8x 
als  gesuchten  Werth,  den  man  in  der  früheren  Weise  gleichfalls  erhalten  hatte. 

Eben  so  kann  man  sich  manchmal  durch  Umformungen  helfen.     Ist  z.  B.  t—  x    ($.  7.  I) 

0  X 

X  1   8y  8  y 

zu  bestimmen ,  so  setze  man  x    =  y  nnd  hat  1  (y)  =  x  1  (x),  also  (§.  3.)  —  ^— =  1  +1  (x),  t— 

y  o X  ex 

-=  y  [t  +i(x)],  d.  h.  ~^^x*  =x*  [i^i(x)J. 

^  Man  übersieht  leicht,  dass  mittelst  der  gegebenen  Regeln  es  mOglich  ist,  alle,  auch  die 
zusammengesetztesten  Funktionen  ron  x  zu  differenziren.  Hiebei  ist  es  wohl  nnnflthig ,  zn 
bemerken,  dass  wenn  nicht  x  die  unabhAngig  Veranderliehe^st,  sondern  etwa  s,  nnd  p,q,r, .. . 
Funktionen  von  s  sind,  man  eben  so  hat: 
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®  */  ^      ef8p  ,  8f8q    .  8f  8r  , 

87'(P'^''->=8i;8-.+8i87+rrr.+ •• 

Wollte  man  endlich  die  bereits  in  der  Anmerkung  in  8.  3.  berührte  Beseichnung  der  Dif- 
ferentiale einführen ,  so  wSre 

8  8 y  8x  8a 

-r-  f(y,s,ii,T,..)  dz  =  df(7,i«a,T,...),  ^dx  =  dy,  r— dx  =  di,  r—  dx  =  da,..., 

ex  vT  OX  OX 

SO  dast  also:     d.f(y,x,n,T,..)=  r—  dy+r-  d«-|-r— dn+r—  dT+ 

oy  ox  on  ot 

and  es  wäre  wieder  d.f  (y,s,a,T,.,)  die  anendlich  kleine  Zanahme,  welche  f  (y,s,a,r,..)  er- 
leidet, wenn  y,B,. ..  am  die  anendlich  kleinen  GrOssen  dy,  dx, . ..  xnnehmen,  and  xwar  in 
Folge  dessen,  dass  x  am  die  anendlieh  kldne  Grösse  dx  sich  ändert. 

§.8. 

Im  Seitherigen  haben  wir  voransgesetzt,  die  zu  differenzirenden  Fank- 
tionen  seyen  geradezu,  oder,  wie  man  sagt,  entwickelt  gegeben.  Es  kann 
sich  aber  ereignen ,  dass  man  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen 
hat,  die  im  Allgemeinen  durch 

f(x.y)  =  0  (14) 

dargestellt  werden  kann.  Ist  in  (14)  der  Werth  von  x  z.  B.  gegeben,  so 
folgt  daraus  der  Werth  von  y,  d.  h.  vermöge  (14)  ist  y  eine  Funktion  von  x, 
die  durch  eben  diese  Gleichung  unentwickelt  gegeben  ist.  Es  ist  klar, 
dass  man  eben  so  gut  sagen  könnte  x  sey  eine  Funktion  von  y.  Aus  der 
Gleichung 

Öx»y+3xsiny -128iny  +  8  =  0 

folgt  also,  dass  y  eine  Funktion  von  x  ist,  die  in  einzelnen  Fällen  wohl  ent- 
wickelt werden  kann,  meistens  aber  eine  Entwicklung  nicht  zulässt,  wie  ge- 

8  y 

rade  im  vorliegenden  Beispiele.     Soli  man  nun  dennoch  —■  bestimmen ,  so 

wird  man  beachten,  dass  nach  (14)  die  zusammengehörigen  Werthe  von  x 
und  y  immer  so  beschaflfen  sind,  dass  f  (x,  y)  Null,  mithin  konstant  wird. 

Daraus  folgt,  dass  ^^^^7)  =  ^  =  0  (§.4.  I),  d.h.  (§.7.  Gl.  (12)): 

8  f  .  8  f 8y 

8  7 

aus  welcher  Gleichung  nun  ^  gefunden  wird. 

Aug  V        y*+x»— 3axy=:0 

folgt  ^  =  8x»— 3ay,  —  =  8y»— 3ax, 

.Uo  8x'-3ay+(8y'-3ax3  ?-J  =  0.  '/y^^- 

Eben  ,0  au.:,  yH2xV+x*-8.xy'  =  0:  ^^  ^^^^^^l^^Z^'^l i 

.*     ,'  -n.  »y    y'— »yUy) 

^        *    -"•  8x-x»-xyl(i)' 

«ingx      KllrtUV     O^y      l-(3»V+2co.2x)(x-hy) 
^«BÄ      UX-t-y>-t-yx  _0.g^_  _,^2i'y(x+y) 

Anmerkung.    Km  rentoht  «ich  tob  selbst,  dais  man,  itatt  die  Oleiehnng  (14')  in  de' 
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hier  rorgeschriebenen  Form  zo  bilden,  ganz  direkt  nach  den  früheren  Regeln  dieGl«Gbiing(14) 
difierenziren  kOnnte.     So  erhielte  man  aus  8in2z  -f-  y'z' — 1  (z-|~  y)  =  0 : 

2co.2x+2y,'  8l+3y'x.-^-^-^  (l  +  »Q  =0. 

worans  derselbe  Werth  wie  oben  folgt. 

Eben  so  kann  die  Gleichung  (14)  nach  den  ursprünglichen  Regeln  abgeleitet  werden. 
Geht  nAmlich  z  in  x+ Jz  über,  so  mnis  y  in  y+'Jy  übergehen  und z-|-^x,  y-|-^ynriliito 
'    nothwendig  wieder  der  Gleichung  (14)  genügen,  d.  h.  man  mnst  haben: 

f(z  +  Jz,y+^y)=0. 
Aus  dieser  Gleichung  und  (14)  folgt  durch  Subtraktion  und  DiTision  mit  Jz: 

f(x+Jz,y+z/y)-,f(x.y) 


/ix 


-0. 


a,.;  auch  Gr.  ^  (x+^».  y+^v) -f  (x.y) ^ 

^x 
d.  h.  Gr.  rf('+^3L,y+^y)~f(x,y+^y)  ,  f  (z.y-i-^y)-f  (x,y)  Jyl  ^ ^ 

*    *  *  L  Jx  Jy  JxJ 

cx  oy      0  X 

Gesetzt  man  habe  zwischen  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  die  zwei 
Gleichungen 

f  (x,  y,  z)  =  0,  F (x.  y,  z)  =  0,  (16) 

SO  folgt  daraus,  dass  zwei  dieser  Veränderlichen  Funktionen  der  dritten  sind, 
z.B.  y  und  z  Funktionen  von  x,  indem,  wenn  eine  der  drei  Grössen  bekannt 
ist,  die  zwei  andern  mittelst  der  Gleichungen  (15)  bestimmt  werden  können. 

Um  dann  «^.s-^  zu  erhalten,  wird  man  gemäss  §.  7.  Gl.  (13)  und  §.  4,  1 

aus  (16)  ziehen: 

8f     8fey.8f8z  8F      8F8y      8F8z 

8l+8-y  81^-^87  8i  =  ^'  8^+87  8li+8^8l-^'  ^^^^ 

8  V    8  k 

aus  welchen  zwei  Gleichungen  die  Werthe  von  g   »  o  "  leicht  gefunden  werden. 

Man  sieht  leicht,  dass  wenn  überhaupt  zwischen  n  Veränderlichen  x,  y, 
z,  u, — ,  n — 1  Gleichungen  gegeben  sind,  n — 1  der  Veränderlichen  als 
Funktionen  der  n**"  (z.  B.  x)  zu  betrachten  sind ,  und  dass  man  durch  Diffe- 
rentiation der  n  —  1  Gleichungen  nach  den  Regeln  des  §.  7.  die  zur  Bestim- 
mung der  Differentialquotienten  dieser  abhängigen  Veränderlichen  hinreichenden 

Gleichungen  erhalten  wird. 

Anmerkung.     Auch  hier  versteht  es  sich  ganz  von  selbst,  dass  statt  die  durch  (16') 

gegebene  Form  der  Zur  Bestimmung  von    -,  --  nOthigen  Formeln  anzuwenden,  man  durch 

direkte  Differenzirung  nach  den  früheren  Regeln  Gleichungen  erhalten  kOnnte,  die  zu  demsel- 
ben Zwecke  verwendet  werden  können. 

Die  Gleichung  (140,  in  der  ^^y^^  vorkommen,  bildet  eine  Differen- 
tialgleichung von  (14).  Man  kann  oft  aber  durch  Verbindung  von  (14) 
und  (14')  noch  eine  weitere  Differentialgleichung  herstellen.  Kommt  näm- 
lich in  (14)  eine  gewisse  Konstante  vor,  die  auch  noch  in  (14')  enthalten 
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ist,  80  kann  man  dieselbe  zwischen  beiden  Gleichungen  eliminiren  und  erhält 
dann  eine  Gleichung  zwischen  x,y,  r-^,  die  aus  (14)  folgt,  aber  jene  Kon- 
stante nicht  enthält.  Die  Gleichung  (14)  heisst  die  Integralgleichung 
oder  ursprüngliche  Gleichung  von  (14')  sowohl,  als  der  wie  eben  angegeben 
erhaltenen.  Es  folgt  hieraus  offenbar,  dass  man  sich  zu' letzterer  eine  ur- 
sprüngliche Gleichung  gehörend  denken  könne,  die  eine  Konstante,  die  in 
der  Differentialgleichung  nicht  vorkommt,  enthält. 
Sey  z.B.  die  ursprüngliche  Gleichung: 

y»+ax»+3x+5  =  0. 

8  y 
so  folgt  daraus  zunächst:   2  y  ~ — h2ax+3  =  0 , 

und  wenn  man  a  zwischen  beiden  Gleichungen  climinirt: 

2y»-2xy^^+3x+10  =  0. 

c  X 

eine  Differentialgleichung,  die  ebenfalls  zur  angegebenen  Gleichung  gehört,  die 
Konstante  a  aber  nicht  mehr  enthält. 


Zweiter  Abschnitt. 

DiflTerentialquotienten  höherer  Ordnung.     Vertauschung  der 
unabhängig  Veränderlichen.     Bedeutung  gewisser 

Differentialquotienten. 

§.9. 
Im  ersten  Abschnitt  wurde  gezeigt,  wie  man  in  allen  Fällen  den  Diffe- 
rentialquotienten irgend  einer  Funktion  zu  bestimmen  im  Stande  ist.  Der- 
selbe ist  dabei  im  Allgemeinen  wieder  als  Funktion  der  unabhängig  Verän- 
derlichen erschienen ,  so  dass  man  abermals  nach  dem  Differentialquotienten 
dieser  neuen  Funktion  fragen  kann.  Bildet  man  denselben,  so  sagt  man, 
man  habe  den  zweiten  Differentialquotienten  der  ursprünglichen  Funktion 
bestimmt.  Dieser  ist  selbst  wieder  eine  Funktion  der  unabhängig  Veränder- 
lichen, deren  Differentialquotient  dann  den  dritten  Differentialquotienten 
der  ursprünglichen  Funktion  bildet.  Wie  man  hier  weiter  gehen  kann ,  ist 
klar,  und  man  erhält  so  dieDifferentialquotienten  höherer  Ordnung, 
während  man  den  früher  kurzweg  ,,Differentialquotient''  geheissenen,  nun- 
mehr ersten  Differentialquotient  nennen  kann.  Was  die  Bezeichnung  an- 
belangt, so  sind  für  f  (x) : 

8f(x)      aVix)      Ö^fOO  8°f(i) 

ö^  '    e/"    8x'  ex- 

der  erste,  zweite, ,  n**  Differentialquotieut,  die  man  zuweilen  auch  durch 

f  (x).  f^x).  f%), f"(x). 
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bezeichnet.    Eben  so  sind  r-^.  — J,  —4, ~ 

der  erste,  zweite, ,  n^  Differentialqaotient  von  y. 

Es  ist  non  leicht,  die  höheren  Differentialqaotienten  za  bilden,  da  man 
eben  blos  nach  den  früheren  Regeln  za  differenziren  hat     So  ist 

p-=mx'^(i,(,.D,^  =  mp^        =in(in-l)x"~*(S.4.nD.  i-^    =m(ni  — I) 

n — 8 
(m  —  2)z        ,    • 

n  m 

allgemein  offenbar  =  m  (m— l)  (m— 2)...(in— o+l)x 

8x" 

Ist  dabei  m  =  n  (also  m  eine  ganze  positive  Zahl),  so  ist  — =n(n  —  1) 

8x 

_ 

.  .  .  1 ;  ist  m  positiv  una  ganz ,  aoer  <.  n ,  so  ist =  0. 

8x 

öl(x)       1        -1  8'l(x)  ,   -2  1      «*l(x)      «  -«      2      8*l(x)  ^    ^-i 

^  *  8x  X         8x  X         8x 

_      2^  8'l(x)      _t_2.8«4...(D  — 1) 

-  ~   4 ' ~r  -  -  n 

X  8X  X 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  n  ungerade,  das  untere,  wenn  n  gerade  ist. 

8ex8ex  8e         x 

®^  8x*  8x" 

^-  =  al(a),     — r  =  a  0(a))  , — ^  =  a  (l(a))  , — r-  =  aO(a)). 

^*  ^    8x*  8x*  8x' 

Es  ist  femer  -j^  =cosx  =  sin  rx+^J,alsodaimmer(§.6.)   "'^^"^"^^ 
=  cos(x-|-a)  =  sin  (x  +  a-|-  g-j: 

nx      .    r     .    «^    Ö»Rinx      ^  .    L*"^tJ       .    r     ,2«^  8»ainx      .  r    ,8ir| 


8iuix 

8 


8  Binx 


=""0+t)' 


welche  letztere  Grösse  =sinx  ist,  wenn  sich  n  durch  4  dividiren  lässt; 
=  cosx,  wenn  bei  der  Division  durch  4  noch  1  als  Rest  bleibt;  = — sinx, 
wenn  2  als  Rest  bleibt;  =  — cosx,  wenn  3  als  Rest  bleibt.     Ganz  eben  so 


8cosx  /"    ,  ff^    8   cosx  r     .  2«^  8  cosx  f    ,  wO 

ox  ox 

Sey  y  1=  arc (tg  =  x) ,  so  ist  r^  =  cos'y  (§.5.V);  demnach  g-^=    ^^  ^ 
=  ^j^^=— 2cosysiny^(§.5.)  — — 2cos'ysiny  = — 2  sin  y  cos  y  cos  •y 
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=  —  8in2yco8'y  =sinf  2y+-^  j  co8*y. 

Dann  ist  gp  = ^^ — r- ^  g^  =  — [2co82ycos'y  —  2sm2ycosy 

siny]  cos'y  =  —  2  [cos  2 y  cos  y  —  sin  2  y  sin  y]  cos 'y  = — 2co83yco8 'y  = 
2  sin  r3y  +  -^Jcos*y. 

Man  vennuthet  daraus,  dass  allgemein  für  y  =  arc(tg=:x): 

n 
?-^  =  2.8...(n— OtinfnyH-^lcos^y 

seyn  werde.  Um  diesen  Satz  zu  beweisen ,  wenden-  wir  diejenige  Beweis- 
form  an  9  die  man  den  „Schluss  von  n  auf  n-|-l"  nennt  *  Nun  folgt  aber 
aus  dieser  Formel 

=  2.3...(ii-l)|  ncosl  ny-|--y  Icoi  y  — nsinl  ny+-r- Icoi"^  ysinyjcoi'y 

=  2.3...  D  I  CO»  I  ny  +  —  Icoiy  —  linl  ny-|--ö"  l«fayjco8      y 

=  2.3...nco8l  n3r+y+-2- Jcog      y  =  2.3...n8lii|  (n-f-l)y+(n-|-l)g- Icoi      y. 

Da  diese  Formel  aus  der  obigen  folgt,  wenn  man  n-|-l  für  n  setzt,  und 
letztere  für  n  =  2,3  bewiesen  ist,  so  gilt  sie  also  auch  für  n  =4,  .  .  .  .  d.  h. 
für  aUe  n.  (Man  vergleiche  wegen  dieses  Schlusses  den  Beweis  des  Satzes 
(16)  in  §.10.) 

Man  wird  nun  auch  leicht  folgende  allgemeine  Sätze  für  richtig  erkennen : 

-^  ist  der  n^'Differentialquotieut  von  y,  der  n  —  l**von  ~,dern — 2*'vong-^, 


8z 


n— 1 

,  der  erste  von     ^. 


8'(y±«±n..0_   8y^8g^8o  d  (y+C)      8y    8  (Cy)     ^8y 

8x  8x       8x       8x  8x  8x         8x  8x 

§.  10. 
Nach  §.  4.  y  ist 

8x^^'^""^8x^'8x- 


*  Di6M  Beweisfonn  betteht  darin,  anzuoehmen,  es  sey  die  behauptete  Gleiehuag  wahr 
flkr  alle  n  bis  zu  einem  bestimmten  Werthe  r  (also  für  n=:  l,2,...r),  wie  denn  in  unserem 
Falls  diee  Ar  n  =  2,3  wahr  ist  Alsdann  weist  man  nach»  dass  dieselbe  Formel,  nnter  dieser 
VoranMetrang«  aach  noch  gilt,  wenn-n  =  r-f~  1  *  und  hat  dann  den  Sats  bewiesen.  Für  un- 
sein  Fall  wAre  also  die  Behanptong  bewiesen  für  n  =  3,  folglich  wäre  sie  nach  dem  eben  Ge- 
sagten aneb  wahr  für  n  ^  4 ;  mithin  da  sie  für  n  =  4  jetzt  wahr  ist,  so  ist  sie  auch  richtig  für 
n  ==  6  u.  s.  w.  für  aOe  n. 
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Differenzirt  man  nochmals,  so  ist 

Ich  behaupte  nun ,  es  sey  allgemein 
8"        ._    8°g  ■    n  8y8'""  z     n(n  — 1)8  y  8*"^  »  ,  B(n—l)(n— 2)8  y8* i 

-i(y«^-y    -„-f- 1  e,    n-i"r    1.2"      2.«-«"^      1.2.8      o»!'^^"*''* 

8x  8x  8x  8x    8x  8x  8x 

8% 
..    .-I ^x.  (16) 

8x' 

in  welcher  Gleichung  das  Fortschreitungsgesetz  f&r  y  und  z  wohl  klar  ist, 
und  in  der  die  Koeffizienten  sind : 

n     n(n-l)    n(i»-l)(D-2) 

*•  T'     1.2    •        TäTs       • *•        ^*^^ 

der  Anzahl  nach  n  +  1 ,   wobei  der   letzte   auch  =  °  °"1  seyn 

würde ,  wenn  man  das  zu  Anfang  ausgesprochene  Bildungsgesetz  beibehält. 
Die  Koeffizienten  (160  haben  die  Eigenschaft,  dass  diese  Reihe  vor-  oder 
rückwärts  gelesen  dieselbe  ist;*  bekanntlich  heissen  siedieBinomialkoef- 
fizienten.  Um  die  allgemeine  Giltigkeit  des  Satzes  (16)  zu  beweisen,  be- 
achten wir,  dass  für  n  =  2  aus  demselben  folgen  würde 

8%     .        8*z,_8yÖz      8% 
ox  ex  8  x 

was  wir  bereits  als  richtig  erkannt  haben.  Wir  wollen  also  annehmen ,  der 
Satz  (16)  gelte  für  n  =  r  und  fragen,  ob  er  dann  auch  noch  gilt  fürn  =  r 
-[-  I .     Man  hat  also  (als  richtig  bekannt)  : 

^'  (v£\     T^''  I    '   ^y^'~''  I  r(r-l)eS8'~%  ,  .    8'y 

8x  ox  ex  0x   8x  8x 

Differenzirt  man  nochmals,  so  erhält  man  (§.  4.  IIT,  IV,  V): 

8*^'  /     X-    ^^  .    r   8y  s'z      r(r-l)  8%8'""'i  .  .         ^dz 

—^(y^^-y     ,^.1-r- 1  öj     r"^    1.2  "     «.  r-i"r---"*'        röx 

8x  8x  ex  8x  8x  8x 

878^  jr_       8%8'""*g  ^  r  e'y  8»  .   8^V 

«'8x''^       '        8x%x'-^^*''^^x'Ö^"^^7^" 

Addirt  man  nun ,  so  erhält  man  wegen : 

'(lZrJ)-4-JL_i    p-l    .    1^       r   r+l      (r+l)r 
1.2    "^1        1    V    2     "^    J~  1      2     ""     1.2    ' 


♦  Das  r+l*«  Glied  der  ReUie.  tob  Anfang  her,  ist  ^°(°      ^-'(n — L±i)  ^j^^j., 

1.2 r 

p^.k.*      P(P— !)■  -(r+l)      ..      ^    ..n(n-l)...(n--r+l)      n(n— 1) 

Ton  Ende  her  =  — ; — ~ — • — f.    Aber  es  ut  -7 — :: — ^ ' — -  =  — ^ -^ 

1.2 (n-r)  1.2 r  1.2 

...(n  — r-|-l)  (n  — ') 1      ,  .     «  ,. 

— 7 r 7,  also  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  1  — 2  .  .  .  r  wesllsst: 

r  (n — rj....l  • 

n(n~l)...(n— r+1)      n(n-l)...(r+l)      n(n--l)...(r+l)  ^.     „  .       , 

-^ — S =  } Ä ,       =  -5 — s ; r .    was  die  Behanplong 

1:2 r  (n  — r) 1  1.2 (n — r)  *^  -  " 

beweist. 
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r(r--l((r— 2)  .  r(r- 1)      r(r-l)  rr~2        A      rfr-l)   r+1      (r+l)r(r~l) 
1.2.3      "^    1.2  1.2     V    3    "^    J"~     1.2    •     8    "■       1.2.3       ' 


s. 


»  -  • 

j^Cy.)-y^^H-.+    I     8xg,.-^   1.2    e/ex'-*"^ "^8,-+* 

Da  diese  Gleichung  aus  (16)  folgt,  wenn  man  n  =  r-f-l  setzt,  so  ist 
damit  bewiesen,  dass  wenn  (16)  gilt  für  n  =  r,  sie  auch  noch  giltig  ist  für 
n  =  r-f-l.  Nnn  gilt  (16)  für  n  =  2,  also  auch  fiir  n  =  3;  mithin  nunmehr 
auch  für  n  =  4,  da  sie  ja  für  n  =  3  gilt;  eben  so  jetzt  für  n  =  6  u.  s.  w.  för 
alle  ganzen  positiven  n.  Wie  schon  in  §.  9.  gesagt,  heisst  man  diese  Be- 
weisart den  „Schluss  von  n  auf  n+1." 

Wir  wollen  nun  von  dem  Satze  (16)  einige  Anwendungen  machen. 

L  Da-r-^=ae   ,   — r-^ae   , ,  — --  =  ae    ,   so   sey  in  (16)  y=e    , 

®»  8x*  8x' 

ax       ,  (•+b)x     8"(y«)       ,     I  ,  vn  (H"*)»         ,  ,    , 

z=e    ,  also  jz=:e  ,  ^rsrCa-j-b)  e  ,  und  man  hat: 

B  (»+l»)x         bx  n  IX  ,    n  ,     *»  n^l  *»   i    n  (n — 1)  ,  *  bx  b— 2  ax  ,         ,      a  bx  bx 
(a+b)  e  =e    ae   -f— — be   a      e    -| — t"ö~   °  ®   *      ®   +..+b  e   e    . 

1  1  .  25 

Da  der  Faktor.e  -=0   e     beiderseitig  vorhanden  ist,  so  kann  man  durch 

ihn  diridiren  und  hat: 

(a+b)    =a  +Y»      ^+    1T2    *     ^   + +^*  ^^^ 

was  auch  immer  a  und  b  seyen.     Dies  ist  der  binomische  Satz  für  ein  ganzes  po- 
sitives n. 

am 

II.  Man  setze  y=x  ,  z  =  z  und  beachte,  dass =:m(m — l)...(m — n-f-l)x 

8x° 

so  folgt  aus  (16),  indem  yz  =  x  x  =x      ,  =:(a-f-b)  (a-f-b —  1) 

8x" 

(a+b  — n-fl)x 

(a+b)  (a+b— l)...(a+b— n+l)x'"*'^"=x*.bCb— l)..(b— n+Ox**"' 

+  ^ax'^S(b-l)..(b-n+2)x'-""^*+^^^^(a-l)x*--%Cb-l).... 

...(b— n+3)x^""^*+ +  a(a-l)...(a— n+l)x*^°x\ 

Man  sieht  leicht,  dass  x  beiderseitig  Faktor  ist;  lässt  nuui  ihn  weg,  so  ist 

(a+b)(a+b— l)..(a+b— n+l)=b(b  — l)...(b  — n  +  l)+YabCb— l)..(b-n-f2) 

+  ''^— a(a-l)Mb-l)..(b-n+3)  + +a(a-l)...(a-.n  +  l). 

Dividirt  man  endlich  beiderseitig  durch  1 . 2 . . . .  n ,  so  findet  sich  leicht : 
(a+b)(a+b  — l)...(a+b  — n+l)_b(b— l)...(b~n+l)      a    b(b— 1)  ..(b— n+2) 

1. 2 n  1.2 n  "*"  L*    1.2 (n— 1) 

.    a(a— 1)  b(b  — l)...(b— n+3)^                ^  a(a  — l)...(a -^n+1) 
■^"TT"-    1.2 (n-2)       ^ "^    1.2 r^         •  ^^^^ 


8' 
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a  und  b  mögen  sejm,  was  sie  wollen«    (Ein  anderer  Beweis  dieses  Saiies  findet  tidi 
in  meinen  „Grundzügen**  S.3  ff.,  so  wie  der  Satz  (17)  in  S.  1  bewiesen  ist.) 
m.  Man  soll  den  Werth  von 

?lr(i-a)"v(i)"| 

ermitteln,  wenn  z=a  und  m  eine  positire  ganze  Zahl  ist,  wobei  rorausgesetzt  ist^ 

n 

dass  (p  (x),   ■  ^      , ,  -  ^       für  x=a  nicht  unendlich  gross  werden. 

®*  8x" 

Man  hat  aus  (16) : 

— -[(x  — a)   v(x)]=:(x  — a)       «>(x)+-r-(x--a)       f>      (x)--H    \  ^  m  (m  >- 1) 
8x  ^  ^  ^'^ 

(x-a)"""V~%)+.  ..+m(m-l) (m-n+1)  («-»)"■"% (x), 

wenn  man  die  Diflferentialquotienten  ron  q>  (x)  mit  g)'  (x) , . . . ,  <p  (x)  bezeichnet. 

Die  oben  angegebene  Gleichung  setzt  allerdings  stillschweigend  Toraus,  dass 
m^n  sejt  da  sonst  die  letzten  Glieder  bereits  weggefallen  wären;  ist  nftmlicfa 

^           .^8    (x— ra)            /_      i\         ,    8       (x  — a)         ^ 
m^n,  so  ist     — i^ ^-=m(m —  1)....  1, .'    =0  u. s.  w., 

8x  8x 

aUo  schliesst  dann  die  Reihe  mit  dem  m-f  l*~Gliede,  d.h.  mit  pC°--^)  "(°-"+l) 

•1.2 m 


.  m(m — 1)...  l<p       (x)  =  n(n  — l)...(n--m-f-l)9       (x). 

Bezeichnen  wir  nun  durch  q)  (a)  den  Werth  von  q)  (x)  für  x=a,  so  folgt  ofktt- 
bar  aus  obiger  Gleichung:,  £s  ist  für  x=a 

0,  wenn  m^n. 


a  /U,  wenn  m^n,  \ 

JL.  [(x  — a)"9(x)]  =  |ni(m— l)...l«>(a),  wennm  =  n.  \  (19) 

8x  fn(n  —  1)...(d  —  m+l)^       (a),  wenn  m^n.) 

IV.  Setzt  man  in  (19)  ()p(x)  =  ^^—  =i^(x)"   ",   wobei  wir  V;  (a)  nicht  =  0 

voraussetzen  wollen ,  so  ist : 

10,  wenn  m^n, 
m(m  — l)...l.  wenn  m  =  n,  (2(Q 

n(n-l)...(n-mH-l)i^^rv(x)-»1       .m<n 
8x  -■ 


wobei  die  Anhängung  von  x  =  a  bedeutet,  man  solle  nach  vollzogener  Difl^^ntia« 
tion  x==a  setzen  und  beachtet  wird,  dass  für  n=:m:     ^  ^    =  1  ist. 

n 

t^(a) 
Setzt  man  endlich  in  (1 9) :  <)p  (x)  =  — - —  ~  [\p  (x)"]  =  n  t/;  (x)  """"""*  ^'  (^y^ 

setzt  tp(B)  nicht  =0  voraus,  nimmt  aber  nur  den  n  —  1**° Differentialquotienten ,  so 
hat  man : 
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/  0,  wenn  m^  n  —  1 , 

»  im (m  —  1) ...  1  .n i^(a)  ^'  (a)  .    wenn   m 

,n—  I  »  1  '=n  —  1, 

«7=5  \X\dj  rz  C"  ^'0'],=.  =  {(„-i)(„_2) ..  (a_„) lü^r„^(,)— * 

\  "'''  (*^  |x=»  •  "*""■  n>  <n  —  1- 

Aber  fiir  in  =  n — 1  ist  m(m— 1)...  l.iiif;(a)  t|;'(a)  =  n(n— l)..ltf;'(a); 

ferner  ist 

(n  — l)...(ii— -m) — n_^_^|nV^(»'°    "     i//(x)J  =  n(n~  1) (n  — m)       ^_^_^ 

8x  8x 

n — m 

=:n(ii~l).,.(n-m+l)-^^;Z^  f^^d)!'""". 

8x  ^        "^ 

80  dass  endlich 

iO,  wenn  m^n —  1, 
n  (n —  J)  . . .  1  V' (a),  wenn  m  =  n  —  1 , 

^^*|A^(»)^    ^y:'^^'J  J»==»'"jn(n-l)...(n-m+l)-^^:^rv>(x)"""'l  ^. 

^  weMim<n--l.  (21) 

V.  Seyy=arc(8m  =  x).  also|-^  =  --L^.=(l-i')~'.  |!l  =  -l(l-i«)   » 

8x      \/l—x*  8x»       2 

(_2x)=  — ^^,  80  ist  offenbar  (l-x')f'-^  =  x®-?. 

V(i— «*)•  *  *        ^' 

Daraus  fo,^:  f^i  [o-«)  ?^.]  ^^^»[^H]- 

Nun  ist  ^  (1  —  x')  =  —  2  X ,  A^  (1  —  x'j  =  —  2 ,   alle  höheren  DiflTerential- 

o  X  r  X 

quotienten  davon  =:  0 ,  mithin  hat  man : 

e."       »    ex-*  ^-2        8x-*  8x"-'      »   8x"-* 

n  n — 1  n — 2 

woraus  fol^:  (1  — x')  ^-?  =  (2n  — 3)x  ? lu^(n^2)?^ 1. 

8x  8x  8x 

811  B — 1         ^a — 2 

eine  rormel,  die  — ^aus 7,    1  finden  lehrt.     Sie  flnbt: 

8x'         ex"-'     8x"-* 

^        *'8x'~    8x' 


^'-'•>n-'-B^'fi''- 


P  i  •  ■  f  •  r ,  Differ«ati«l-  n.  lategral-Rechannf . 
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VI.  Seyy  =  arc(tgr  =  x).  alsoS^  =  -J^,=  (I+x»r\  f^^=-(l+x«r*(2x) 
=  —  ■,  ^ ,  80  i»t  (1 4-x')  —~  =:  —  2 X  ~ ,  woraus  ganz  wie  oben  folgt: 

n-4-xn^4-?^=?  g    8°^*y      (n~2)(n-3)     e°~'y  e"~V      n  -  2    8*"% 

8x  *  8x  ^"^  8x  8x  *        8x 


a  n— 1  _n — 2 


d.h.  (|-|.x»)^=-.2(n-l)x^;::|-(n-2)(n-l)?-^. 

8x  dx  8x 

welche  Formel  gfanz  eben  so  benützt  werden  kann,  wie  die  entsprechende  in  V. 

§11. 
Ehe  wir  weiter  gehen,  intissen  wir  noch  einer  zweiten  Darstellungsweise 
der  höheren  Differentialquotienten  gedenken. 

Ist  y  =  f(x),  also  Jy^f(x-\-Jx)  —  f(x),  so  ist  (§.3.) 

öy     p^  ^y 

8  X  iix 

Nun  ist  Jj  selbst  im  Allgemeinen  eine  Funktion  von  x ,  so  dass  man  in 
ihr  auch  wieder  x  in  x-j-Jx  übergehen  lassen  und  die  Aenderung,  die  da- 
durch entsteht,  untersuchen  kann.  Dieselbe  ist  nun  mit  J-Jy,  oder  abkfir- 
zungsweise  mit  J^y  zu  bezeichnen.     Da  Jx  unveränderlich  ist,  so  ist  offen- 

bar  -^1  j    I~  >^»  mitmn  — -. ^-^-  ^j,  und  also 

lir.  -T-:  =  IjF. 2 • 

iflX*  /JX 

Jy 

Lässt  man  hier  /Ix  mehr  und  mehr  abnehmen ,  so  nähert  sich  j  immer 

8y  "^  v^yJ  ^  Lsx  J      8V 

mehr  der  Grösse  ~,  also  — :~—  der  Grösse — =  o  i»  d.  h.  man  hat 

8x  i4x  8x  8x' 

J*y       8V 

^''  Zfx«  =  8x^- 

Da  auch  J^y  wieder  eine  Funktion  von  x  seyn  wird ,  so  wird  man  auch 
die  Aenderung  dieser  Grösse,  d.h.  J(J^y)  oder  J^y  bilden  können;  alsdann 
ist,  wie  man  leicht  sieht: 


Gr.  ~\  =  Gr. 


<S) 


Allgemein  folgt  hieraus 


h\ß 8    /B*y\      ey 

X       ~8xL8x»J""8x»' 


j"y     8% 
Gr.  — ^=  -^.  (22) 

/h      8x 


Ist  nun  y=:f(x)  und  man  bildet  fiir  f(x),  f(x+-^x),  f(x+2^x),  .,., 
weiche  Grössen  mit  y,  y»,  yj,...  bezeichnet  werden  sollen,  die  Differenzen- 
reihen nach  folgendem  Schema : 
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l  l^Differens 


y 
Jt 

y» 


4y=yi— y 
^i=yi— yi 
4rj=yj— y» 
'^i=y4— y« 
4r4=yi— y« 


2^Diff. 


3**I>i*. 


^*y.=^'y,~^'y, 


4**Diff. 


/i*y  =:  J'\'j — i^*y 


5'*  Diff. 


JV=^y.-^V. 


so  findet  man  leicht: 

'^y  =  yi— y. '^•y  =  ^yi---4y.=yi— yi— (yi— y)  =  y«— 2y,4-y, 

^^  =  ^^1  — -^  =  yi— 2y,  +  y,— (y,— 2y,  +  y)  =  y,-3y,  +  3y,— y... 

.■                    n                 11  (n — 1) 
allgemein  J  y  =  y^  —   ^-^^^ +  ~-f  «j"^«-!*" *^'* 

WO  die  Reihe  mit  abwechselnden  Zeichen  fortschreitet  (Vergl.  ^Grundzfige^ 
S.  81.)     Da  y  =  f  (x)  u.  s.  w.,  so  ist  also  auch 

2f*f(x)  =  f(x+n Jx)-y  f(i4^r3T J,)+IL(EI^ 
and  der  Satz  (22)  heisst  aach: 


Gr. 


f(x+n  Jx) f(x+n— lJx)+ 


•(o-l) 


j^      f{x  +  n-2Jx)....±f(x)      3-^^^^ 


Speziell  erhält  man  hieraus : 

-    f(i+2^'i)-2f(i+Ji)+f(i)      ^..  , 

Gr. T-r-n =  f '(x) ,  n. ».  w. 


8x 


K 


(Jx)' 

Aus  (22)  folgt  allgemein ,  dass 


(28) 


gesetzt  Verden  könne,  wo  a  mit  nnendlich  abnehmendem  Jx  ebenfalls  un- 
endlich abnimmt,  so  dass  also  Gr.  a=0.  Man  kann  diese  Gleichung  auch 
schreiben : 

8x 
WO  wieder  Gr.  a=0.     So  ist  also 


(28) 


Jy=^jT-\-a,Jx.    J*j  =  ^,(Jxr  +  a,(J,y 


WO  Gr.  a,  =0,  Gr.  «,  =0, 


§.12. 


Seyen  7,z  Funktionen  von  x,  f(y,z)  eine  Funktion  beider  Grössen,  so 
ist  (§.  7.  T) 


*  Welcher  Seil  leicht  dorch  den  Schloss  Ton  n  anf  n-|~  1  bewiesen  werden  kann. 
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b      .  _  t  f  bv      ö  f  ^z 

Demnach  (§.  4.  V,  IV) : 

ex«  ^^^•*^"  ex  UyJ  ex"^i?y  ex-"^bx  \J%J  8x"'"öi  8x»* 
Nun  sind  v-  ,  t~  im  Allgemeinen  wieder  Funktionen  von  y  and  z,  so  dafts 

8y     e  X  ° 

wieder  (§.  7.  I): 

_8    rörv_    by  8y      _ey  8^_ö_*f  by       e|^f  öx 
öx  VbyJ~  by' Öx"^  bi    bx  ~  Cy' b  x"*  eyÖx  bx' 

e'  f 

wo  nun  •-,  bedeutet,  man  solle  f(y, z)  zweimal  blos  nach  y  difterenziren, 
wobei  also  z  als  konstant  angesehen  wird;  „,y  ,  man  solle  f(y,  2)  zuerst  par- 

Vi   vZ 

tiell  nach  y,  dann  das  Resultat  partiell  nach  z  difTerenziren.    .Eben  so  ist 


8x  Vbz/ 


b«f   b_y     b'f  ez 
bz"by  bx     b"z^  bx* 


Was  nun  die  hier  vorkommenden  Grössen  anbelangt,  so  ist 

b vbz     bz  bv' 

•  • 

d.  h.  es  ist  gleichgültig,  ob  man  zuerst  nach  y  und  dann  nach  z,  oder  in  um- 
gekehrter   Ordnung   differenzirt.     Es   ist   nämlich  der    Werth,      dem 

...: 1.1. ^j_  jjjjt  unendlich  abnehmendem  Jy  sich  nähert;  ebenso  — ^ 

der  Gränzwerth  von  ^^-V^±^~l&:^  ftir  ein  unendlich  kleines //z.  Daraus 

b'  f 

folgt  sodann ,  dass  - — r-  der  (jränzwerth  von 

oy  oz 

f(y+Jy,i+Jz)-  fövz  ±Jz)  __  f(y-hJy.z)-f(y,«) 
/iy  Jy 

b'  f 
für  unendlich  abnehmende  Jz  und  //y  ist:  eben  so  ist :: — :r-  der  Gränzwerth 

^        '  bz  by 

f (y _lMy^z +Jz)  ~  f (}' -h ^y»g) _ [ (y ,  z-|-Jz)     f(y,x) 
von  Jz    ^    "  "  jji ^ 

für  unendlich  abnehmende  Jy  und  z/z.  Da  aber  diese  beiden  Ausdrücke 
gleich  sind,  so  sind  es  auch  ihre  Gränzwerthe  und  die  Behauptung  ist  somit 
gerechtfertigt.     Also  ist 

?-   ff/z)^**-^r^nV2-^'^  ey,8z      b*frbzY,t?fö»y      bfb^x 

du*  ^^' '    ey*vexj^''bybzbxbx'^bz«  VbxJ"'  by  bx»"^bE  bx=' 

Es  ist  leicht  zu  übersehen,  wie  man  hier  weiter  gehen  kann,  und  dass 

man,  um  r-  jf(y,z)  zu  bilden,  beachten  müsste,  dass  —  { ^—A  -  ^'i  ^J 
c*  bx  yjd  y  J         oy     ox 

So  erlifilt  man 
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ey  e z         t*  f^  e*y  8_z         _8^f_  dj  Ö» s      r  b»  f  8  y  .  b'  f  e_«l  / 8 z-\»       8»f  8«  8^r 
('i(?x"''"8y'i?x  8x*  8x"^    8y  8z  8x  8x*"^  Ltz' 8y  c'x'^c*  z»  exj  V8xJ  "^   8z«8x8x* 

^L8y*  8"x'^l'y8z  8x1  8x*^8y  8x*"^L8z8y  8'x'^8"z»  8x.J  8x»"^8'«  8  x»' 

Da  nun,  dem  Obigen  gemäss,  bei  zwei  Differentiationen,  die  aufeinander 
folgen,  die  Ordnung  der  Differentiation  gleichgültig  ist,  so  ist  auch 
8>f     _     8»f     _  _8^f_       8»JF_  _     8>f     _  ^^ 
8y8z8y  ""  8y  8y8z  ~  by*8z'    8z»8y  "  8x8y8z  ~  8y  öz*'  "*  *'  ^' ' 
80  dai>8 

j,^,f(y.*)=  ^-i  [^^J  -^-»öT^  UxJ  Tx^^bTöT«  8x  bxj  "^8T>  bxj 

8»f8y8^  8^f  e*_y»«  .«^»f  8y8»z        8»f8i8»x      öjF8»y  ,  ejÖ'» 

■^     8y»8x8x**"^    8y8z8x»8x'^    8y8z8x8x»"^    8z»  8'x  8x*~^8y  8x*"^8 1  8  x** 

Wie  man  hier  weiter  gehen  kann,  ist  wohl  klar;  ebenso,  wie  man  sich 
zu  benehmen  hat,  wenn  man  eine  Funktion  von  mehr  aLs  zwei  Funktionen 
von  X  hat. 

Die  direkte  Rechnung  nach  den  früheren  Regeln  fuhrt  gemeiniglich 
rascher  zum  Ziele. 


8' 
So  z.B.  um  "i 

0 


X»  t^^Gli^J  J^"  linden,  hat  man  (§§.4.  5): 
Ux»J  ^^'    8x8x'8x'+**'8x«  8x'  +  ^*  8x  8x»  8x'+^^'  1.8  x'J 

~-'  ''ex'ex'-^ylex' j  +*^xl8x»j  +®''fi'8x»+'  UxJ  ^  *^  exex'Bx« 

+  2x»Tr^-0'  +  2x'y*^^*'' 
^"*'  ^Lex'J  ^    *  ^8x'8x« 

8  y     8  *y 

Ist  eine  Gleichung  f  (x,y)  =  0  gegeben  und  man' soll  g-,  -^--t . . .  daraus 

bestimmen,  so  hat  man,  indem  man  diese  Gleichung  nacheinander  mehrmals 

differenzirt  (§.  8) : 

M     8f ey_ 

8x"^öy8x 

8»f        8»f    8y  ,  r  b^f        8*f  8y-\  by      8f  8«y 
8x»^8x8y  ex"^  V8xöy"^8'y*8xJ  8x"^8"y  8x«"'    ' 
b»f  ^«  8»f    8y  ,  8»f  /'8y\'  .  8f  8'y      . 

woraus    ---,  r--^,...  folgen,  indem  man  zuerst  ~  aus  der  ersten  Gleichung 

bestimmt,  und  dann  diesen  Werth  in  die  zweite  einsetzt,  u.  s.w.  Im  speziel- 
len Falle  wird  man  durch  direkte  Differenzirung  den  Zweck  eben  so  leicht 
erreichen. 

Hat  man  z.  ß.  diu  Gleichung 


l]8  Wacliseu  und  Abneliinea  «iiier  Funktion. 

xe*-|-3xsiny~22  =  0, 

y  y  b  y  b  y 

80  folgt  daraus  e"  4"  *  «   u — f"  «^  *•"  y  4'  3  x  cos  y  -  -  =;  0 : 

r  X  ex 

^   bx^^   bx  +  "   IbiJ  -^^^   8i*-^3co.y^--t-3cosy^~3xM»y(^--J 

b'y 
4-3xco8y^^',  =  0. 

Anmerkung.  Ans  dem  bisher  Dargestellten  geht  wohl  zur  Genüge  berror ,  dastmit 
Hülfe  der  Regeln ,  die  im  ersten  Abschnitt  gegeben  wurden ,  die  Bildung  eines  jeden  Difleren- 
tialquotienten  mOglich  ist  und  einem  Anstände  wohl  nicht  unterliegt.  Gewöhnlich  ist  die  di- 
rekte DiflferenEirung  der  nach  $.  12  Tollzogenen  Tonuziehen,  da  sie  nat(Mich  dasselbe  Resul- 
tat gibt  und  gewiss  leichter  im  Gedichtniss  zu  behalten  ist  Zur  Uebnng  wollen  wir  nnn  noeh 
einige  Differentialquotienten  Toriegen. 

biyjl)        UU  öx'  exLMxJ  ÖyÜ"^     bxUx^J  ^UxJ  bi»* 

®  1 9,«ö'y  .    eyl    5  ö'y  .  ^y  ;_o,»8»y. 

Gff 


b_ 

ax 


m 


[ejbjijr-,      r^*yV.    b^b'y^bye^- 
bxbx»  I     ^V8x»J    ■  ^Ö^x^x^ ?L?.!L*. 


8x 

8^y  8^ 

lire!l^_?LL\    l-arcrtK-^O —  — 


ex' 


+G9 


§.  13. 

Bereits  in  §.  3  haben  wir  auf  die  geometrische  Bedeutung  .der  Grösse 
■  -  aufmerksam  gemacht.  Wir  iiioUen  hier  nun  noch  einige  ven»'andte Unter- 
suchungen über  J3edentQng  von  Differentialquotienten  zufögen. 

I.  Sey  y  eine  stetige  Funktion  von  x ,  und  es  nehme  x  um  das  positive 
Jx  zu,  werde  also  zu  x-|-//x,  so  wird  y  zu  y  +  ^/y  werden,  und  wenn  nun 
Jy  positiv  ist,  so  hat  y  zugenommen;  ist  dagegen  z/y  negativ,  so  hat  y  ab- 
genommen.    Da  wir  J\  positiv  voraussetzen,  so  werden  wir  ofifenbar  auch 

sagen  können:  Wenn  -7  positiv  ist,  so  hat  y  zugenommen;  dagegen  abge- 
nommen, wenn  dieser  Bruch  negativ  ist.  Denken  wir  uns  nun  Jx  sehr  klein, 
so  wird  natürlich  das  Gesagte  ganz  eben  t>o  gelten,  und  immer  wahr  seyn, 

wie  klein  auch  Jx  seyn  mag.     Da  aber  (§.11) 

Jy     8y 
dx      cx 

und  (t  sehr  klein  ibt,  wenn  Jx  es  ist,  so  wird  tur  ein  Jx^  das  klein  genug 
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ist,  die  Grösse  ^  dasselbeZeichenhaben,  wie  r^,  indem  letztere  Grösse  einen 
bestimmten  endliehen  Werth  hat,  also  schliesslich  immer  gegen  a  öberwie- 
gen  wird,  wenn  nicht  etwa  für  den  speziellen  Fall  g— =Owäre,  was  wir  nicht 
voraussetzen.  Hieraus  folgt  der  nachstehende  Satz :  Ist  (tlir  einen  bestimm- 
ten  Werth  von  x)  r^  positiv,  so  wächst  y  mit  wachsendem  x  und  nimmt  also 

auch  ab  mit  abnehmendem  x;  ist  dagegen  -~  negativ,  so  nimmt  y  ab  mit 
wachsendem  x,  nimmt  also  zu  mit  abnehmendem  x. 

Da  «.B.-T —  =  co8x,  und  cosx  positiT  ist  von  x=0  bis  x=  ^  ,  x  =  ^  ;r  bis 

2  ff,  aber  negatiT  von  x=^  bis  x==-ö^;  so  wird  also  sinx  wachsen  von  x  =  0  bis 

x^:-^-  und  x=-2^  his  x  =  2?f,  dagegen  abnehmen  von  x=:-^  bis  x=:-^-. 
Da  ja  auch 

und  fllr  ein  sehr  kleines  Jx  auch  a  schon  sehr  klein  ist,  so  schliesst  mau 
hieraus  leicht  noch,  dass  y  um  so  bedeutender  sich  ändern  wird,  je  grösser 

der  Werth  von  -r^  ist 

ox 

Natürlich  wird  man  ebenso  auch  ^agen  können,  dass  r-^  mit  wachsendem 

ox 

X  zu-  oder  abnehme,  wenn  pi  positiv  oder  negativ  ist;  dessgleichen  g-iUiit 

solchem  x  zu-  oder  abnehme,  wenn  r-^j  positiv  oder  negativ  ist,  u.  s.  w. 

II.  Seyen  f(x),  F(x)  zwei  stetige  Funktionen  von  x,  die  beide  Null 
sind  für  x  =  0;  sey  femer  von  x  =  0  bis  x=h  die  Grösse  F'(x)  immer  von 
demselben  Zeichen,  also  immer  positiv  oder  immer  negativ;  endlich  seyen 

A  und  B  bezüglich  der  grösste  und  kleinste  Werth,  den  der  Bruch  zjtt-^  an- 

W 
nimmt,  wenn  man  x  von  0  bis  h  gehen  lässt,  wobei  wir  A  und  B  als  endliche 

Werthe  voraussetzen  wollen ,  so  hat  man  also  für  alle  diese  Werthe  von  x : 

F'(x)         ^    'F'(x)         ^    • 

so  dass  da  F'(x)  für  alle  diese  Werthe  dasselbe  Zeichen  hat,  von  den  Grössen 

F'(x)|j;J^j-A]=f(x)~AF'(x)  nDdF'(x)[^^J-B]  = 

immer  jede  für  sich  dasselbe  Zeichen  beibehalten  wird ,  jede  aber  ein  ande- 
res, 80  dass  immer  von  x^O  bis  x  =  h  entweder: 

f'(x)  — AF'(x)>0  und  r(x)  — BF'(x)<0,  oder  f'(x)  — AF'(x)<0  nnd  r(x)T-BF'(x)>0. 

Da  aber 

r(x)-AF'(x)=  ~  [f(x)-.AF(x)],  f  (x)-BF'(x)=^  ff  (x)  -  BF  (x)J , 

ox  ox  . 

so  werden  also  nach  Nr.  I  die  Grössen  f(x)  — AF(x),  f(x)  — BFCx.)  so 
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beschafifeii  seyn,  dass  die  eine  beständig  wächst,  die  andere  beständig  ab- 
nimmt von  x  =  0  bis  x  =  h.  Da  fiir  x  =  0  beide  Null  sind*,  indem  f(x), 
F(x)  es  sind,  so  wird  also  die  eine  immer  positiv,  die  andere  immer  negativ 
seyn,  d.h.  die  Grössen 

f(x)  — AF(x).  f(x  — BF(x) 

haben  immer  verschiedenes  Zeichen  von  x  =  0  bis  x  =  h.  Da  F'(x)  immer 
von  demselben  Zeichen  bleibt,  so  wird  F(x)  nur  beständig  za-  oder  abneh- 
men, also  da  F(0)  =  0,  von  xr=0  bis  x=h  immer  dasselbe  Zeichen  haben, 
so  dass  auch  von  den  Grössen 

f(x)~AF(x)      f(x)      ^       .f(x)--BF(x)      f(x)      ^ 

;r7-\ ^:  ^:ri  —  A  und -; — =  ^,  .  — IS 

F(x)  F(x)  k{x)  F(x) 

immer  jede  dasselbe  Zeichen  beibehalten  wird,  die  eine  inuner  negativ ,  die 

andere  immer  positiv.    Also  liegt  auch  -\  von  x  =  0  bis  x=h  zwischen  A 

ffh)  ^*' 

und  H,  d.  h.  auch  =^  liegt  zwischen  A  und  B.     Da  A  und  B  die  äussersten 

Werthe  von^;.*.  sind,  so  wird  eine  jede  Grösse,  die  zwischen  AundB  liegt, 

als  ein  Werth  von  ^:;y~\  angesehen  werden  können  fiir  einen  Werth  von  x,  der 

zwischen  0  und  h  ist.  '*'       Daraus  folgt,  dass  man  setzen  dürfe: 

f(h)     f  (hj  .        .   u     n     ^K         u\ 

Diese  Gleichung  setzt  voraus,  dass  f(x)  und  F(x)  endlich  seyen  von 
x  =  0bi8x  =  h;  dass  F(0)  =  0,  f(0)  =  0;  F'(x)  immer  dasselbe  Zeichen 

habe  von  x  —  0  bis  x  =  h  und  =;;7- ■  endlich  bleibe  voa  x  =  0  bis  x  =  h. 

F'(x) 

Damit  wäre  der  Fall,  dass  F'(0)  =  0  wäre,  scheinbar  ausgeschlossen. 

f  (x) 
Ist  aber  dann  auch  zugleich  P(0)^=0,  so  ist  rq:     för x  =  0  desswegen  nicht 

unendlich,  so  dass  also  der  Fall  F'(0)  =  0,  f  (0)  =  0  immer  noch  zur  For-» 
mel  (a)  fuhrt. 

Gesetzt  nun,  es  seyen  f(x),  f  (x),  P'(x),...,  f  (x)  Null   für  x  =  0; 

dessgl eichen  auch  F(x),  F'(x),...,  F  (x);  es  behalte  femer  F      (x)    von 

j^+i  (x) 

x=:=0  bis  x  =  h  dasselbe  Zeichen  und  sey  -  -3:t^  endlich  von  x  =  Obisx  =  h, 

f        (X) 

so  wird  F  (x)  von  x  =  0  bis  x  =  h  beständig  wachsen  oder  abnehmen  ,  also 

n  B 

da  F  (0)  =  0,  so  wird  F  (x)  von  x:=0  bis  x=:h  immer  dasselbe  Zeichen 

haben  (N.  I);  dessgleichen  nun  auch  F  (x),. . .,  F(x).  Man  hat  also,  ge- 
mäss (a),  wie  man  leicht  übersieht: 

f(b)_f(bj   r(h,)_r(h,)   r(h,)^fMh3)         ^  Tn),^     (Vi) 

F(h)      F'(b,r   P(hJ      F-Ch,")'   F"Ch,)      F'(hj \\u^      F»ti  .  ' 

l    nJ  l    n+li 

r(x) 

*  Denkt  man  sich  in  — -—  die  Grösse  x  stetig  von  0  bis  h  fortschreitend ,  so  wird  dieser 

Bruch»  der  stetig  ist,  alle  möglichen  WertLc  zwischen  A  und  B  annehmen.  Jeder  Zahlwerth 
C,  zwischen  A  und  B,  wird  demnach  eirer  der  Werthe  jenes  Bruchs  seyn  können. 


AbleHung  der  Gleichung  F(x-f  h)  — F(z)  =  bF  (x-f^h).  4] 

WO  hj  zwischen  0  und  h;  h,  zwischen  0  und  hi ;  — ,  h^^^  zwischen  0  und 
\  liegt,  mithin  jede  der  Grössen  h^ ,  h, ,  . . . . ,  h  .  ^  auch  zwischen  0  und  h. 
Daraas  folgt  also 

f(h)     f""^*(h')  ..     .   ,     ^     ..  ... 

--^-r  =  — j-; ,  h  zwischen  0  und  h.  (A ) 

F(h)       ^n-hi^j^^^ 

Diese  Gleichung  setzt  voraus,  dass  f  (0)  =  r(0)  =  r'(0)  r=  ...  ^  f  (0) 
zzF(0)  =  F'(0)— ...  — f'(0)  =  0;  da8sF*^Vx)  von  x:=0  bisx=^h  im- 
mer  dasselbe  Zeichen  habe ;  dass  nicht  F      (0)  =  0  wenn  nicht  auch  f     (0) 

n-f-l  n 

=  0 ;  dass  endlich  -  , ;— -  stetig  sey  von  x  =  0  bis  x  =  h ,  eben  so  -  -  *,..., 

f'"^\x)  F  (x) 

P(xV  fTV     ^*  übrigens  die  Grössen  f"(x),  f'    (x),  .  . . . ,    F(x)  sämmtlich 

nicht  Null  werden  zwischen  x  =  0  und  x  =  h,  mit  Ausnahme  des  Werthes 

X  =0,  für  den  aber  auch  f  (x), ,  f  (x),  f(x)  Null  sind,  so  wird  diese 

letzte  Bedingung  erfüllt  seyn ,  wenn  nur  die  Zähler  nicht  unendlich  werden. 

III.    Sey  F'(x)  endlich,  wenn  man  x  alle  Werthe,  von  x  — z  bis  x  —  z 
+  h  beilegt,  so  ist,  wenn  Jx  dieselbe  Bedeutung  wie  früher,  hat 

F(x+Jx)-F(x)  =  F'(x)Jx4  azlx(S.  11), 

wo  a  mit  unendlich  klein  werdendem  /ix  selbst  unendlich  klein  wird.     Sey 

nun  Jx=^~,  also  h  =  n//x,  so  ist  hieraus,  indem  man  nach  einander  x  =  z, 
n  ' 

z+^^x,  z  +  2z/x....,  z+(n  —  \)Jx  setzt: 

F{z-h^x) -  F(z)  =  F'(z). zfx4- «i ^x. 
F(x-|-2Jx)~F(z  +  ^ix)^F'(z-i-Jx).zfx-|-a,  Jx. 

F(x  +  3Jx)  — F(z-t-2^xKr:F'(z-f  2/fx)Jx-ra3  Jx. 


F(z-l-nzlx)  -F(z  +  n— lJx)^F'(z-hJi— l/fx)Jx-t-ft  /ix, 

n 

worin  die  Grössen  «i,  a,,...,  a^  sämmtlich  unendlich  klein  werden,  wenn 
Jx  es  ist.  Addirt  man  nun  diese  Gleichungen  und  beachtet,  dass  n//x  =  h, 
so  hat  man 

F(z  +  h)-F(z)=  Jx[P(z)  +  F(z  +  Jx)  +  F'(z-i-2zfx)  +  ....-f-F'(z-Hh-/fx)] 

-|-/fx[ai-h«j-|-.  ...+aj. 

oder  da  xJx  :^  — : 

n 

F{z4-h)- F(z)=Aj^F'(x)-hP  (z-i- J  )-h..-f  p(^z4-h--^)]  +  ^^ 

Lässt  man  hier  n  immer  grösser  werden,  so  werden  ^1,^2,...,»^  im- 
mer kleiner,  weil  Jx  es  wird;  was  femer  die  Summe  «^  -j-aj  ~l"-  •  •  "l~"n  *^" 
belangt,  so  ist  sie  sicherlich  kleiner  als  n«^,  wenn  «^  die  grösste  der  einzel- 
nen Grössen  rr,,.  .,  «^  ist,  und  grösser  als  na^,  wenn  «^    die    kleinste    ist. 

r>  t^  .  h  ,  ,        ^  <'ha. 

Demnach  itt  («i  i"  «1  -1-  —  -H  «  )  -^  . 

n  n    ^'ha^. 

und  da  mit  zunehmendem  n  die  beiden  < Grössen  h«  ,  ha  fortwährend  abneh- 
men ,  so  wird  also 
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Gr.    -  («1  ■+  «x  -h -j-  a  )  =  0 

n  a 

scyn ,  wenn  das  Zeichen  Gr.  sich  auf  ein  unendlich  zunehmendes  n  bezieht 
(§.  2.  III).     Daraus  folgt  von  selbst : 

Gr.~[F(.)  +  F'(^z+-J-J-f...  +  p(x4-li~  J  J]=F(z  +  h)-F(.).     \^^^ 
d.  h.  Gr.  Jx[F'(x)+F'(s4-JxHF'{z+2Jx)-f  ...-i-F'(«+h- Jx)]=F(z4-h)— F(i).' 

Was  aber  die  erste  Seite  der  Gleichung  (24)  anbelangt,  so  lilsst  sich 
dieselbe  noch  etwas  anders  ausdrücken.     Die  Grössen  F'(z),  ¥'  I  2-| — 1, 

,..,  F'l  z-f-h —      I  werden,  wenn  n  sehr  gross  ist,  die  Werthe  von  F'(x) 

vorstellen,  die  man  erhält,  wenn  man  x  von  z  bis  z4~l^».init  Ausschluss  des 
letzten  Werthcs ,  gehen  lässt.  Je  grösser  n  ist ,  desto  weniger  'werden  zwei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Werthe  sich  unterscheiden,  und  man  kann 
somit  n  sich  immer  gross  genug  denken,  damit  dieser  Unterschied  beliebig 
klein  sey.     Die  Grösse 

liegt  nun  immer  ihrem  Werthe  nach  zwischen  der  grössten  und  kleinsten  der 

Grössen  F'(z),....,  PI  z  +  h J,  *  d.h.  zwischen    dem  grössten  und 

kleinsten  der  Werthe,  die  F'(x)  annimmt,  wenn  x  von  z  bis  z-|-h  geht.  So- 
mit kann  dieselbe  einem  dieser  Zwischenwerthe ,  den  man  allgemein  durch 
F'(z-|-9h)  bezeichnen  kann,  wo  0  eine  Grösse  ist,  deren  Werth  zwischen 
0  und  1  liegt,  gleich  gesetzt  werden,  so  dass 

F(z+h)  — F(x)  =  h  F'(z-f  eh),  (25) 

worin  also  nur  vorausgesetzt  ist,  dass  F'(x)  nicht  unstetig  werde,  wenn  x 
geht  von  z  bis  z^-h.  Dieser  Satz  lässt  sich  übrigens  leicht  aus  der  (ilei- 
chung  (a)  in  Kr.  II  ableiten.  Setzt  man  dort  F(x)  =  x,  so  ist  F'(x)  =  I 
und  behält  immer  dasselbe  Zeichen ,  so  dass 

-^  -CM, 

oder  da  h|  zwischen  0  und  h,  also  =^0\i: 

f(h)=^hf  (01i). 

Setzt  man  hier  f (h)  =  F(z+Ii)— F(z), 

äo  ist  f(h)  Null  für  hrrrO,  und  P(h)  =  F'(z4-h),  r(eh)  =  F'(z+©h), 
M'oraus  dann  sofort  (25)  folgt. 

IV.  Sey  AB  eine  beliebige  krumme  Linie  (Fig.  2),  deren  Gleichung 
Itir  rechtwinklige Koordinatenaxen  man  kenne;  MM  die  zur  Abszisse  OM  =  a 
gehörige  Ordinate,  eben  so  PQ  die  zu  OP  =  x  gehörige  Ordinate  y,  die 
Fläche  MNQl^::=u,  so  wird  u  eine  Funktion  von  x  seyn,  da  sicher  diese  Grösse 
sich  ändert,  wenn  x  sich  ändert.  Sey  also  PP'  =  //x,  mithin  MKQ'P'=u-|-«^u. 


•  Da  nämlich  F'(z)-f  .  ..-t  F'i  z-j-h 1  kleiner  ist.  als  das  nf:iche  der  grösKten, 

und  grösser  ist  als  dab  nfaclie  der  kleinsten  dieser  Grössen. 


Dilfereutialquotient  des  Bogen«  einer  Kurve 


43 


ih.  PP'Q'Q  — //u,  und  man  soll  ^° 

'  Ol 


Fi(f,  2, 


r  M 


Ä 


FF' 


M'' 


ermitteln. 

Man  wird  ofifenbar  Jx  immer  klein  genug  anneh- 
men können,  so  dass  die  krumme  Linie  zwischen  if 
Q  und  Q'  nar  steigt  oder  nur  fallt  (d.  h.  dass  die 
Ordinaten  zwischen  PQ und  P'Q'  alle  wachsen,  oder 
alle  abnehmen).  Zieht  man  nun  QS,  Q'R  parallel 
mit  der  Abszissenaxe  OP,  so  wird  das  Rechteck  ^ 
PP'Q'B  grösser  seyn  als  Ju,  während  PP'SQ  kleiner  ist  als  Ju.  (\yürdu 
die  Kurve  zwischen  Q  und  Q'  fallen,  fo  wäre  das  Umgekehrte  richtig;  wie 
man  aber  leicht  sieht,  ergibt  dies  dasselbe  Resultat).  Da  nun  P'Q'=y-}-//y, 
so  ist  das  Rechteck  PP'SQ  =  yz/x,  PP'Q'R=:(y^-^y)^ix,  so  dass  also 

Ju  enthalten  ist  zwischen  y^x  und  (y-|-//y)z/x,  mithin  j-  zwis^chen  y  und 

y-f-^y*  Lässt  man  nun  Jx  unbegränzt  abnehmen,  so  wird  auch  Jy  unend- 
lich abnehmen,  so  dass  y  und  y-f-^y  mehr  und  mehr  sich  nähern.     Darauiü 

folgt  (§.  2.  III),  dass  Gr.  2"  =  y ,  d.  h. 

— -  =  y  (u  wachsend  mit  x  und  y  >0). 

o  z 

Da(§.  Jl)        Ju  =  -    Jx+aJx^yJi  +  ffiix 

und  a  mit  unendlich  kleinem  Jx  selbht  verschwindend  klein  wird ,  so  kann 
man  auch  sagen,  dass  für  ein  unendlich  kleines  Jx  dasFiächcnstückPP'Q'Q 
als  ein  Rechteck  von  der  Grundlinie  J\  und  der  Höhe  y  anzusehen  sey.  Wir 
werden  später  ein  solches  (unendlich  kleines)  Flächenstück  ein  Element 
der  Fläche  nennen. 

V.  Sey  FG  (Fig.  3)  eine  beliebige  Kurve,  OQ=x, 
QM  =  y,  (iR  =  Jx,  RNr=y-|-^y,  ferner  der  Bogen 
FM,  von  dem  (beliebigen)  Punkte  F  aus  gezählt,  gleich 
s,  so  ist  s  eine  Funktion  von  x,  also  'NDs^=Js.     Man         ^  '     ß, 

ziehe  nun  die  Sehne  MK,  und  denke  sich  an  den  Punk-       ^  i        v/r 

ten  M  und  K  die  berührenden  Geraden  MD,  DN  an  die 
Kurve  gezogen.  Da  man  Jx  immer  klein  genug  wird 
annehmen  können,  dass  der  Bogen  MN  seine  erhabene  Seite  immer  nach  der- 
selben Richtung  hin  wendet,  so  ist  die  Summe  der  Geraden  MD-|-DN  grös- 
ser als  der  Bogen  MK,  wälirend  letzterer  grösser  ist  als  die  Sehne  MN, 
wie  man  in  der  Elementargeometrie  beweist  (vergL  etwa  Legendre,  Geome- 
trie, Buch  IV,  Satz  IX). 

Also  ist  MD + D^  >  Bog.  MK  >  Sehne  MN . 

MD  +  I)N'       Bog.  MN^  , 
woran«  auch  ^^ __^>____^  1. 

Je  näher  aber  N  und  M  zusammenrücken ,  desto  mehr  fallen  MD  und 
DN  zusammen,  und  wird  auch  MN  desto  mehr  sich  MD  nähern  (§3),  also 

wird  Gr.  b  c     »j«  =  '>  woraus  folgt  (§.2.111),  dass  auch 


'^4 


i 


Jl 


fcniein 
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Gr.  ^"'5:-*'-  =  l. 

*  Sehne  MN 

Nun  ist  Sehne  MK  =  yW'^V^'  =  V{3ij^^+Jjy)'~-Jx^/\-]^  , 

wenn  wir  Jx  positiv  voraussetzen;  ferner  MK  — -^s,  wenn  wir,  wie  in  der 
Figur,  annehmen,  es  wachse  s  mit  x.     Demnach 

Gr, ----=^:..^i:z  =  1  ,  Gr.  — : -■— :    T  -  I,  — =  l  , 

Würde  s  abnehmen  mit  wachsendem  x,  oder,  was  dasselbe  ist,   s  zu» 
nehmen  mit  abnehmendem  x,  so  wäre    .    negativ,  und  eben  so  -       (N.  L), 

mithin  hätte  man  -  =  —  y/  '"<■(«-)  »  und  also  allg 

in  welcher  Formel  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  s  mit  x  wächst»  da«  untere 
im  entgegengesetzen  Falle.  Für  unsere  Figur,  wenn  s  von  F  aus  gerechnet 
wird,  gilt  das  obere  Zeichen  von  F  bis  A,  und  B  bis  6,  dagegen  das  untere 
von  A  bis  B.  Würde  man  s  von  G  aus  rechnen ,  so  gälte  das  obere  Zeichen 
von  B  bis  A ,  das  untere  von  G  bis  B  und  von  A  bis  F. 

Es  folgt  hieraus ,  dass  für  ein  unendlich  kleines  Jx  man  das  Dreieck, 
gebildet  vonMP  =  //x,  PN~//y  und  Bog.  MN  =  //8  als  geradlinig  ansehen 

darf;  denn  alsdann  folgt  Js^'^Jx^-^-Jy^  (j-^)'=l +  (ji)^    ß-£)' 

=  1  -f  fg^J  »  was  ja  richtig  ist. 

VI.  SeyAM(Fig. 4)  eine  beliebige  Kurve,  welche  auf  Polarkoordina- 
Fig,  4,  ten  bezogen  sey;  0  der  Pol,  OA  die  Polaraxe.     OB 

--  -        ^,     sey  ein  bestimmter  Fahrstrahl ,  MO  — r  ein  zweiter, 

IJ^>Z,       der  zum  Winkel  MOA=:^a)  gehöre;  u  sey  der  Aus- 
^ : '     schnitt  BOM.  Lässt  mau  w  um  MO'S^=J(o  wachsen, 
•        so  nimmt  u  um  den  Ausschnitt  MON=//u  zu,  und 
^-i:  —  :i::'_        _ .  _.   man  wird  wieder  z/o)  klein  genug  nehmen  können,  da- 
mit zwischen  M  und  N  die  Fahrstrahlen  beständig  zu- 
oder  abnehmen.     (Für  unsere  Figur  hat  das  Letztere  Statt.)     Man  ziehe 
alsdann  mit  den  Ualbmessern  OM  =  r  und  OK~r+^r  um  0  die  Kreis- 
bögen MM',  NN',  deren  Längen  also  rz/«,  (r-j-z/r)//«  seyn  werden,  so  ist 
.iu  enthalten  zwischen  den  Kreisausschnitten  MOM',  NON',  deren  Flächen 

smd  — :r — ,  — —^- ,  d.h.-.    ist  enthalten  zwischen -^-  und  — -  .— -  =-^ 

-l-r//r  +  ^(//r)^  Lässt  man  Ju)  unendlich  klein  werden,  so  werden  auch 
r//r,  k(Jry  es  werden,  mithin  wird  man  wie  in  IV  haben: 


F 


/ 


-  -..  .^ 


i/ 


'1 


l       1- 


P  F' 


M' 
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-—  =  4r'  (u  wachsend  mit  «). 

Ott  * 

Man  kann  also  hier  sagen,  dass  das  unendlich  kleine  Element  MON  als 
Kreisausschnitt  anzusehen  sey. 

VII.  Die  krumme  Linie  «NQ  (Fig.  5)  drehe 
sich  um  die  Abszissenaxe  OP  und  es  beschreibe 
dadurch  die  Fläche  MPQN  einen  Körper,  dessen 
Inhalt  =-v  sey;  sey  ferner  OP  =  x,  so  wird,  da 
MN  fest  ist,  V  eine  Funktion  von  x  seyn.  Sey  PP' 
-r  Jx,  so  wird  die  Fläche  PQP'Q'  das  Körperstöck 
Jv  beschreiben,  und  dasselbe  ist  immer  zwischen 
den  zwei  von  PP'QS  und  PP'RQ'  beschriebenen 
Zylindern  enthalten,  deren  Inhalte  sind  y^nJx  und  (y-f//y)';r//x;  mithin 

ist  2~  enthalten  zwischen  y';r  und  (y  +  -^y)'^,   und  da  mit  unendlich  ab- 

■ 

nehmendem  Jx,  also  auch  solchem  Jy,  diese  letzeren  Grössen  sich  unbe- 
gränzt  nähern ,  so  ist  (§.  2.  III) : 

8t 

r—  =  1t  y*  (v  wachsend  mit  x). 

ex 

wo  y  die  zu  x  gehörige  Ordinate  der  beschreibenden  krummen  Linie  ist 

Vm.  Dieselbe  Kurve  beschreibt  bei  der  Drehung  eine  krumme  Ober- 
fläche und  sey  z  der  Inhalt  der  von  NQ  beschriebenen  Oberfläche ,  so  wird 
z  eine  Funktion  von  x  und  Jz  die  von  QQ^  beschriebene  Oberfläche  seyn. 
Zieht  man  die  Sehne  QQ'  =  V(Jx)'^-\-(Jy)\  so  ist  die  von  ihr  beschrie- 
bene Oberfläche  (Mantel  eines  abgekürzten  Kegeis,  dessen  Halbmesser  y 
und  y-\-Jy  sind)  gleich 

2(y  4-My) «  V"(^)^+(^*. 
Ist  s  der  Bogen  NQ,  also  Js  der  Bogen  QQ^  so  werden  zis  und  die 

Sehne  QQ^  sich  mehr  und  mehr  nähern,  also  auch  die  von  ihnen  beschriebe- 
nen Oberflächen ,  oder  mit  andern  Worten ,  es  ist 

Jz 


ßr. 


d.h. 


Gr. 


Jz 
Jx 


2(y+Uy).t\/l  +  (^y 


=  1. 


=  ±1. 


oder 


82 
8x 


I  .    8  z       ,  _ 
=  ±l..-»±27« 


V'+för- 


worin  das  Zeichen  immer  gemäss  den  Unterscheidungen  inNr.  I  zu  wählen  ist. 
IX.  Denken  wir  uns  einen  Körper  geradlinig  und  gleichförmig  bewegt, 
80  heisst  man  den  in  der  Zeiteinheit  (gewöhnlich  eine  Sekunde)  zurückgeleg- 
ten Weg  die  Geschwindigkeit  desselben.'*'    Gesetzt  nun  aber,  der  gerad- 

*  lit  also  X  der  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg,  ▼  die  Geschwindigkeit,  so  hat  man 
X  =  Tt,  woraus  aoch  t  =±  -  •• 
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iinig  bewegte  Körper  bewege  sich  ungleichförmig,  so  wird  man  unter  Ge- 
schwindigkeit desselben  in  einem  bestimmten  Zeitmomente  den  Weg  ver- 
stehen ,  den  er  in  der  dar^f  folgenden  Zeiteinheit  zurücklegen  würde ,  wenn 
er  sich  während  derselben  genau  eben  so  bewej^en  würde,  wie  er  sich  in  dem 
betreflfenden  Augenblicke  bewegt.  Sey  also  AM  (Fig.  6)  der  Weg  x ,  den 
f^^S'  der  Körper  in  der  Zeit  t  zurückgelegt  hat,  so  wird  x 

/  if  "jf  eine  Funktion  von  t  seyn ;  sey  weiter  MN  der  Weg  //x, 

den  der  Körper  in  der  darauf  folgenden  Zeit  Jt  zurücklegen  wird.  Die  (so 
eben  näher  erklärte)  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  M  sey  v,  also  da  v  eine 
Funktion  von  t  seyn  wird,  \-\-J\  die  Geschwindigkeit  in  N  nach  der  Zeit 
t-f-//t;  man  wird  alsdann  Jl  immer  klein  genug  annehmen  können»  damit 
die  Geschwindigkeit  V,  die  sich  ändert,  während  dieser  Zeit  beständig  wachse 
oder  abnehme.  Es  linde  nun  zunächst  das  Erstere  Statt,  d.  h.  v  wachse 
während  der  Zeit  Jt;  alsdann  ist  sicher  MN  oder //x>v^it,  da  v^it  der 
Weg  wäre,  den  der  Körper  in  der  Zeit  Jt  zurücklegen  würde,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeit v  bliebe;  eben  so  ist  //x<(v-}--^v)^it.     Daraus  folgt,  dass 

Ax 

T-  inmier  zwischen  v  undv-|- Jv  enthalten  ist,  und  da  diese  beiden  Grössen 
sich  unbegränzt  nähern,  wenn  Ji  (also  auch  Jn)  nnbegränzt  abnimmt,  so 

hat  man  '  =  sr» 

dt 

8z 

SO  dass  also  r-  die  gesuchte  Geschwindigkeit  ausdrückt.     Würde  v  während 

der  Zeit //t  beständig  abnehmen,  so  wäre  Jx<yJi  und  >(v+//v)//t, 

so  dass  wieder  -j-  zwischen  v  und  v-|-^v  läge,  und  man  dasselbe  Resultat 

erhielte. 

X.  Ein  Körper,  auf  den  eine  sich  immer  gleich  bleibende  Kraft  fort- 
während in  deri^elben  Richtung  wirkt ,  bewegt  sich  geradlinig  und  so,  dass  in 
gleichen  Zeiten  die  Geschwindigkeit  um  gleich  viel  vermehrt  wurd ,  wenn  die 
Kraft  fördernd  auf  die  Bewegung  whrkt,  oder  um  gleich  viel  abnimmt,  wenn 
sie  der  Bewegung  hemmend  entgegenwirkt.  Diese  Aenderung  ist  überdies 
der  wirkenden  Kraft  proportional.  Gesetzt  nun  eine  mit  der  Zeit  veränder- 
liche Kraft  wirke  auf  einen  Körper  in  immer  derselben  Richtung  ein  und  sey 
X  der  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg ,  v  die  am  Ende  desselben  erlangte 
Geschwindigkeit,  also  Jx  der  in  der  Zeit //t  zurückgelegte  Weg,  \-{-Jy 
die  nach  der  Zeit  t-j-^/t  erlangte  Geschwindigkeit;  ferner  sey  gt  die  am 
Ende  der  Zeit  t  wirksame  Kraft,  also  g-\'Jgt  die  zur  Zeit  t-f //t,  p  das 
Gewicht  des  Körpers.  Man  wird  nun  wieder  Jt  klein  genug  annehmen  kön- 
nen, dass  g)  während  der  Zeit  Jt  immer  wächst,  oder  immer  abnimmt.  Hat 
zunächst  Ersteres  Statt,  so  wird  Jv  grösser  seyn,  als  die  durch  eine  g>  gleich 
bleibende  Kraft  während  ^it  hervorgerufene  Zunahme  der  Geschwindigkeit, 
und  kleiner  als  die  durch  gt'^J(p  während  Jt  hervorgebrachte.  Was  nun 
die  eine  oder  andere  anbelangt,  so  weiss  man,  dass  der  Körper,  wenn  er 
unter  dem  Einflüsse  seines  eigenen  Gewichts  p  (beim  freien  Falle)  steht,  in 
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jeder  Sekunde  seine  Geschwindigkeit  um  g(=^9*80896n]ctre8)  vermehrt,  also 
in  der  Zeit  Jt  am  g^t,  und  man  wörde  also  die  durch  (p  hervorgebrachte 
Aenderung  z  finden  aus 

eben  so  die  durch  y-J-//y  hervorgebrachte  Aenderung  ^^^^^^^ — ,  sodass  also 

.-  immer  zwischen  — und— ^        ^   liegt.    Da  mit  unendlich  abnehmendem 
Jt  p  p 

Jt  unch  Jgf  unendlich  abnimmt ,  so  folgt  hieraus 

8¥_g9        __  p   8t 
8t""7^'   ^"'g  bi* 

und  da  (nach  IX)  v  =  r-,  so  ist  auch 

p  8*x 
^       g    8t«- 
Man  sieht  leicht,  dass  dasselbe  Resultat  noch  gilt,  wenn  die  Kraft  fort- 
während abnimmt. 

XI.  Man  soll  einen  Kreis  durch  drei  unendlich  nahe  Punkte  einer  ebenen 
krummen  Linie  legen.  Seyen  a,  ß  die  Koordinaten  des  Mittelpunkts  dessel- 
ben ,  f  sein  Halbmesser,  so  dass  seine  Gleichung  ist 

»-«)«  +  (!»-/?)»=  ^«. 

und  seyen  femer  x, y;  x', y';  x",y"  die  Koordinaten  der  drei  Punkte,  durch 
welche  derselbe  gehen  soll,  so  muss  also 

seyn ,  aus  welchen  Gleichungen  a,  ß,  g  zu  bestimmen  sind.  Zugleich  liegen 
die  drei  Punkte  in  einer  gegebenen  Kurve,  deren  Gleichung  man  kennt,  und 
welcher  also  die  Koordinaten  jener  Punkte  genügen  müssen.  Es  ist  also  y 
eine  Funktion  von  x,  y'  dieselbe  Funktion  von  x',  und  eben  so  y"  von  x";  • 
ist  femer  x'  =  x-f--^x,  x"  =  x+2//x,  so  muss  Jx  unendlich  klein  seyn, 
und  wenn  nun  (x—ay+(y—ßy  —  Q^=:X,  so  ist  (x'— a)»+(y'  — /»)' 
—  ^'  =  X'  das,  was  aus  X  folgt,  indem  man  x  in  x-|-^x  übergehen  lässt, 
während  y  eine  Funktion  von  x  ist,  gegeben  durch  die  Gleichung  der  Kurve; 
ebenso  (x" — «)'+(>"""/?)' — ^'  =  X"  das,  was  ans  dem  nunmehrigen 
X^  hervorgeht,  indem  man  nochmals  x'm  x-\-J\  übergehen  lässt. 

AUohatman  X  =  0,  X'  =  0,  X''  =  0, 

^      ^    X'  —  X     ^    X"      2X'  +  X      . 
wormns  ancb  X  =  0,  — ^ —  =0,  ,  .  ., —  0 , 

und  wenn  man  hier  /Ix  unendlich  klein  werden  lässt  (§.11): 

^     ^    8X     ^    8«X     ^ 

WO  y»Q^»  g-i  a's  Funktionen  von  x  aus  der  Gleichung  der  gegebenen  Kurve 
folgen.     Hieraus : 

"^  V,  X  md  g  nnd  in  demsolben  Maassc  aaszudrücken :  eben  so  9»  und  p ;  t  in  Sekunden; 
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,     -(H)'        l'HB'W.    ,  ['+G9'J 

8"x'-  Öx«  öx« 

Der  Kreis ,  dessen  Mittelpunkt  und  Halbmesser  hiedurch  bestimmt  sind, 
heisst  der  Krümmungskreis  der  Kurve  in  dem  Punkte,  dessen  Koordina- 
ten X,  y  sind.  Er  ist  also  derjenige  Kreis ,  dem  sich  die  durch  drei  Punkte 
der  Kurve  gelegten  Kreise  immer  mehr  nähern,  wenn  diese  drei  Punkte  selbst 
immer  näher  zusammenrücken.  Er  misst  ofifenbar  die  Krümmung  der  Kurve 
in  dem  betreffenden  Punkte,  und  es  wird  dieselbe  desto  bedeutender  seyn,  je 
kleiner  q  ist. 

Für  eine  Ellipse  etwa  wäre  h*x'-f-a'y'  =  a*b*,  woraus  b^x-f-Ä^y  fl~  ^^  ^' 

h-+a'(5|) +aV^-^  =  0,  und  also 

8y b^      8»y  b»(a»y»+b4») a!l^*___^l 

8x~      a*y*    ex*""  a*y*  ~       a*y  ~       a»y** 


.4.1    > 


[■+m- 


s 


(aV  +  bV)l 

^  -  h*  ~        a»b» 

weiche  Formel  für  jeden  Punkt  der  Ellipse  den  Krümmungshalbmesser  gibt.     Im 

b* 
Scheitel  der  grossen  Axe  ist  x=:a,  y  =  0,  also  dann  (>  =  — ;  im  Scheitel  der  klei- 

a* 
nen  Axe  aber  y  =T  b ,  X  =  0 ,  also  ^  = -r-. 

§.14. 

Es  kann  sich  ereignen,  dass,  nachdem  y  als  Funktion  von  x  angesehen 
worden,  man  es  zweckmässiger  findet,  statt  x  eine  andere  unabhängig  Verän- 
derliche n  einzuführen ,  von  der  x  selbst  abhängt ,  oder  als  abhängig  anzu- 
sehen ist     Da  nun  (§.  6) 

öy      ey  ex     ,     8y  .  Öu 
— -  =  —^  — ,  also  —  =  — . 
8u      8x8u'         8x      8^' 

811 

8  y 
SO  folgt  also ,  dass  man  r-^  werde  ersetzen  durch  den   ihm  gleichen  Werth 

Q     g 

— ,  in  dem  blos  Differentialquotienten  nach  u  vorkommen.    Ist  überhaupt  q 

Tu 

irgend  eine  von  x ,  also  auch  von  u  abhängige  Grösse ,  so  ist  hiernach 

8ß     8_n 

8x^8x 
8u 

Also  auch ,  wenn  g=  -  : 
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81»""     ex     ""      81       "       f^^V       »4.  VI). 

8u  8«  VbuJ 

so  dass  r-^  durch  diese  letztere  Grösse  zu  ersetzen  ist.     Eben  so : 

r8^8V_Ö«iÖy-l 

8  1  8tt8a*     8n*8u  | 

80  pxy  /Öxy8^y_    bxbji8^       by/8»x\»_8x8y8^ 

b'y^e^/'Ö'y^^      V8a/  ^  =,^^"'  ^"'        8u8n«8a»"^8u\8aV       8ueu8u» 

cx'^exväx'J"  öx  r^*^* 

bu  V8"uJ 

Man  sieht  leicht,   dass  hian  diese  Umfonnungen  in  folgender  Weise 
andeuten  kann:  »   » 

8y  ^  föy^  ö  fö'y^  -^  \^:i) 

8  y  _  8u  8»y  _  8  a  V8jlJ   8»  y  ^  bnlbx'J  b"y  _  **_"  ^  8x"_^^ 

ex~8x'ex*"  '"8x    '"'^x'~        8x         '  fl  "~  8x 

rx 

eu  8u  8u  tn 

n— 1 

worin  jeweils  für  .--,...,  — ^  der  vorhergehende  ausgerechnete  Werth  zu 

^*  bx' 

setzen  ist.  Hiemit  ist  die  allgemeine  x\ufgabe  der  Vertauschung  der  un- 
abhängig Veränderlichen  gelöst  und  T^ir  wenden  uns  zu  den  folgenden 
besonderen  Betrachtungen. 

I.    Soll  y  als  neue  unabhängig  Veränderliche,  x  als  abhängig  von  y  an- 

8v 

gesehen  werden,  was  man  immer  kann,  so  ist  oben  «  =  y,  also  —  =  1,  (§.3. 
1),  mithin  J-^  =  0  (§.  4.  I),  J-^  =-  0 ,  also 


8?»  '-^ "   8v 

'd^i  r8jx^'_bx8*x 

8y_  J_   8»y 8y»_     8»y  V8y'/       8 y  8  y» 

ex~&x*8x'~       r8x\»'   8x»  T-^V 

8y  V8y/  V8yJ 

Soll  z.  B.  in  dem  Ausdruck  (§.  l>i,  XI) 


2lT 


=  + 


IHK)] 


8V 

8  X* 
in  dem  y  als  FunktioD  von  x  angesehen  ist ,  umgekehrt  x  als  Funktion  von  y  be- 
trachtet werden ,  so  ist  ^ü^^i  s 


8y'  ev'  8y» 


Ui«Bf«r,  Difcreatfatl- v.  laterral-R^cbnunir. 


» 


50  YertauschDDg  der  anabhAngig  VerAnderlichen. 

II.    Der  Zusammenhang  zwischen  x  und  u  ist  durch  eine  Gleichung 
f  (x,  u)  =  0  gegeben.     Alsdann  zieht  man  hieraus  (§.  12)  x,  --,  g— §, ...  in  u 

und  ersetzt  g  ^ » •  •  •  ^'"®  angegeben. 
Soll  z.  B.  in  der  Gleichung 

fttr  X  die  neue  unabhängige  Veränderliche  O)  eingeführt  werden,  so  das»  x=rcos<ü, 

.       Öx  8«x  , 

80  ist    s~  =  —  sino)  ,r-t=  —  cos o),  also 

Ott  Ofl» 

8y  .      8'y  8v 

«•          sino»-;— , —  CO««.    - 
8y__^8o»       e'y  6«' Ö» 

8x  sin«'    8x'  sin*« 

also  hat  man,  wenn  man  sogleich  mit  sin'cü  multiplizirt : 

8*  y  8  y  b  v 

sin  «  ■—,  —  cosö» cos«)  Bin*a»  ,- — |-aysin'o>  n_0. 

om  00»  reo 


d.  h.  --^j  — cotga»(l-)-  sinM^"  +ay8in'oi  =  0. 


8'  V  8  V 

^^_c„tg»(I-f-sm'»)    •• 

CO»  CUl 

III.     Ist  der  Zusammenhang  zwischen  x  und  u  vermittelt  durch  eine 

Gleichm)g,  die  auch  y  enthält,  also  der  Form  nach  durch 

f  (y.  X,  u)  =  0 
bezeichnet  werden  kann,  so  zieht  man  hieraus,  indem  man  nach  u  differeuzirt 
und  X,  y  als  Funktionen  von  u  ansieht,  eine  Reihe  Gleichungen,  vernoiöge 

welcher  x,-  -,  g- ,,  ...  durch  u,  y,  g^,  r~,,  . ..  ausgedrückt  und  in  die  vorge- 
legte Form  substituirt  werden  können.  £s  kann  sich  dabei  auch  zutragen, 
das8  die  Gleichung,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  x  und  u  geben  soll, 
Differentialquotienten  von  y  und  x  nach  u  enthält.     Alsdann  kann  man  viei- 

8x 

leicht  einige  der  ersten  Grössen  x,  g~> .  ••  nicht  ermitteln,  die  übrigen  je- 
doch durch  diese  ersten  ausdrücken.     Besteht  z.  B.  die  Gleichung 

zwischen  x,  y  und  der  neuen  unabhängig  Veränderlichen  s,  so  folgt  hieraus 
durch  Differentiation  (nach  s): 

8x8^      8y8«y^O 
ÖS  88*~'"8s  8r* 


.  !  (a'> 


P*»'^*4_r^'y^*      8x8»x'     8y8«y      .        .        ( 
bsj  +l8s  J  +8s  87^  +  ö7  8s»  =^'  "-"-M 


*  Betrachtet  man  in  der  Oleichunj?  §.  13.  V:  (*  ^  j   =  ^"t"!  ö~  )  ♦  ''  **»  neue  unab 
bangig  Veränderliche ,  so  erhalt  man  gemäss  Nr.  I : 

>o  dass  die  Gleichung  (a)  eine  leicht  auszosprechende  geometrische  Bedentong  hat. 


Vertauelning  der  DoablUbigig  VertoderlieheD. 


51 


l 


^  f 


{ 


und  vermöge  der  Gleichungen  (a)  und  (.V)  kann  man  ^>  u-j?  o  i^  •  •  •  •  •  • 

durch  ^-,  a  T»  ü~»^  •  •  •  •  ausdrücken. 

rV.  Endlich  ist  es  möglich,  dass  man  statt  y  selbst  eine  neue  abhängig 
Veränderliche  einführen  will.     Dadurch  ist  jedoch  der  Gang  der  Rechnung 
keineswegs  erschwert,  wie  wir  an  folgendem  Beispiele  sehen  werden. 
Man  soll  statt  x  und  y  die  Grössen  r  und  o>  einführen ,  so  dass 

x  =  rco8fl»,  T  — rsina», 
und  r  als  abhängig  von  oo  angesehen  werde.     Man  hat  hieraus: 
\^_x      b  r  ' .        8*x 

8. 


=  -  -  cfiS« —  rsm«. 


8»r 


=  - — .  cos  €0 


^  '  -  Sin  Q> 


rcostt.  . 


8«  8«»      8«» 

8y      8r  .       ^  8'y      8»  r  .       ^^8  r 

— ^  =  r~  »inÄ-t-rco»«»,  r — 1=  -    jSin«-i--^    —cos«  —  rsin*» 


8tt'      8m' 


da 


so  dass 


8x 


8r  .         , 

—   sin  «9  +  r  cos» 

8«  '        

er 

^—eotm —  rsino» 

8 

8r 

-  -   COSÄ 


)r8*r  .        ,  „ö  r  \ 

I    -      sinto+2  --  cosüi  —  rRin«  1 
VC«  ctu  J 


?1? 
8x« 


(I 

— .1  r— sinto  +  rcos«  \\  ^.    .cos« — Z 

?87 

I  ,::^ — cos« 

V8» 

'+^l8-iJ-^8-;r« 


8  r 


8in<i>  —  rcosw 


) 


-)■ 


I  -—COS«  —  rsin»  I 
V8«  ß 

AUo  wenn  wieder  in 


[•+(H)J 


=  -!-■--_. 


8^y 

äx» 


(Tir  X  und  y  obige  Grössen  r  und  cu  cinzufTihren  sind : 

3 

1^ 


1  + 


I  -  -  «111  Ol  -f-  r  cos  09  I 
V8«  J 


=  -f  !^-. 


r8  r  .      ^ 

V.8«  7 


8»r 


i^8r  .      ^» 

I  — -  coso — rsina»  I 
V8»  J 


=  -f 


'        8»r' 


Anm.  In  der  analytischen  Geometrie  bilden  r  und  a>  bekanntlich  die  Polarkoordinaten, 
imd  der  eben  angegebene  Ansdrack  bestimnit  also  den  Krammungshalbmesser  dnrch  diese 
Koordinaten. 


4* 
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U«r  MM-Laurin'iche  Lehrutc. 


Dritter  Abschnitt 


Die  Theoreme  von  Taylor,  Mac-Laurin,  Bi'irmann  und  Lagrange. 

§.  15. 
Wir  wollen  in  dem  allgemeinen  Satze  (A)  in  §.  13.11.  F(x)  =  x" 
setzen,  so  ist  F'(x)  =  (n  +  l)x',  F"(x)  =  (n+l)nx"~*, ...,  F'(x)=(n+1) 
n...2x,  F'"^*(x)  =  (n  +  l)n....2.1,  so  dass  F(0)=F'(0)  =  ...=r(0) 
=  0,  nicht  aber  F  (0)  =  0,  ferner  das  konstante  F*  (x)  immer  dasselbe 
Zeichen  hat  (n  ist  positiv  ganz).  Ist  also  f  (0)  =  f  (0)  =  . . .  =  f'(O)  =  0, 
f      (x)  stetig  von  x  =  0  bis  x  =  h ,  so  ist 


!:i>L,,„.' 


f       (h') 


h""*"*      1.2..(n+l)  1.2..(n  +  l) 

Da  hier  h^  zwischen  0  und  h  liegt,  so  kann  man  (wie  in  §.13.111) 
h' r=:0h  setzen,  wo  6  zwischen  0  und  1 ,  und  hat  also 

oder  wenn  man  x  statt  h  schreibt : 


f  W  =  V 


f     (ax) 


1.2... (n+1)' 

immer  unter  der  Voraussetzung ,  es  seyen  f(0)  =  f  (0)  =  ....  =  f"(0)=0, 

und  f"     (z)  stetig  von  z=:rO  bis  z=x.     Man  setze  nun,  wenn  g>(x)  eine 

beliebige  Funktion  von  x,  sodass  y(0),  y'(^)»-"»y*(^)  endlich  undy*^\i) 
dess^leichen  endlich  und  stetig  von  z==0  bis  z=^x: 


f  (x)  -  ,.  (x » -  v(0)  -  y  9'(0)  -  ~  »>"<0) 


""    /(O). 


alsu 


f  (X)  =-.  ^'(x)  -  ».' (0) — ^  ^^"(0)  — 


1.2. .n  —  1 

n— 1 


1.2..D 

»"(0>, 


f '  (x)  =  9"  (x)  -  v'"(0)  -    -%>(0)  - . . . .  -  — ' ^'(0; , 

I  \  ,A,.  n— Ä 

f"(x)  =  /(x)-/(0), 
endlich  f   '    (x)  ^ ».       (x), 

so  wird  f  (x)  alle  obigen  Bedingungen  erfüllen  und  man  hat  also 

1  l.A  l.-6..n  1.2...n-J-I 

oder  wenn  man  für  g)  das  gebräuchlichere  Funktionszeichen  f  wieder  einfährt: 
welcher  Satz  der  von  Mac-Laurin  heisst.     Man  setzt  also  dabei  voraus« 
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seyen  f(0),  f  (0),...,  f^iO)  endlich,  und  f'"'"*(2)  endlich  und  stetig  von 
=  0  bis  z  =  x;  9  liegt  zwischen  0  und  1. 

Man  setze  hierf(x)=F(a-f-x),  so  ist,  wenna-(-x  =  u,  also  — -  =  1 :  P  (x) 
8I^i)«?=F'(u)=F(a+x) %)  =  f  (x)=F"(a+.x);  f+'(®^) 

Ott  0«  g^ 

F-^^Ca+öx^und  f(0)=F(a),f(())=FXa),...,  f  (0)  =  F'(a),  mithiDt 
sr  wenn  man,  wie  dies  so  herkömmlich  ist,  x  für  a,  h  für  x  schreibt: 

vorausgesetzt  ist,  es  seyen  F(x), — ,  F"(x)  endlich,  und  F"'^*(x-(-z) 
ftig  von  z  =  0  bis  z  =  h.  ♦  Die  Grösse  ©  liegt  zwischen  0  und  1 ,  und 
'*'*(x-|-©h)  wird  aus  F*"^*(x)  erhalten,  wenn  man  x-j-0h  fftr  x  schreibt, 
'ergleiche  auch  §.  50.  XI.) 

Dies  ist  Taylors  Lehrsatz. 

Es  lassen  sich  diese  Sätze  auch  unter  etwas  verschiedener  Form  dar- 
^llen.     Man  setze  nämlich  in  der  Gleichung  (25)  des  §.13:  h-4'Z  =  2S 

io  h  =  a  —  z,  so  ist 

F(a)  =  F(i)+(a-i)F'[i+Ö(a-»)], 
nn  F'(a-f-u)  stetig  ist  von  n  =  0  bis  u  =  a  —  z.     Man  setze  nun 

F(«)  =  fW+(a-«)f(i)  +  ^^f:|^V'(«)+....  +  ^-^^ 

1.2  I . . . D 

.  _  ,»-1 
i«t  F'(i)  =  r(.)-p(.)+(»-«)f'(i)-(«-i)f'(i)-+-...+55 — ^^^  -r'(,) 

I ..  .n —  1 
i...n  —  1  i...n  i...n 

d,  damit  F'Cz-f-u)  stetig  sey  von  u  =  0  bis  u==a  —  z,  genügt  es,  dass 
^^(z-j-ii)  u^  dieser  Lage  sey.     Hieraus  folgt: 

F(a)  =  f(a),  P[.+e(a-.)]=  &^:^^f^^y-f'^'[«+e(a~z)] 

1 . . .  .n 

=  K'-.^><'-'>JV+'r,+e(»-z)j. 

1 . .  .n 

i  mithin  f(a)^f(«)+(a-E)r(x)  +  ^,^r(z)4-....  +  ^V-^''<«> 

I  .z  1  ..n 

1 . . .  n 

Setzt  man  a  =  z-j-h,  so  ist 

-»-h)=f(.)+hrw+,!!^r(.)-f  ...+-^f%)+*'  ,  '';     f'+'d+eh).  (m 

l.Z  l...n  i...n 

•  Ipt  F       (1)  stetig,  so  sind  es  auch  f"(x) F(x)  ($.  1),  so  dass  die  letzte  Be- 

igvDf  genügt,    ^'atarlieh  ist  dabei  eine  stetige  Funktion  aneh  endlich. 


• 
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worin  r""^*{z  +  u)  stetig  seyn  muss  von  u  =  0  bis  u  =  h.     Setzt  man  hier 
z^=0,  h  =  x,  so  ist: 

wenn  f ""^^  (u)  stetig  ist  von  u  =  0  bis  u  —  x. 

Die  Formeln  (26)  — (27'),  in  den©  immer  eine  zAvischen  0  und  1  ent- 
haltene Grösse  ist,  unterscheiden  sich  nur  durch  die  Form  des  letzten  Glie- 
des—  Jes  sogenannten  Ergänzungsgliedes.  Gesetzt  nun,  dieses  Er- 
gänzungsglied verschwinde  mit  sehr  grossem  n,  d.h.  die  Gränzwerthe  von 

!,■+' f-+'(,4.eh)  (i-e,V+'f"+W»h)  x'+'f'+'(9.)  (i-e)'x-+'f'+'(e„ 

1.2...n-|-l       '  1.2...n  '    1.2...n+l   '  1.2... n 

seyen  Null ,  so  folgt  ans  (26)  und  (27),  oder  (26')  und  ( 27') : 

f(x+h)  =  ffx)+yP(x)+  i--2'"W-t-77|-3 '•(»>+ <28) 

f(x)  =  f(0)+Yf'(0)+^f"(0)  +  y^f'(O)-r (2Ö) 

wenn  beide  Reihen  ins  Unendliche  geführt  werden. 

§.  16. 
Wir  haben  so  eben  gesehen ,  dass  unter  gewissen  Voraussetzungen 

f(x)  =  f(0)  +  yf(0)  +  ^r(0)4-y-^f»(0)+ 

•   Betrachten  wir  nun  aber  die  hier  vorkommende  unendliehe  Reihe,  so 
hat  sie  die  Form 

So+«kx+a,i*+a,x»+ -f-a«x»  + (a) 

worin  a^,  a,,  a,, . . .,  n«, . . .  gewisse  endliche  Koeffizienten  sind.  Diese  Reihe 

ist  bekanntlich  konvergent,  d.h.  hat  eine  endliche  Summe,  wenn  Gr.  -^-^  x 

für  ein  wachsendes  n  kleiner  als  1  ist.  *   Bezeichnen  wir  diese  Summe  durch 

*  Gesetzt  man  habe  die  unendliche  Reihe 

"o+^t  +  "2  + +"«  +**»+<  + 

und  es  8ey  der  (positiv  genommene)  Werth  von  Gr.  -   -  kleiner  als  1 ,  so  wird  für  ein  grosses 

n 

"m-f  1                                                                                                            '*iii+2  ^       °m+8 
m  also <^a  sein  können,  wo  noch  a<l  ;  dessgleichen  dann <a, <«,.... 


u 


m 


"m-l-l  -  "«+2 


"~  <[«•     Multiplizirt  man  alle  diese  Ungleichheiten,  so  ist       „ '~  "^C  «       «        d.  h. 
m-fr 


u 


"m-fr  <  «  "m-     Demnach 


»m« 


<'  u   -|-  u   +  .  .  .  +  u„  + 

so  dass  also  u  4~ u.  "h  •  •  •  c>ine  endliche  Summen  hat  Wir  haben  dabei  stillschweigrend 
alle  Glieder  positiv  yorausgesetzt.  Wäre  dies  nicht  der  Fall ,  so  würde  die  Behauptung  dann 
nur  um  so  eher  richtig  seyn. 

Wäre  Gr.  ^  1 ,  so  würden  die  Glieder  der  unendlichen  Reihe  schliesslich  wachsen. 
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y,  so  ist  natSrlich  y  eine  Fanktion  von  x,  und  zwar  eine  stetige  Funktion. 
Denn  es  sey  Jn  klein  genug,  dass  auch  noch  Gr.  -^ (x  +  JtC)  <  1 ,    was 


»a 


man  sicherlich  annehmen  darf,  so  ist 

milhiB         ^y  =  a,[(x+Jx)-x]  +  a,[(i  +  -4x)*     x'J  +  ...+a,  [(x-h  Jx)».-x»  ]+..., 
Jy__     [(x+Jx)~x]         [(x+^x)»-x»J  .                [(a+Jx)»-x-J  . 
j  — »t ji -+•. 3i +...4-a» ^^-  4-.;.. 

und  da  (§.5.  I): 

zfx 

SO  i:$t  hieraus  bei  abnehmendem  J\  (§.  2) : 

-^  =  a,  +2a, x+3a, x»-|- +  na„  x»-«  -f- (b) 

C  X 

Nun  ist  aber 

da   Gr.  I  1  -j — J  =  ^ »  *^s^  ^*  letztere  Grösse  <  1 ,  so  ist  auch  die  Reihe 

(b)  konvergent,  d.  h.  --  endlich,  mithin  y  eine  stetige  Funktion. 

Haben  wir  aber  für  y  eine  Funktion  F(x)  von  x  gefunden,  die  stetig 
bleibt,  so  lange  die  Reihe  (a)  konvergent  ist,  oder  eine  Summe  hat,  so  ist 
eben  diese  Funktion  immer  die  Summe  und  es  kann  nicht  z.  B.  von  x  =  0  bis 
x=a  die  Summe  y  =  F(x)  und  von  x  =  a  bis  x=/?  die  Summe  =  t'(x)  seyn, 
wo  f(x)  eine  andere  Funktion  von  x  ist  (und  die  Reihe  eine  endliche  Summe 
hat  von  x  =  0  bis  /?,  ß>d).  Es  lässt  sich  dieser  (wohl  an  und  für  sich 
klare)  Satz  in  folgender  Form  beweisen.  Sey  also  angenommen  von  x  =  0 
bis  x  =  a:y=:F(x),  so  wäre  F(x)  der  Werth,  dem  sich  die  Summe 

ao+ajX+a,x*+ +a„x» 

mit  wachsendem  n  nähert,  während  von  x  =  a  bis  x=/9  dieser  Näherungs- 

werth  =  f (x)  seyn  müsste.    Nun  ist  a^-|"*i^~i~*i^  "h "I~*n^"»   ^^ 

natürlich  die  Koeffizienten  ein  bestimmtes  Bildungsgesetz  befolgen ,  als  eine 
endliche  Reihe,  immer  dieselbe  Funktion  von  x  und  auch  n,  was  immer  x  sey, 
und  wenn  man  in  dieser  sich  immer  gleich  bleibenden  Funktion  n  grösser 
werden  lässt,  so  wird  also  auch  immer  dieselbe  Funktion  von  x  zum  Vor- 
schein  kommen,  wenn  überhaupt  ein  endlicher  Werth  erscheint.  Demnach 
können  f(x)  und  F(x)  nicht  zwei  verschiedene  Funktionen  seyn. 
Legen  wir  uns  nun  die  unendliche  Reihe 

f(0)+yf'(0)  +  ;j^f''(0)  +  j-|^f»(0)+ (c) 

vor,  und  sey  dieselbe  konvergent  von  x  =  0  bis  x  =  k,   wo  natürlich  also 
f(0),  f  (0),  f"(0),  ....  endlich  seyn  müssen,  so  behaupte  ich,  die  Summe 

nod  es  konnte  ako  Ton  einer  endiicheo  Summe  nicht  die  Rede  seyn.     (Vergl.  nGnindxage** 
S.  22  ff.) 


56  Sanune  der  aneudlichen  li[ac-Laiirio*iich6ii  Reihe. 

dieser  Reihe  sey  gleich  f(x)  von  x  =  0  bis  x  =  k,  immer  unter  der  Voraus- 
setzung ,  f  (x)  sey  eine  stetige  Funktion  von  x  =  0  bis  x  =  k. 

Denn  für  kleine  x  ist  sicher  f'"^*(dx)  nicht  viel  verschieden  von  f*^*(0), 

ist  also  endlich;  mithin  wird  die  Grösse  ^-r-^ -r-^-  für  ein  grosses  n  und 

kleines  x  selbst  sehr  klein  seyn ,  so  dass  also 


^-    1.2...ni-l    =  «•  '"'"  "'• üTTn =  ""  <*•> 


und  mithin  nach  (29) 


X    ,    ,_  l' 


f (0)+  j-r(o)+  j- 2f"(0)+ =  f(i)  (30) 

Diese  Gleichung  ist  allerdings  nur  für  kleine  x  bewiesen.  Allein  da  die 
Reihe  (c)  konvergent  ist  von  x  =  0  bis  x  =  k,  und  also  ihre  Summe  dieselbe 
Funktion  von  x  ist  von  x  =  0  bis  x  =  k,  so  muss,  wenn  sie  einmal  von  x  =  0 
an  gleich  f(x)  war,  dieselbe  immer  =  f(x)  bleiben.  Es  gilt  demnach  die 
Gleichung  (30)  so  lange ,  als  die  vorkommende  unendliche  Reihe  konvergirt. 

Setzt  man  f(x)  =  F(z-f-x),  so  ist  (§.  15): 

F(2)-hy  p(i)+~  F"(z)+ =F(x-Hi), 

oder  wenn  man  x  für  z ,  h  für  x  schreibt : 

F(i)-HyF'(x)  +  y^F"(x)+j-^3FMi)+ -F(x  +  h),  (31) 

ebenfalls  so  lange  giltig ,  als  die  unendliche  Reihe  konvergirt. 

Es  folgt  hiemit  auch,  dass  die  Gleichung  (d)  richtig  seyn  muss,  für  alle 
X,  tür  die  (c)  konvergent  ist,  oder  (30)  gilt;  eben  so  muss 

seyn  tür  alle  x  und  h,  für  die  die  Gleichung  (31)  richtig  ist. 

A  D  m.   Der  wichtige  Satz  (30)  ist  yielfacli  bestritten ,  dennoch  aber  unzweifelhaft  richtig. 

-(-)' 

Cauchy  namentlich  glaubt  ihn  thatsAchlich  dadurch  zu  widerlegen ,  dass  er  f  (z)  =  e        * 

i  _i 

setzt.     Alsdann  wäre  (iJ.  6) :  f  (x)  =  -y  e     *' ,  f"  (x)  =  -^ -  \   '  '  e     *' und  (Ür  x  =  O 

__  1 

werden  die.ce  GrtfK8en  dann,  wegen  e      ^  =  0  die  Form  --  annehmen,  die  zwar,  wie  wir  $.22 

sehen  werden,  so  lange  Null  ist,  als  in  f  (x)  die  Zahl  n  es  ist.  aber  nicht  mehr,  wenn  n  un- 
endlich gross  wird.     Man  kann  also  in  diesem  Falle  die  Reihe  (30)  gar  nicht  anwenden ,  und 

es  folgt  hieraus  keineswegs,  wie  Cauchy  meint,  das  unrichtige  Resultat  e     *'  =  0. 

§.17. 

Die  Resultate  der  vorhergehenden  Untersuchungen  setzen  uns  in  Stande, 
beliebig  viele  unendliche  Reihen  zu  summiren,  wobei  wir  jeweils  die  Richtig- 
heit der  Gleichungen  (d)  und  (d')  thatsächlich  nachweisen  wollen,  vorher 
jedoch  noch  das  Folgende  bemerken.     Setzen  wir  eine  der  Grössen 
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1.2.., n  +  l   •  1.2...n  '         1.2...n+l       '  i~2...n 

gleich  y  (n) ,  so  wird  .  fn  -i-  n 

Gr.  f>{n)  =  0,  wenn  Gr.  ^^^~<l.  (e) 

Denn  dann  bilden  die  (positiv  genommenen)  Grössen 

»(0),  »>(1).  9(2) 9(n),  »>(n+l) 

nothwendig  eine  konvergente  Reihe  (§.  16,  Note),  und  es  muss  also,  je  weiter 
man  in  derselben  vom  Anfang  geht,  das  betreflfende  Glied  unbegränzt  ab- 
nehmen (y(m-|-r)<a'y(m)  seyn),  so  dass  Gr.  y(n)  =  0. 

I.    Sey  in  (31)  F(x)~x',  so  ist  (§.  9)  F"(x)=:rin(m— l)...(m  — n+l)x"~' 

mm    ■— 1.    .  in(m— 1)   «~a,,  ,  m(ni  — ))(in  — 2)   m-3  /    i  .  v« 

also      X    +yX        h-\ j72  -  X       h»H ^ — ^-^ 'x       h*-h  •  •  •  •  =(x+h)    . 

so  lange  die  Reihe  konrergirt.     Verglichou  mit  den  Formeln  in  §.16  hat  man  dess- 

halb  zu  suchen: 

ni(ni  —  1)  . . .  (m  —  n)   m  — (n-f-i)    n-fi 

1.2...n4-l  ,,     m  — n   li        ^     ^m+l       ,"V  h  h 

Gr.— -1- -— =  Gr. ——p  -   -=  Gr.  (-"cT  — *  I     =-     • 

in(in — 1)  . . .  (m  —  n-|-l)   m— n  u  n-|-l    x  vn  +  l        Jx  x 

r2":.T;i        x    h 

so  dass,  so  lange  der  (positiy  genommene)  Werth  von     -  unter  1  ist,  obige  Formel 

gilt.  (Ist  freilich  m  eine  positive  ganze  Zahl ,  so  ist  die  Reihe  endlich  und  gilt  die 
Formel  unbedingt.     VergL  §.  10.  I.) 

Dasselbe  Resultat  kann  man  aus  (27')  schiiessen.     Denn  gemäss  dem  Satze  zu 
Eingang  dieses  §.  ist  hier  für  f  (x)  =x'^ 

n-fi   n+2   n-f2 

(l-e)h  in(m-l) . . .  (m-n-  l^x+eh)""^'"*^"      „    ,,     «,      h        m-n-l 
'  m(m — 1) . . .  (m  — n)(x-|-wh)  *  ' 

__     (i—B)hf  m      ,^       (1— e)h         1  — e   h 

^—  VI  ■  •  ' 


V.n+1         J  X 


x+eh    V.n-l-1         J  x-\-0h  ,    ,  ^h    x' 

1  -pty  — 

X 

Sey  nun  —  > 0  und  <  1,  so  ist  1  -f-       >  1  —  ^,  also  dieser  Quotient  <  1 ; 

^    ist  aber  —  zwischen  0  und  —  1 ,  so  ist  immer  noch  —  S  -    weniger  als  f) ,  so  dass 

,   eh  ^     '  .  h 

1  -|-     -  noch  ^1  —  ö  und  mithin  dasselbe  gilt.     Also  wenn  —  zwischen  —  1   und 

^-1  liegt,  gilt  die  Gleichung  (28),  d.  h.  unsere  obige  Formel. 

II.    Sey  in  (3I)F(x)  =  l(x),  also  §.9:  F'(x)  =  ~.  F"(x)=— ^,,...  so  ist 

*^*^+T""2  x~'+3"x»"Tx*^-      --Ki  +  h). 
Was  die  Konvergenz  dieser  Reihe  anbelangt,  so  ist 

1   h"+* 


n+l     •+! 

Gr. = 

1       h" 

Gr.     1,    '•  =  '• 
n  +  l   X        X 

"      ," 
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h 
also  gilt  obige  Formel ,  wenn  —  zwischen  —  1  und  -f- 1  liegt.    Dasselbe  ergibt  sich 

aus  (27').     Denn  es  ist  f       (x-f-öh)  =H '■ —    '  .  .,  also  nach  Eingang  dieses  §.: 

(x+eh)"^ 

v(n+i)    _  Ojrj^V"^'  (x+eh^'^'     ^  (i-e)      (i-e)h 
*<">  (x+eb)'+*     (i-e)V+*        *+«••       *+®»' 

woraus  dasselbe  wie  iu  I.  folgt. 
Für  X  =  1 ,  h  =  x  ist  hieraus 

l(l+x)  =   X  --^1*+  J  X*  -  |x*+ .,  x'<l. 

111.    Sey  in  (30)  f(x)r=e*.  so  ist  f(ü)=f  (0)  =  r(0)  ^ =1,  also 

J  ^1.2^1.2.3^ ~®  • 

Da  _"+* 


x°  "  +  ^ 

1.2..D 

so  ist  diese  Reihe  immer  konvergent,  gilt  also  für  alle  x.     Dasselbe  folgt  aus  (26), 

n+i  ex 

X         6 

<*i*  r-^ TT  tür  n  =  QO  sicher =0  ist. 

I.2..n4-1 

IV.  Für  f(x):=sinx ,  f(x)=cosx  zieht  man  eben  so  aus  (30) ; 

'-0+1:^3:4-1^+ ••••  =*»"• 

was  auch  x  sey. 

Aus  III.  folgt  leicht,  dass 

ax      ,   ,  ax   ,  a'x*  ,     a*x*     , 

*    ='+X+"'iT2+ 7:2:3  + 

und  wenn  man  hier  a  =  i  =  V  —  1  setzt  und  beachtet,  dass  i'=: — 1,   i'  =  — i, 

= '  -1:2+174-  ••••  +  '  L  r-T:2T+r:r5-  •  •  •  J=<=»"+""»«. 

woraus 

n      /   ix\n         nix  .  n 

(cosx  4"  J^inx)  =vo    /   =©       =C08(nx)4-i8in(Dx);  (cosx — isinx)  =co8(dx) — i8iB(nx). 

n  a 

/  /^ö  y^  8  y 

V.  Sey  y=arc(sin=:x),  I   '  -  I    der  Werth  von  — -  für  x=0;  alsdann  folgt 

vex-^'o  8x 

aus  §.  10.  V  für  x  =  0: 

Nun  ist  Q~^  =1,  Q^Q    =  0;    also    für   n  =  4,  6,  8,...:  (^^)   =0, 

2n 

G"xOo  =  ®'"'(^  »0   =0;  ferner 


i: 

e 


—  K  al  >f 


'ß-t  a 


'1 


\ 


u-  .  '. 
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vonuu 

UDd  mithin  wenn  in  (30)  f(x)=yr=arc  (sin  =  x): 

arc(^  =  x)=  ; +-l^,  +  l!:l!+3''-S*-V 

'      1   ^  1.2. 3^1. ..5^    1...7    ^ ^ 

1  "^  2    3  "^2,4  5  "^2^476   7  "*" 

welche  Reihe  konTergirt  für  x'  <  1. 

Eben  so  ist  aus  §.  10.  VI  für  y=r  arc  (tg-=x) : 

woraus  dann  leicht  folgt : 

(Weitere  Untersuchungen  über  alle  diese  Reihen  finden  sich  in  meinen  „tJriir 
lügen'*.) 

Wir  föhren  schliesslich  noch  den  folgenden  Satz  an  : 
Wenn  die  Summe  der  unendlichen  konvergenten  Reihe 

ao+a4x4-a,x*+ 

gleich  f(x)  ist,  so  ist  ao  =  f(()),  a,  =f  (0),  a,  r^  ^'-^^\  a,r=  j^,  .  .  . 

Denn  da  a„H-aiX+a,x*+a,x'-|- =f(x), 

»ist  at+2a,x-H3a,x*+ =f(i), 

2.1a,+3.2a,x-h =f"(x), 

3.2.1a3+ =f'(x), 

woraus  filr  x=0: 

a„  =  f(0),a,  =  f(0).2.1a,  =  f'(0).3.2.la,  =  f«(0) 

was  unsere  Behauptung  rechtfertigt. 

§-18. 

Die  Formeln  des  §.15  dienen  nun  noch  zu  einem  andern  wichtige 
Zwecke.  Man  ist  nämlich  mittelst  derselben  im  Stande,  die  Fehlergrän^ 
zu  bestimmen ,  wenn  man  die  dortigen  Reihen  bei  einem  bestimmten  Gliec 
abbricht.     Setzt  man  nämlich 

f(x+.b)  =  r(x)+yf  (x)+j^r(x)^  ....  +  j-~;f"  (x),  (a) 

so  ist  der  begangene  Fehler  =  i  2  n4-l^  C^  +  ^^O»  ""^  ^'^nn  man  de 
grösstmöglichen  Werth  dieser  letzteren  Grösse  ermittelt,  oder  überhau| 
einen  Werth,  der  grösser  ist  als  dieselbe,  so  ist  der  begangene  Fehler  sichei 
lieh  kleiner  als  ^diese  so  erhaltene  Grösse.     Aehnlich  verhält  es  sich  m 

1  2    n+1^      (®*)t  ^enn  man 
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n 


f(i)  =  f(0)+^r(0)+-i^f'(0)+. ...+— f— -f'(0)         n>) 

setzt     Wir  wollen  dies  an  einigen  Beispielen  erläutern. 

I.  Scy  in  der. Formel  (a)  f(x)r=x",  also  f"(x)=ni'in— l)...(m  — ii-j-l)x'*    *• 

f       (x-|-^lj)=ni(ni  —  I)...(m  — n)(x-f-^li)"~"     ,  so  ist  wenn  man 

.    ^^.v«         m    i    m    m— 1         m(m— 1)    m— 2   2               in(iii— 1). .  (m — n-(-l)   m— «    a 
(x  +  h)     =x    +--X       h+     -j-^-x        b    +..  + j-^— ^^ X         h   (e) 

setzt,  der  begangene  Fehler  gleich 

1.2...n+l— *^       (x  +  eh)  =      1.2.. .n+l      <'+®*^^    IrFehJ       " 

In  jedem  einzelnen  Falle  wird  es  leicht  seyn ,  Gränzen  für  diese  letztere  Grösse 

anzugeben. 

Sev  z.  B.  m  =  —  1 ,  n  =  1 ,  also 

_1  1  _  h 

x-j-h       X        x'' 

1        /-      h      ^»  h* 

so  ist  der  begangene  Fehler  =      ■  ^.   I      ,  q.-  I   =  t^  «h)'*  *^  d»s8,  wenn  x  und 

h  positiv  sind,  derselbe  sicherlich  kleiner  als  ,  ist.  Sind  dagegen  x  und  h  ron  rer- 
schiedenen  Zeichen ,  aber  immer  der  Werth  von  h  geringer  als  der  von  x ,  so  ist  der 
begangene  Fehler  kleiner  als  /-n^Txa-  I'ür  x=l  und  h>0,  ist  der  begangene 
Fehler  also  kleiner  als  h',  d.  li.  wenn  man  < 

setzt ,  so  fehlt  man  nicht  um  h'.  (Es  wird  von  diesem  Satze  namentlich  vielfiaehe 
Anwendung  gemacht.) 

Sej  m  =r  — ,  nr=:l ,  so  ist  wenn  man  setzt 

VrFh=vx+--*!^. 

rV/x 
der  begangene  Fehler  gleich 


-Kt-0<«+««-'C-^)'=-^- 


v'(x+eh)*'~* 


1.2 

Ist  nun  X  sowohl  als  h  positiv,  so  ist  diese  Grdsse  (ihrem  absoluten  Werthe 

r— 1        h* 
nach)  geringer  als  -g— ,- .  -^—  — - ,  so  dass  man  also  nicht  um  diesen  Werth  fehlt ; 

h 
ist  aber    -<^0,  jedoch  seinem  Werthe  nach  unter  1 ,  so  ist  der  Fehler  geringer  als 

r~l  h» 

^(x+h) 
Für  x=l,  h>0  ist  also 

Wl+h)-l  +  ^ 

und  der  dabei  begangene  Fehler  ist  kleiner  als  -„-^h^   (wo  übrigens    1  -f-  —     zu 

h' 
gross  ist).     Für  r  =r  2  ist  V  ^  1  + 1>)  =  1  +  i*»  ««<*  <ler  Fehler  kleiner  als  g-.  Dar- 
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aus  folgt  bekanntlich  die  Kegel,  dass  wenn  man  au«  einer  Zahl,  die  mit  1  als  Ganze 
anlangt  und  dann  halb  so  riele  Nullen  enthält,  als  man  Dezimalstellen  in  der  Wur- 
zel haben  will,  die  Quadratwurzel  auszuziehen  hat,  man  sie  nach  der  obigen  Kegel 
finden  kann.     So  ist  z.  B.  auf  8  Dezimalstellen  genau : 

Vl'0000734e  =  1  +  4  000007346  =  1-00003673. 
Denn  der  hiebei  begangene  Fehler  ist  kleiner  als 

0-00007346*      .      .00001»  1 

—8 ^•*"<-8"~<8VlO'' 

und  da  dies  kleiner  als  i^,,  so  ist  also  der  Fehler  kleiner  als  eine  Einheit  der  achten 

Dezimale  (in  unserem  Falle  kleiner  als  eine  Einheit  der  neunten  Dezimale). 

1 1  1 

Für  r=3  ist  Vl  +  h=l4-  «  h  und  der  begangene  Fehler  kleiner  als  ^h'. 

Daraus  folgt  dieselbe  Kegel,  wie  so  eben.     So  ist  auf  6  Dezimalen  genau 

1/1-000628  =  1-^  l  0000627  =  1-000209 , 

denn  der  begangene  Fehler  ist  kleiner  als  ^  0*000628*  d.  h.  <  -^  C^q%J  <J  jqs 

<C  |~^c.    Eben  so  lassen  sich  sehr  leicht  die  folgenden  nützlichen  Kegeln  beweisen : 

Behält  man  von  einer  ganzen  Zahl  mehr  als  die  llälfte  der  ersten  Ziffern  und 
ersetzt  die  übrigen  durch  Nullen,  so  wird  die  Quadratwurzel  aus  letzterer  Zahl  nicht 
um  1  Terschi(*den  sevn  Ton  der  Quadratwurzel  der  erstem. 

Ganz  dieselbe  Kegel  gilt,  wenn  man  „Hälfte"*  und  „Quadratwurzel  durch 
^Drittel**  und  „ Kubikwurzel^  ersetzt. 

Ist  a  die  erste  Zahl,  u  die  zweite,  so  ist  a  =  K^(a  —  n)  und  wenn  man  in  (c) 

X  =r  « ,  Ji  =  a  —  u  setzt ,   ferner  m  •=    ö  »    n  =  0 ,  so  ist  für  V  a  =.  1/  «    der 

begangene  Fehler   gleieh    ]  t"  +  ^(•"«^J^  t+eV-^)]  =2r[«T»(^«)] 

1  a  —  cc 

d.  h.  da  a  —  a>0,  dieser  Fehler  ist  kleiner  als  «  ",    "  •     J^*  ""w  a  —  «  nicht  die 

2  V  « 

a  —  a 
Hälfte  der  Ziffern  von  a,  d.  h.  auch  von  «  enthält,  so  ist  immer  öV^  unter  1 ,  was 

9999  ^ 

unsere  Behauptung  rechtfertigt  (da  z.  B.  oi/inonooüÖÖ  "^^  ^  ^* 

SS  1  1 

Für  den  Fall  der  Kubikwurzel  ist  bei  Va  =  V«  der  Fehler  gleich  ^  [«-f-^(a— a)^ 

— rsz \  =  'ä  ~i ,  also  kleiner  als  ö" -^; —  und  da  a  — «  nicht  2 

Drittel  der  Ziffern  von  a  oder  a  enthält,   so  ist  diese  GrOsse  unter  1  (zum  Beispiel 
99999' 

3V 10000000» 

So  werden  V  835472532   und  ^835470000  nicht  um  1;  V325-734825  und 

V325-730000  nicht  um  üOOüOOl  verschieden  seyn  u.  s.w.  ♦—  Will  man  nach 

1^  13 

*  Daraus  folgt,  dass  wenn  man  V^ ^    auf  5  Dezimalen  genau  haben  will,  man-^  blos 

aof  5  Dezimalen  zu  entwickeln  brauche ,  und  die  Übrigen  durch  Nullen  ersetzen  kOnne ;  das". 

S    9K51  9^^ 

um  "W'  -r-  auf  5  Dezimalen  zu  erhalten,  man  blos  bis  auf  4  Dezimalen  zu  entwickeln 

brauche  n.  s.  w.     (ICan  vergleiche  hierüber  auch  die  Einleitung.) 


t)2  Anwendung  auf  nAhemngsweise  Berechnung. 

diesen  Formeln  genüherte  Werthe  berechnen,   so  ist  dies  sehr  leicht.     Soll  z.B. 
i  1  -  . 

'      V25  berechnet  werden,  so  setze  man  in  (c)  x  =  27,  h:=  —  2,  m-— =-^,  und  hat 

'«.      /^      «4       '«>,      2         1  1.2        4  1.2.6        8 


=^3  - 


1/27«      ''•"  V27»  ^27' 

2      1        14        5       8 


.1 


3      9        9  •  243      81*  6561  * 

1  .  1.2.5.8 

während  der  begangene  Fehler  (ra=-x-,  n=3,  x=27,h=: — 2) gleich  —  8.6.9,f2     \ 

.1  /     __2      A*  .  1 .2.5.8 

V27— -20  I  öiy n^  I  f  also  negfativ  i.st;  derselbe  ist  sicher  kleiner  als  ^   ^   g  |2 

V27  .  f~\  =0-000006.     Nun  ist 

I  .  -1  -  =  007407407 

^.  _^_  =000182898         3—007597831  =2*9240217,  während 
9      243 

ö^,  •  ä^^  =  000007626        V25  =  2-9240177.  Differenz  =  0000004  <0-000006. 
81    bool 

007697831 
II.    Sey  in  der  Formel  (a)  f  (x)=logx,  wo  wir  unter  dem  Zeichen  log  die  Lo- 
garithmen fiir  die  Grundzahl   10  verstehen  wollen.     Alsdann  ist  (§.  4^  III)  f  (x) 

==: log e  — ,f ' (x)  =—  löge  -j ,  .  .  .  f°  (x)  =  ±    '    '"  J^ löge,  so  dass al«o,  wenn 


X 

n 


log(x+h)  =  iogx+Ioge[|—  ^,+  ^.-- +  -!4]  (d) 

.«+1 

gesetzt  wird,  der  b«ffanGreno  Fehler  =:+  loee rrr  »eyn  wird.     Füt 

(n  +  l)(»+eh)  ^ 

den  Fall  natürlicher  Logarithmen  ist 

nz 

mit  dem  Fehler  -f — rr.     Wir  wollen  hier  nicht  darthun ,  in  welcher 

(n+lXx+eh)'''^* 
Weise  mittelst  dieser  Formeln  die  Logarithmen  berechnet  werden  können,  sondero 
nur  die  Genauigkeit  der  gewöhnlichen  Interpolation  dadurch  beweisen.     Setzt  maa 
X  r-na  und  nimmt  h<C  1 ,  «o  folgt  aus  (d)  fiir  n=  1 : 

,     /     I  i\      1            •           h       löge         h* 
log(aH-li)  — log a  =  löge  . 


a         2     (a+eii)-* 

log(a  +  l)-loga  =  loge  .  |  --'f  ^ä+W*' 
wo  S  und  ^1  zwischen  0  und  1  sind.     Ist  nun  a  eine  ganze  Zahl,  so  geben  die  Ta- 
feln sowohl  loga  als  log(a-f-l)»  also  auch  deren  Differenz  =  J;  die  Differenz  log(a~|-h). 
—  loga=:d  findet  sich  sodann,  wenn  man  d=:h^i  setzt,  vorausgesetzt,  dass  mau 
das  gewöhnliehe  Verfahren  anwendet.     Nun  ist  aber 

h       löge        h*  ,   ^     ,        h      löge         h 

"  =  '"«*•  T--2-  (T-FöF)'-  h^='<'««>  ,  -  r  (i+e.T^: 


Anwendung  anf  D&herungtweise  Berechnung.  ()3 

also  o  —  h^  =  — ^  I  -. — r-^'Ti  — :     ,   ^    -.  ■• 

Die  eingeklammerte  Grösse,  da  h<[  1  und  >0 ,  ist  sicher  kleiner  als  — r»    und 

1  1  * 

und  da  loffe<7r.  «o  >**  al«o  ^ — h^J<C  7—2;  ist  mithin  a>  10,000,  so  ist  Ä  —  h^ 

Ä  4  a 

'^4ÖÖ;ÖÖo;ÖÖÖ'  ^"^  ^^^'  "^^"^  ""*"  ^=\iA  setzt,  mau  nicht  um  igöjöÖCÖÖÖ   *'***'^*' 
was  bei  Tstelligen  Tafeln  vollkommen  scharf  genug  ist. 
UI.  Sey  in  (b)  f  (x)  =  e  ,  so  wird  also  wenn 


der  begangene  Fehler  =  t— 0 -;r\  ®       seyn.     Diese  Grösse  ist  bei  positivem  x 

kleiner  als  1—5 ;t- : ,  bei  negativem  x  dagegen  kleiner  als  -r-^ -r-r^     So  ist  für 

und  der  begangene  Fehler  kleiner  als  t-^ jui »  d.  h.  da  e  <4  (§.2),  derselbe  ist 

kleiner  als  z~7i TT«     Daraus  lässt  sich  leicht  ableiten,  wie  viele  Glieder  man  bei- 

1.2..n-|-l  ' 

behalten  müsse,  um  z.B.  e  auf  8  Dezimalen  genau  zu  erhalten;  es  muss  dann-—- --- 

j  1 .2.,ii-f-l 

gleich  oder  kleiner  als  r^^,  seyn.     Man  findet  leicht,    dass  dies   für  n  =  12  Statt 

findet,  so  dass  man  also  13  Glieder  der  Reihe  (e')  zu  beachten  hat.  Dabei  hat  man, 
um  beim  Addiren  keinen  Fehler  in  der  8**"  Dezinmle  zu  erhalten,  bis  auf  die  10** De- 
zimale zu  entwickeln.     Es  ist 

2  =  2-000000  0000 

~  =  0-600  000  0000 

--i-^      =0166  666  6666 
1.2.3 

^    ^^,     ■  =  0041  666 6666 

- — ^- =  0-008  333  3333 

I 5 

— ^-! =  0001  388  8888 

1 6 

^ — T-  z=  0000198  4126 

1 7 

^ =  0  000024  8016 

.   1  . 8 

\ =  0000  002  7657 

1  .....  H 

!-— -  =  0000  000  2765 

1 10 

? — -  =  0  0000000250 

j  ....   11 

?-  —-  =  00000000020 

2-718  2818277 

welche  Zahl  auf  8  Dezimalen  genau  ist.     Wirklich  ist  e=:2-718281  8284. 


g4  I)ic^  f^ätM  Ton  BttnnanD  und  Lagrange. 

IV.  Sev  f(x)  =  8iiix,  so  i.st  aus  (b),  wenn  man  2n  für  n  seUt: 

Ja— 1 

""^^  iTO"^'    •••-  1.2...2n-l 

2n+i  .  r^       2n4-l   "V 

mit  dem  Fehler  + 1.2.       ,2n+l ^^'  ^^ '  ^^^^""^  ^'^^***  '°^^''  ^*^*"^ 

Jn-l-l 

als  z s — TT  ist.     Eben  so  ist,  wenn 

I Zn-f-i 

2ii 
x'  X*  .X 


cosx=l  —  ^■o4'7     A —  •     •  "^ 


1.2  '   1..4  1....2n 

2n-f2 

X 

^setct  wird,  der  Fehler  kleiner  als  ^ 2nT2'  ^^^^  vergleiche  mein  „theoretisch- 
praktisches  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie",  erste  Abth.§.  16.) 

§.19. 
Aus  §.  16  ist  uns  bekannt,  dass  so  lange  die  unendliche  Reihe 

konvergirt,  ihre  Summe  =f(z)  ist.     Setzen  wir  nun  hier  z  =    —  ,     woWi 

^(x)  eine  beliebige  Funktion  von  x  ist,  die  wir  stetig  voraussetzen  und  der 
Art,  dass  nicht  ^(a)  =0,  so  dass  für  z  =  0  jedenfalls  x  =  a,  so  haben  wir 
den  folgenden  Satz :  Wenn  die  unendliche  Reihe 

von  X  =  a  bis  X  =  b  konvergirt,  so  ist  ihre  Summe  (innerhalb  derselben  Grän- 

zen  von  x)  =  ^  "TT )•     Dabei  wollen  wir,  wie  sich  von  selbst  versteht, 

nicht  annehmen,  dass  etwa  y(x)  =  0  werden  könnte  von  x  =  a  bis  x ^ b, 
da  sonst  sicher  die  Reihe  (cO  nicht  konvergent  seyn  würde  von  x  =  abis 
x  =  b;  eben  so  soll  9)(x)  endlich  seyn  von  x==a  bis  x  =  b;  mit  andern 
Worten,  ^  (x)  muss  nothwendig  innerhalb  der  Gränzen  der  Konvergenz, 
immer  dasselbe  Zeichen  haben,  und  da  von  x=^a  bis  x  =  b  ebenfalls  x — a 

dasselbe  Zeichen  beibehält,  so  hat  also  auch  —r—  nothwendig  immer  das- 
selbe Zeichen.     Damit  endlich  wirklich  —7-r=^  z  gesetzt  werden  könne,  wol- 

X  —  & 

len  wir  voraussetzen,  es  wachse  — ry  beständig  Aon  x=^  bis  x=^b,   oder 

nehme  diese  Grösse  beständig  ab  zwischen  diesen  Gränzen,  so  dass  einem 
bestimmten  Werthe  von  x  ein  einziger  bestimmter  Werth  voiT  z  und  umge- 
kehrt zukomme.     Gesetzt  nämlich ,  es  sey  z  =  0  für  x  =  a ,  und  es  könne 

X  ~~~  ft 

—TT  bald  wachsen ,  bald  abnehmen ,  wenn  x  von  a  bis  b  geht ,  so  würde, 
Avenn  man  x  diese  Werthe  durchlaufen  Hesse,  zwei  oder  mehrere  Werthe  von 
r^  je  einander  gleich  werden  können,  was  gegen  die  Annahme  streitet, 


X  —  a 
9 


Die  Bürmann'sche  Reihe.  g5 

in  (c)  gehe  z  von  0  an  stetig  fort.  Ohnehin  wäre  man  in  diesem  Falle 
offenbar  in  Verlegenheit  zu  sagen ,  welcher  Werth  von  x  einem  bestimmten 
Werthe  von  z  zagehört,  und  umgekehrt.  Allem  diesem  ^ird  ausgewichen, 
^eon  wir  die  angegebene  Annahme  machen,  die  wir  nun  stets  festhalten 
vollen. 

Wir  wollen  nun  f  I  — pr  I  =  F(x)  setzen  und  unter  dieser  Voraussetzung 

f(0),  f(0), ....  zu  bestimmen  suchen.     Es  sind  dabei  f(0),  f  (0), —  die 

Werthe  von  f(z),  f  (z), . ...  för  z=:0,  d.  h.  x  =  a.     Somit  ist  zunächst 

f(0)  =  F(a). 
Allgemein  ist  aber  nach  (c^) :  * 

«/  V     *//xv  ,  X  — a^^^^  ,   rx  — a"|'f"(0)  ,  ,    rx  — aA"~  f "~  (0) 

F(x)  =  f(0)H ^TTf^W  +  l  — TT  I     T-WM- +1—7-7    1         ^ M 


,  r»-*"i  f  (0)   rx-a^    f    (0) , 


f. 


multiplizirt  man  diese  Gleichung  beiderseitig  mit  [^(x)]    und  nimmt  die  n 
Diiferentialquotienten,  so  hat  man,  freilich  nur  in  so  ferne,  als  die  Reihe 
zweiter  Seite  noch  konvergirt: 


[K.),.,-]=.(o)^^.(,u)-)+'xo)i_|;^_.a^,>^]. 


Setzt  man  hier  x  =  a,  so  erhält  HLin  nach  Gleichung  (20)  in  §.  10: 

welche  Gleichung  vollkommen  richtig  ist,  da  die  Reihe  zweiter  Seite  eine 
endliche  ist     Man  kann  sie  auch  schreiben : 


ff 


8      r«./  X     /  x»^l       ^mxfÖ    ^(x)    I     .     n  ,/,^x  r^         »>(x) 


+  .,-',0)  [5f-;-'-]+.>). 


Ganz  eben  so  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  (21)  in  §.  10  be- 
achtet : 

OX  OX  a  CX  a 

Sobtrahirt  man  beide  Resultate,  so  ergibt  sich 

■OX  OX  a 

Oi«Aff«r,  DUferantial- n.  Iate^al-R«ehnBB|'.  t» 


gg  Die  Bflnnaim'iche  Reibe. 

Nun  ist  aber 

Daraus  folgt  also,  dass  allgemein 

ist.     Für  n  =  1  würde  man  eben  so  finden 

p(0)  =  r».(x)F'(x)]. 

Man  hätte  nämlich 

was  ganz  unmittelbar  die  angegebene  Formel  gibt.  Fasst  man  alles  Bisherige 
zusammen ,  so  erhält  man  folgenden  Satz : 
Konvergirt  die  unendliche  Reihe 

von  x=a  bis  x  =  b,  so  ist  ihre  Summe  =F(x). 

Dabei  muss  die  Grösse  — y-r-Null  seyn  für  x==a  und  von  x=a  bis  x=b 

beständig  wachsen  oder  beständig  abnehmen,  woraus  dann  von  selbst  folgt» 
dass  sie  immer  dasselbe  Zeichen  hat  und  endlich  ist. 

Setzt  man  -^^  =  i^(x),  so  hat  man  auch  folgenden  Satz: 

Konvergirt  die  unendliche  Reihe 

von  x  =  a  bis  x  =  b,  so  ist  ihre  Summe  =F(x).     Dabei  muss  tff(x)  nur 
wachsen  oder  nur  abnehmen  von  x  =  abisx  =  b;  femer  muss  y;(a)  =  09  aber 

-—TT  für  X  =  a  einen  bestimmten  Werth  haben.     Was  diesen  letzteren  an- 
V(x) 

belangt,  so  erhält  man  ihn  leicht  aus  §.  13.  II.     Setzt  man  dort  nämlich 
f(z)  =  z,  F(z)  =  i/;(z-|-a),  so  ist 

—;r~r-\  =  ~T7rri —  »  ^'  zwisehen  0  imd  h 
wenn  i/;(a)  =  0.     Setzt  man  hier  h  =  x — a,  so  ist 

— -rv  =  — 7 — ; ^ .  x'  zwischen  0  und  x  —  a » 

also  für  x  =  a,  wo  auch  x'  =  0: 
SO  dass  nicht  i^(a)  =  0  seyn  darf. 


1 


I 

I 


W  .- 


1 


t 

i 


Das  Theorem  Ton  Lagraoge.  67 

Die  Reihe  (32')  pflegt  die  Bürmann'sche  zu  heissen.  Für  uns  ist  je- 
1  I  doch  die  Form  (32)  die  wichtigere.  Sie  setzt  nothwendig  q>  (x)  von  demsel- 
ben Zeichen  innerhalb  derGrftnzen  der  Konvergenz  voraus  und  lässt  9>(a)=0 
nicht  zu,  80  dass  ^(x)  immer  dasselbe  Zeichen  hat  wie  9>(a),  dabei  immer 
stetig  bleibt,  ond  auch  nicht  Kuli  wird  innerhalb  derselben  Gränzen. 

Gesetzt  nun,  es  gebe  innerhalb  der  Gränzen  der  Konvergenz  der  Reihe 
(32),  also  zwischen  a  und  b,  einen  Werth  a  von  x,  Aür  den 

— 7rY=lt  d.h.  x  =  a4-«5(x). 
so  ist  für  denselben  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

F(.)+[f'(x)  ,  (4+ jL  [-1  JF'(x) ,  W.)]^+^3  yl  jr'W  .(,).[] +..(33) 

gleich  ¥(a).   Man  wird  also  sagen  können:  Konvergirt  die  unendliche  Reihe 

i^   >       (33),  80  ist  ihre  Summe  =  F(a),  wobei  a  so  beschaffen  ist,  dass        -=  1, 

d.h.  a  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  x  =  a-|-y(x).  Was«  selbst 
anbelangt,  so  bestimmt  man  diese  Grösse  dadurch,  dass  man  in  (33)  F(x) 
=  x  setzt.     Alsdann  ist 

.  =  .+,(a):+j3-[i^Wx)'|  +  j4^[,^..(x)'J+ (34) 

wenn  die  unendliche  Reihe  konverLnrt.      tt  muss  dabei  von  x  =  a  bis  x=a 

^  9  (x) 

immer  dasselbe  Zeichen  haben  und  es  darf  nicht  9  (x)  =  0  seyn ,  zugleich 
„         moss  auch  — ^-r  blos  wachsen  oder  blos  abnehmen  von  x  =  a  bis  x  =  a. 

;  Wir  setzen  voraus,  —rr$  das  =  0  ist  für  x  :=  a,  sey  innerhalb  der 

y         Gränzen  anndb  blos  wachsend  oder  blos  abnehmend.  Man  kann  dies  gemäss 

§.  13. 1  auch  dadurch  ausdrücken,  dass  man  sagt  r-  |  —rr  1  = 7-Ti 

sey  innerhalb  derselben  Gränzen  immer  von  demselben  Zeichen.  Da  y(x)' 
immer  positiv  ist,  so  braucht  es  blos  y(x)  —  (x  —  a)y'Cx)  zu  seyn.  Wird 
min  9(x)  —  (x — a)y'(x)  zwischen  x  =  a  und  x  =  b  nie  =0  oder  c»,  so  ist 
diese  Grösse  offenbar  inmier  von  demselben  Zeichen ,  so  dass  man  die  noth- 
wendige  Voraussetzung  auch  in  dieser  Form  aussprechen  kann. 

Fasst  man  das  zuletzt  Gesagte  zusammen,  so  kann  man  die  letzten  Sätze 
auch  so  aussprechen:    Ist  die  unendliche  Reihe 

.+.(a)4-^[A,(x).]+j^[^^.,(x).J+.....       (340 

konvergent  und  a  ihre  Summe,  so  ist  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  (33), 
in  so  ferne  diese  Reihe  konvergent  ist,  gleich  Y{a),  Dabei  aber  muss  vor- 
ausgesetzt wefden,  dass  nicht  y(x)  Null  oder  00  seyn  könne  von  x  =  a  bis 
x  =  a,  also  dass  auch  nicht  y(a)  =  0;  ferner  dass9>(x)  —  (x — a)y'(x)  im- 
mer dasselbe  Zeichen  habe  von  x=::a  bis  x  =  a  (was  derFall  seyn  wird,  wenn 
diese  Grösse  nicht  0  oder  c»  wird).  Alsdann  ist  auch  a  eine  Wurzel  der 
Gleichung  x  =  a+y(x).    Dies  ist  der  Satz  von  Lagrange. 


Oc  üas  i^epler  tciie  rroui^m. 

Da  ^T|T-  Null  ist  fiir  x  =  a  und  von  da  an  beständig  wächst  oder  ib- 

nimmt,  für  x  =  a  aber  zu  1  geworden  ist;  femer  y(x)—  (x  —  a) y' (x)  gleich 

y(a)  ist  für  x  =  a  und  immer  dasselbe  Zeichen  behält,  so  wird  also  ^^ 

'  f  fx) 

wachsen  mit  wachsendem  x,  wenn  y(a)>0,  dagegen  abnehmen  mit  wach- 
sendem X,  wenn  y  (a)  <  0.     Von  0  zu  1 ,  d.  h.  wenn  x  von  a  zu  a  geht,  ist 

aber  --^-r-  sicherlich  gewachsen;  somit  nuiss,  wenn  y(a)>0  ist,  nothwen- 

dig  «  >  a  seyn ,  damit  auch  x  wachse  mit  wachsendem  ^,-7 ;    ist  dagegen 

y(a)<0,  so  wird  a<a  seyn.    Weiter  wird  zwischen  a  und  a  keine  WuneJ 
der  Gleichung  x=:a-|-y(x)  mehr  liegen,  da  sonst  zwischen  a  und  a  ein 

Werth  von  x  liegen  würde,  für  den  ^^  =  1  wäre,  so  dass,  da  für  x=« 

^^^^^  TTT^^  *s^»  ^'<>"  jenem  Werthe  bis  zu  x^=n  letztere  Grosse  nicht  ! 
beständig  gewachsen  wäre.  Endlich  ist  x  =  a  eine  einfache  Wurzel  der 
Gleichung  x^a  +  y  (x).  Denn  sonst  müsste  --  [a-)-y(x) — x]  Null  seyn 
für  x=:a,  *  d.h.  man  müsste  haben  y'(a)  —  i  =0,  und  da  «  =  a-f-y(a), 
d.h.  ^^=  1 ,  so  wäre  ^^^  =  y'(a),  y(a)  —  (a  —  a)9'(a)  =  0,  wa«  da- 
mit in  Widerspruch  ist,  dass  nicht  (p(x)  —  (x  —  a)y'(x)  =  0  sey. 

§.20. 

Als  Beispiele  der  Anwendung  des  Lagrange'schen  Satzes  wollen  wir  die 
folgenden  wählen. 

L  Die  Planeten  bewegen  sich  in  Ellipsen,  in  deren  einem  Brennpunkte  S  (Fig.  7) 

sich  die  Sonne  befindet.  Sey  AB  die  grosse  Axe  der 
Ellipse  rzr  2a,  S  und  S'  ihre  Brennpunkte,  CS  =  CS' 
=  e ,  wenn  C  der  Mittelpunkt.  Alsdann  ist  A  das  Pe- 
rihelium  (Sonnennähe),  B  das  Aphelium  (Sonnenfeme). 
Der  Planet  selbst  beweist  sich  unirleichfonniff  um  die 
ij      f^'J'^ti^w'  \  Sonne,  schneller  in  der  Nähe  des  Periheliums ,  langp- 

A   mnC~j^  ff  •     '^ß         ^sanier  in  der  des  Apheliums.     Immerhin  ist  die  Bewe- 

gung jedoch  so ,  dass  er  die  Ilälfle  von  A  bis  B  in  derselben  Zeit  zurücklegt  als  die 
zweite.  Um  nun  die  hieher  gehörigen  Bestimmungen  leichter  durchführen  zu  kOnneiiy 


/'- 


*  Ist  überhaupt  f(x)  =  0  eine  Gleichung  und  es  ist  x  =  a  eine  Worzel  derselben,  d.  h. 
f  (a)  =  0.  so  ist  angemein  (§.  15) 

f(«+Ji)  =  hr(«)+^r(«)-f-...+  ;^-  ^\'^)+T^^,  f"'^*(«+eh). 

1,22  I  ..n  1  ..n-|-l 

also  wenn  h  =  x  —  a ; 

f(x)  =  (x-a)  r(a)+^^f-  r(«)+. .  +  (ipfL"f«(„)+(£zifgl,"+V-|-e(,_.)). 

1  .^  1 .  .D  1  ..n~p  i 

Ist  nun  nicht  f'(d)  =0,  so  lässt  sich  die  zweite  Seite,  mithin  anch  die  erste  blos  dnrch  x — a 

diTidiren:  ist  dagegen  C(a)  —  0,  durch  (x — a)' ,  so  dass  f(x)  im  ersten  Falle  den  Faktor 

z  —  a.  im  zweiten  (z  —  a)*, enthalt,  d.  h.  x  =  a  ist  einfache,  iweifiache  . . .  Wortel. 


Das  Keplor*8che  Problem.  ()9 

denkt  mao  sich  einen  (ein^biideten)  Planeten ,  der  mit  dem  wahren  in  demselben 
Augenblicke  Ton  A  ausgeht,  und  in  derselben  Zeit  nach  B  gelangt,  als  letzterer, 
jedoch  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  den  über  AB  beschriebenen  Halbkreis 
durchläuft.  Gesetzt  nun,  der  wahre  Planet  scy  in  M,  der  scheinliare  in  N;  man  ziehe 
MR  senkrecht  auf  AB,  welche  Linie  den  Kreis  in  P  trejQRe;  man  ziehe  ferner  CM, 
CP,  CN,  SM,  SP,  80  ist  der  Winkel  ACN=V'  die  mittlere  Anomalie,  ACP  =  x 
die  exzentrische  Anomalie,  ASM  =  v  die  wahre  Anomalie,  während  SM  =.r 
der  Fahrstrahl  ist.  Kennt  man  v  und  r,  so  kennt  man  offenbar  die  Lage  des  Plane- 
ten TolLständig.  Sey  nun  r  die  Umlaufszeit  des  Planeten;  t  die  Zeit,  welche  ver- 
lliesst,  bis  er  in  M  ist,   so  ist  auch  t  die  Umlaufszeit  des  eingebildeten  Planeten  und 

man  hat  also  t :  t  =  2ir : »/;.  V'  =  --  . 

wodurch  tp  bekannt  ist. 

Nun  lässt  sich  ganz  elementar  beweisen ,  dass  die  Fläche  des  elliptischen  Aus- 
schnitts ARM  zu  der  des  Kreisausschnitts  APR  sich  verhält,  wie  die  kleine  Axe  der 
Ellipse  zur  grossen,  d.  h.  wie  Va*— e'  zu  a.  *  Femer  verhalten  sich  die  Dreiecke 
RSM  und  RSP  wie  RM  zu  RP,  d.  h.  wie  Va'— e'  :  a,  also  auch  ASM  :  ASP 
=  Va^ 


e 


2 


Nach  einem  Gesetze  der  Bewegung  muss  die  vom  Fahrstrahl  beschriebene  Fläche 
der  Zeit  proportional  seyn,  d.  h.  da  a  Va'—  o'tt  die  Fläche  der  Ellipse  ist: 

ASM  :  a  Vä*^e*ir  =  t :  t,  ASM  =  a  Vä*^*  it  - 
ouddaancb  ACN  :  a'«  — t :  t,  ACN  =  a*9*     -, 


SO  folgt  ASM  :  ACN  =  Va*— e» :  a. 

und  da  weiter  ASM  :  ASP  =  V*'— e* :  a, 

so  ist  ACN  =^  ASP.  mithin  da  ACN=ACP— NCP,  ASP=ACP— SCP,  ist  auch  NCP=SCP.  (a) 

Femeri8tNCP  =  ^NP.CN  =  ia(x— if).a=Ja'(x— i/;).  SCP  =  ^SC.PR=^e  .  a 

sin  (180"  —  x)=:^aesinx,  so  dass  aus  (a)  folgt: 


e 
a  (x  —  v)  —  e«in»»  *  =  V'H — ^mz.  (b) 


Aus  dieser  Gleichung  hat  man  x  durch  \p  zu  linden.     Kennt  man  dann  x ,  so 
ergeben  sich  v  und  r.     Es  ist  nämlich 

CR=— acoBX,  SR=e  — acosx.  PB=a8inx.  MR:PR=  Va*— e»:a,  MR=— "'  ^- ^ll 


=  V**~~**  .  sin  X,  also 

r*=(e  — acosx)*-|-(a*— e*)8in*x  =  a* — 2aeco8x+e'co8'x=(a  — ecosx)*.  r-=a  — ecosx. 

MR      Va*— 6*  sin  X  SR      acorx — e       sint» 

Dann  slni;  =  sTi  = ,  co8v=  —  c\m  — »  7~; 

SM  a  —  ecosx  SM      a— ecosx    J -4- '• 

^a* — e*      sin  x 

~"      a  —  e      l+cosx' 


d.h. 


tg^v  =  Y/]|^.tgJ: 


*  Sind  mr,  mV  zwei  unendlich  nahe  Ordinaten  der  Ellipse;  mn,  m'n'  des  Kreises,  so 
nmss  (!•  13.  IV)  mm'  r'r  sowohl  als  mm-n'n  als  Rechteck  betrachtet  werden.  Die  Flächen 
verhalten  sich  dann  wie  mr  zu  mn  und  da  diese  sich  wie  \/a*  —  e*  zu  a  verhalten,  so  ver- 
halten sich  auch  die  Flächen  eben  so.  Durch  Sonunining  Ahnlicher  Elemente  entstehen  die 
T^nanoten  An»<«4*»{**'«.  «>  An%n  der  Satz  bewiesen  ist.     rVer«rl.  f  54.  Ti  ^ 


70  I^^  Kepler*sche  Problem. 

Die  Gleichung  (b)  (das  Kcpler'sche  Problem)  gehört  nun  zur  Gattung  der  in 

6  e 

§.19  gelösten.     Das  dortige  a  ist  hier  i^,  g»(x)  =  —  sin  ac,  also  (f*'(x)  =  —  cos  x, 

e  e  _ 

<f)(x)  —  (x  —  a)q)'(x)= — sinx  —  (x  —  \p)  -  cosx.   Bildet  man  also  die  unendl.  Reibe 

und  ist  dieselbe  konvergent,  so  ist  ihre  Summe  gleich  dem  Werthe  ron  x,  der  ans 
der  Gleichung  (b)  folgt.     Dabei  darf  nicht  sinx  =  0,  also  x=rO  oder  180^  seyo, 

natürlich,  da  fiir  tf;=rO  auch  x  =  0,  tp  =  180"  auch  x=r]80°  ist,  man  also  die  Reihe 

e  e 

(c)  nicht  braucht.     Femer  soll  nicht  —  sinx  —  (x  —  tp)  —  cos  x  =  0 ,   d.  h.  tgx  =  x 

■  Ü 

—  \p  seyn.     Setzen  wir  tp<I,7T  voraus,  so  ist  x  —  xp7>0  und  von  x  =  0  bi«  jl=z-:^ 

tgx^x  —  \p,  indem  für  x=:\p=:0  auch  tgx  =  0  ist  und  letztere  Grösse  von  da  an 
ins  Unendliche  wächst;  über  x=z"n  ist  dann  tgx  negativ,  also  tgx<Cx  —  tp,  bis  bei 

x  =  tp  =  7r  wieder  tgx  =  x  —  \p  ist.      (Dass  überhaupt  nicht  tgx=x  —  t^  seyn 

e  1  e 

könne,  folgt  schon  aus  der  Gleichung  (b),  die  sonst  gäbe  tgx  = — sinx, =  — . 

a  a  ^^ 

cos  X  =  —  ,   was  unmöglich  ist,  da  — ^1.     Für  x=0  und  x=flr  freilich  ist  die 

Gleichung  möglich,  da  dann  tgx  =r sinx  =  0  ist.)     Der  aus  (c)  folgende  Werth  ist 
dann  die  offenbar  einzige  Wurzel  der  Gleichung  (b)  zwischen  0  und  n  (d.  h.  zwischen 

xf)  und  n).     Da  —  durchweg  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  so  konvergirt  die  Reihe  (e) 

rasch. 

Was  die  in  (c)  vorhandenen  Differentialquotienten  betrifft,  so  ist: 

8sin  tb         .  n— 1 

=  nsm      V'cos^, 


8^ 

8*8in  tft  n-2  ,   n 

-j— =  n(n — l)»m       V'cos'i/»  — nsm  i/;-. 


j--  =  n(n — l)(n  —  2)810"    "i^cosV — ii(3n  —  2)  sin"    Vc<»^« 


8i^ 
— -— j^  =  n(n— l)(n  — 2)(n  — 3)8in       V' co8*i^— 2n  (n  — 1)  (3n  — 4)  sin"~*  ^    cos*    ^ 

-|-n(3n — 2)  sin  V',  ü.  s.  w.,  so  dass 

8Rin»V'      o  .  8»8inV      ^  •  •        «  .   a        8»siuV     «^   .  .        .^  .   , 

— r =  28inV'Cosvs  — r— r— =  68mipcos-V'— 3sm^V't  — 77-»— =248mie;co8V — 40sinV 

8t^  8^^  8v  ^        ^  -r 

cos  ^,     — — j—  =  1208inV'Cos*^ — 4408in'vco8*v4"6Bsin*^, ,  mithin  endlieb 

x  =  »/'H sinv^  +  l  —  )  fiinV'Cosi^-l-i  —  I  (sin^cosV  — «"«in'vO+l  —  1  (sinifrcosV 

ö-sin'«//cosV')-f-|  -     J  (.sinV'Cos*^' ^  sin^^C0B^tp-^~-Bm^tl*)-\- 

n— i  .  n 
8       sin  W 
Anm.     Man  kann auch  in  anderer  Weise  aosdrücken.     Gemäss  §.  17.  FV  ist 

8  ^ 

ix  -   ix  **       "^* 

nämhoh  0    =  cos x-f-i sinx,  also  auch  e         =  cos  x  —  i  sin  x,  nroraus  2  sin  x  r=  — ^^^^ 
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=  i(e       — e    ) da -7- = -Tf- = — i;  mid  2  coix=e  ^-f-e  Daraas^olgt  für  ein  poiitiTei 

ganzes  m: 

i-«  ,      N*«       /  — i»        lx\lm.lm       ,  ^m  T  — «mix2ni  — (2m— 2)ix 

(2sinz)     =Ve        -e   y     1      =0*)     le         —"T"® 

,   2m(2m— 1)   -(Im-4)U  »**»! /*  in  n 

H j-g ®  ""  —  "l"  ®         J  (S.  10.  I). 

AVer  (i*)    =( — 1)    ;  Unus  sind  in  der  Reibe  die  Koeffizienten  Ton  Anfang  und  Ende  her 
gleich :  also  ist  diese  Reihe 

tmiM.         -'Iwtix       2mj.  (Im— 2) ix  ,      -(2m-2)ix_  ,   2m(2m— l)r  (2m-4)ix  ,      -(2m-4)ix_ 

=  e       -he  -^-j-C®  +«  JH 172 C®  +®  J 

,2m(2m- l)...(m+l)     „       ^  „2m       ,«      '    ^     ,  „2m(2m—l)      ,^ 

—  .-± —     ,   q   — ■^^-'— ^=2cos2mx  — 2— -coi(2m— 2)x-i-2 — V^ — ^cos(2m— 4)z 

1  «^ . .  .m  1  1 .« 

--a2m(2m—l).. .(111+2)       „    .  2iii(2m-l)...(in-|-l) 

—  •+*        1.2...(B,-1)        "^'^xi j-g-^;; . 

SO  dass  also 

/     *v"^  «"-1  .2«  „  2m       .^        „,     ,        _.2m(2m--l)...(m-|-2)        _ 

(— 1)    2  sin     x  =  co82mx ;-cos(2m— 2)x+...H ^^-5 — ^ — \    '    ^cos2i 

1  1  .Z...m —  1 

_j_  l_  2to(2m-~l)...(m+l) 
2  1.2. ..m 

Femer  ist 
.«  .      .»«+1      ,..2m4-l,  -ix        H-ix.2m-|-l  2  m+V  -(«m-f  l)ix       2m+l     -(2m-l)ix 

<2suix)         =(1)         (e      —  e      >         =(1)         [e  p- e  + 

(2m+l)ix,       ,..2m.  f,  -(2m+l)ix  (2mH-l)ix.       2m4-l  /  -(2m-l)ix  (Im-l)ix\ 
..  — e  J  =  (i)      i|(e  -e  ) j       V®  -•  ^+- 

^(2m+l)2m...m+2,  -ix       ix  T    ,  ,    ,    t  -*i»  «1^     „  .  ,.,««     ,     ,," 

....±^ —TU ' — (e       — «    )|,  d.h.dai[e      — e     J=28max,  (i)      =(—1)    : 

1  .^.  ..m  J 

(- l)"e*"Bn*"+*x=.in(2«.+l)x-?5dl» ,i„(2m- l)i+^5L±^,to(2„_3, , 

^(2m+l)2m...(in+2)..__ 

— X z — n — ^" sinx. 

1 .  Z. .  .m 


Daraus  folgt  nnn  nach  %,  9: 

.2m— 1  .   2m 


^     ,m    2m— i8          sin     X      ,_    .2m— 1        r„         ,2m  — 1    1       2m,„  «v««— * 

(— 1)    2  i^ZT~  =  (2m)  cos  ^2mxH ^—  nj  -  —  (2m  -  2) 

8x 

[«X      ,   2in— 1    l.        .  2in(2in— l)..(m-|-2)   »m-<       r„     ,   2iii  — 1    T 

2  m      2m-hl 
.      ,-m    2mö      sin          X       ,^       ,  ,.2m    .     r,_       ,   ,.      ,  2m    H.     2m  +  l  .„  ,.Im 

(_1)    2     — '^- =  (2m  +  l)       sin  |^(2m+l)x+— ffj J-_(2m— 1) 

[/«  ,v      1  2m  1   ,       »  (2m+l)2m...(m-|-2)  .    r     ,   2m   T 

d.  h.  da  cosl  a-| 5 — n  |=C08|  o+mt« — ^ä  |=co8(a — — i«  |cosm9<=(— 1)    sina, 

sinl  a4"~S"  *  I  =sin(o-|-ni«)  =  sinacosmir  =  ( —  1)    sina: 

2'— *»!!!lj^'j=:(2m)*"-*si»2n,x-?f  (2m-2)*"-*rin(2m-2)x  + 

8x  * 
^2m(2iii— l)...(in+2)    »■-«  .  „ 

^         1.2...;(m--l)        ^         "°^"' 


72  Auflösung  der  Gleichung  x  =  a4~bx    . 

2m  .    2m-t-i 

2*" ^^^^^;x^=(2m+I)^^m  

,  (2m+l)2m (m-4-2)    2in  . 

± ^-^-y- 1      Mnx. 

Hieraus  folgt  nun : 

-!--T^  =  4['**«'>BV'-5-3*sii.3v+108ini>,),    ^^p^  =  ±  [6»rine»  -  6.  4»«m4» 

+  15.2»sin2v^],  -^^  =  ij  [7^m7i^  — 7.5rMn5^+21 .3>sin3V'  — 35«n^] 

woraus  auch  folgt: 

x  =  V+YsinVr+^({)    sin2v,+  -iQy(3Mn3v-«n^H-|-(^^y  (28in4fr 

-  8in2V')  +  r|jr~^   (1258iu5v  — 8l8iii3i^+2sinV')+2Lr~l  [81iii;6^-648iB4f 

+6sin2M']H-Tg^r— ^  [16807 sin7^—lB626sin6V'+2187sin3^  —  5sin^]4- 

«  II.    Man  soll  die  Gleichung 


m  « 


x=a+bx 
n— 1  n 

auflösen.    Hier  ist  <jr'(x)=bx   , -^^^ — =b"mn(mn — l)..(mn — ii-|-2)x"*~"    , 

8x 

1       •  A  j-     c  j       r*   •!.  I   i-    ™   I    ^™u*    ««—i   I   3in(3m~-l)    S    8m— 2  , 

also  ist  die  Summe  der  Keine  a-f-ba  +j~2     *         "t~ — i  o  % — "  *         +••• 

mn(mn — l)...(mn  —  n+2)    n   ma— n-f-i  , 

+  1.2... .n ••  *  + 

fitlls  diese  Keihe  konvergent  ist,  die  a  am  nächsten  liegende  Wurzel  jener  Gleichung. 

Ist  ba   ^0,  so  ist  diese  Wurzel  ^a;  ist  ba     <C  0 ,    so  ist  sie  <C  a.      Da   ^'  (x) 

=  mbx        ,  also  (p(x)  —  (x  —  a)  cj^»' (x)  =i  ambx       -f~^*    — mbx    =bx  " 
[am  —  (m  —  1)  x],  so  darf  nicht  0  zwischen  a  und  der  Wurzel  liegen,  und  auch  nidift 

m  a 
.     Was  die  Konvergenz  der  Reihe  anbelangt,  so  findet  man  als  QuotienleB 

zweier  auf  einander  folgender  Glieder : 

(m  n  -|-  m)  (m  n  -j-  m  —  1)  .  ;  . .  (m  n  -|-  m  —  n  +  1)      m— i 

m  D  (m  n  —  1)  . . . .  (m  n  —  n  -f-  2)  (n  +  1) 

(m  n  +  m)  (m  n -|"  ™  —  1)  . . .  .  (mn-|-2)  (m  n  +  l)       ,    «—4 
—  —  ba 


(mn  —  nT|-in)(mn      n-f-m  —  1)  —  (mn  —  n-|-2)(n  +  l) 


m— 1 
ba 


m  m 

was  für  n=  X  zu ba  wird.  Somit  muss  -H :ba"^~  <^1  sevn. 

(m—l)  (m— 1) 

A  nm.     Für  m  =  2  ist  die  Reihe 

.,     t  I  «,,,.-•*  .  .   2n(2n— l)....(n+2).ii    n+l 

a+ba*-f2b«a»-|-5b*a*H-  ....  H ^^ — r-r^ —  b    a        4- 

1 .2 ....  n 

und  68  muss  .i:4ab<[  1  seyn.     Dabei  darf  die  Summe  dieser  Reihe  nicht  so  Hegen ,  das«  iwi- 

sehen  ihr  und  a  sich  0  oder  2  a  befinden  kann. 
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Da  hier  die  Gleidiimg  z  =  a+bz'  aofcalOien  ist,  so  fiodet  mao  z  =  «  ±srVi-— 4ab. 

2b     2b 


twickelt  man  niin  nach  §.  17.  I  Vi— ^ab,  wo  ±4ab<  1 ,  «o  ist 

l/i JTv       1        o    ,_       A    i.<  1.3.5...(2n — I)       ^n-f-l   n+l   n+l 

«        *  *   \/y r~r  .      1,^    .  .     1.3.6...(2n  — 1)    ^    ji  n+l   n    , 

Ida 

K.(2n~l)  ^  ^»^1.3.5..(2n— 1)    n 1.2.. .2n  ■     (D+2)(n+3).,2n 

L.(2n+2)*    •     "■  1.2.3. .(n+1)  1.2.. (n-hl). 2.4.. 2n      ~"         1.2.. .n 


1         1 


liebt  man,  dau  die  durch  obige  Reibe  ausgedrückte  Wurzel  =  öh^öü  Vi  —  ^  &  ^    i*^* 

D  wird  sich  nonmehr  auch  aberzeugen ,  dass  alle  übrigen  Bedingungen  erfüllt  sind.     Sey 
ilich: 

1)  a>0,  b>0,  also  auch  ba*>0,  so  ist  1  — 4ab<l,  also  die  Wurzel  [^ 0 ,  aber 
h  >a  und  <2a.  Denn  für  x=  a  ist  z<a-|-bz*,  für  x  =  2a  aber  a+bx*  =  a-H4a*b 
L(l-|-'4ab)<^2a,  mithin  z^a-|~bz*,  so  dass  zwischen  a  und  2a  ein  Werth  Ton  z  liegt, 
den  z  =  a+bz',  und  dieser  eben  ist  die  betrefiende  Wurzel. 

2>  a<0,  b>0,  also  ba*>0.  so  ist  1  — 4ab  positiT  und  >  1 ,  abo  die  Wurzel  <0, 
r>a-  Denn  für  z  =  0  ist  z>a4-bz*,  für  x=  a  ist  a4-bz*=  aH-ba*>a,  also  ist 
la-|~bz*,  so  dass  eine  Wurzel  zwi.«chen  0  und  a  liegt. 

3)  a>0,  b<0.  al5oba*<0;  1— 4ah>l.  die  Wurzel  positiv,  aber  <a  und  >0. 
m  für  z  =a:z>'a+bz*;  für  z  =  0:z<;a-|-bx*,  woraus  die  Behauptung  folgt. 

4)  a<0.  b<0,  also  ba*<0;  1— 4ab<l.  also  die  Wurzel  negatir.  jedoch  <a  und 
2a.  Denn  für  x  =  a:z>a+bx*;  für  z  =  2a  :a4-bz*=»a(l  -f  4ab)>2a,  alsoz<a 
t>z',  woraus  wieder  unsere  Beliauptung  folgt. 


§21. 

Wir  haben  in  §.19  gesehen,  wie  man  unter  gewissen  Voraussetzungen 
le  Wurzel  der  Gleichung  x  =a+y(x)  erhalten  kann.  Wollte  man  eben 
eine  Wurzel  der  Gleichung  i/;(x)  +  a  =  0  erhalten,  so  hätte  man  blos 
(x)=x-|-Y'(*)  zu  setzen  und  erhielte  sofort  folgenden  Satz: 

Ist  die  unendliche  Reihe 

Jnvergent  und  a  ihre  Summe,  so  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  i/;(x)+a 
=0.  Dabei  muss  vorautfgesetzt  werden,  dass  x  + 1/;  (x)  —  (x  —  a)  ( 1  -\-\\f{\)  ) 
=  i/;(x)  — (x  —  a)i//(x)-|-a  nicht  0  sey  von  x=a  bis  x  =  a.  Alsdann  ist 
lieh  a  einfache  Wurzel  der  Gleichung  i/;(x)+a  =  0  und  es  liegt  zwischen 
und  a  keine  andere  Wurzel.  Zugleich  ist  a>a,  wenn  a -|- e/; (a)  > 0 ; 
<a,  wenn  a-f-</^(a)<0;  a  selbst  darf  aber  nicht  Wurzel  seyn,  d.  h.  man 
irf  nicht  a+e/;(a)  =  0  haben. 

Man  kann  jedoch  eine  andere,  oft  bequemere  Form  wählen.     Setzt  man 

imiich  in  der  Gleichung  (34')  y  (x)  =  k^P^,  wo  keine  beliebige Konstanto, 

hat  man  folgenden  Satz : 
Ist  die  unendliche  Reihe 


. .  ■ . . 
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konvergent  und  a  ihre  Summe,  so  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung    .  __  =1, 

d.  h.  f(x)  =  k,  vorausgesetzt,  dass  nicht  -jpr-  Null  oder  oo  ist  von  x  =  abu 

k(i     a)* 
X  =  a.    Zugleich  darf  nicht  y  (x)  —  (x  —  a)  y '  (x)  =       .  ^,     f  (x)  das  Zd- 

chen  wechseln,  d.  h.  f  (x)  muss  immer  dasselbe  Zeichen  haben  und  endlich 
seyn  von  x  =  abis  x  =  a.  Alsdann  ist  a  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung 
f(x)  =  k'^,  und  zwischen  aunda  liegt  keine  andere  Wurzel  dieser  Gleichung. 

Da  die  hier  vorkommenden  Grössen  in  der  Regel  für  x  =  a  die  Form  -r 

annehmen,  so  wird  man,  um  sie  berechnen  zu  können,  zuerst  die  Answerthung 
dieser  und  verwandter  Formen  kennen  müssen,  ehe  man  die  wichtige  Formel 
(36)  anwenden  kann.  Wir  wollen  demnach  ihre  Anwendung  noch  zunächst 
aussetzen  und  uns  zu  den  so  eben  genannten  Formen  wenden.  (Siehe  §.  23.) 


Vierter  Abschnitt 

Untersuchung  der  scheinbar  unbestinunten  Formen. 

§.  22. 
I.  Gesetzt  die  Funktionen  f(x),  F(x)  seyen  beide  Null  für  x  =  a,  so  wird 

der  Bruch  =^  für  x  =  a  die  Form  -zr  annehmen  und  man  wird  sich  die  Frage 
F(x)  0  ^^ 

zu  stellen  haben ,  welches  nun  der  wahre  Werth  dieser  Grösse  sey.  Im  All- 
gemeinen ist  dieser  Werth  freilich  unbestimmt,  in  so  ferne  man  nämlich 
nicht  wissen  sollte,  woher  diese  Form  stammt;  weiss  man  aber,  dass  sie  aus 

=r;^  entstanden  ist,  und  setzt  voraus,  dieser  Bruch  bleibe  stetig  auch  für 

x  =  a,  so  wird  man  ganz  wohl  den  wahren  Werth  bestimmen  können.  Wie 
nämlich  bereits  angegeben,  wird  man  die  ganz  natürliche  Voraussetzung 

machen,  es  bleibe  der  Werth  des  Bruches  ^^  in  der  Nähe  von  x=a  stetig, 

so  dass,  wenn  man  x  =  a-|-h  setzt  und  h  gegen  Null  gehen  lässt,  der  so  er- 

scheinende  Gränzwerth  eben  der  wahre  Werth  des  Bruches  =-7^  sey.      Nun 

F(a)      ^ 

ist  aber  (§.  15): 

f(a+h)  =  f(a)+hf(a-feh),  F(a-|-h)  =  F(a)+hF'(a-(-e,b), 

also  da  f(a)  =  0,  F(a)  =  0: 

f(a+h)       r(a-l-eh) 
F(a+h)~F'(a+e,h)- 


•  Wenn  oAmlich  nicht  V(a)  =  0  ist.f 
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LSast  man  hier  h  gegen  Null  gehen,  so  erhält  man 

•f(a)  ^  f  (a) 
F(a)      F'(a)* 
wodurch  der  gesuchte  Werth  gefaoden  ist.    Da  die  in  dieser  Gleichung  aus- 
^sprochene  Regel  leicht  in  Worten  auszusprechen  ist,   so  wollen  wir  dies 
dem  Leser  dberlassen. 

Wäre  aber  f  (a)  =  0,  F(a)  =  0  nebst  f(a)  =  0,  F(a)  =  0,  so  hätte 
man  eben  so 

f{a+h)  =  ^r(a+eh),  F(a+h)=  j^F-(a+e.h), 

a|,o  f(a+li)_r(a+eb)    f(a)      f-(a) 

FU+h)      F"(a+e,hVF(a)""F"(aV 
Wie  man  hier  weiter  geht  ist  klar.     Ist  allgemein  : 

fCa)=f  (a)=0, Aa)=0,  F(a)=F'(a)=  ...  =F%)=0.  nicht  aber  f""^\a).  F""'"\a), 

f  (a)       f'-^Va) . 


beide  =0,  to  ist 


F(a)     j.u+i(^) 


Als  Beispiele  hiezu  mOgen  folgende  dienen: 

1— »"  .^0  8(1 —x")  B-i   0(1 -x)  ,     ^ 

fZrr  i»*^fiirx  =  l;  aber-^-^^^ —  =  — nx      ,—^—  =  —1;  £Ürx  =  l  sind 

1— x"  —  n 

diese  Grössen  i— n  und  —  1,  also  ist  -z für  x  =  l:  — r=rn. 

1 — X  —  1 

l_^^i  ist  eben  so  Null  für  x:^I;    — g =  — nx"~  ,  — r =  -— 2x  geben  für 

n 
«  «        1         .    .    1-.  •      1— X  D      1 — C08X    .         0      ^  ^  , 

x  =  I:  — n,  —2,  also  ist  für  x  =  l : ; i  =  ir« i —  wt  -x-  für  x  =  0;    aber 

1 — x'      2         x"  0 

8(1  — cesx)  8x»      ^       .  ^    ^         ,    ^^^  ^    8»(1— cosx)  8V) 

5 =  smx,  -;^  =  2x  sind  abermals  0  für  x=:0; ^—i =cosx,-r-i- 

ex  oz  ox  ox 

X  — X 

1  —  cos  X                                 1         e  —  e 
=2  geben  1  und  2  fiir  x=0,  also  ist i —  für  x=0  gleich  y.      —^ für 

A-^o     •*"«.      — n-*i     l-(P+l)»°-hnx""^'^.  n(n+l)^    l(x) 

x=0  ist  2;  furx=0i8t  1 ; 7= r^ für  x=:l  ist  - — ^ •  — r 

X  (1— x)'  2  X — 1 

X— sinx^  ^.       1       e — e~—2x.     ^.  ^        x* — 4x-f"3 

tür  x=l  ist  1;  — ^3 —  für  x=:0  ist  g-;      ^_^^^    i8t2fürx=0;   ^4  _^»_,^,i 

X*— X  1/x*— l+l/(x— D*  3 

furx  =  l  ist2;y3;^:pj^fÜrx=list— 2;     y^^t_J^y2,^^{  fürx=l  ist- -^; 

s 

X  V3a«x— 2x*-  ax  Va*x  ^  •     81     1 

— für  x=:a  ist  2Q  a'. 

a  —  Vi^* 
II.  Gesetzt  es  werden  die  beiden  Grössen  f(x),  F(x)  für  x^a  unendlich  gross, 

so  erscheint  alsdann  derBruch  =rr\  unter  der  Form  ~- ,  deren  wahren  Werth 

F(x)  QC 

man  nun  ebenfalls  ermitteln  soll.     Unter  der  Voraussetzung  =r7^  bleibe  ste- 
tig in  der  Nähe  des  Werthes  x  =  a,  wird  man  setzen 
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1 
f(x)        F(x)       ^ 


F(x)  1_ 

und  beachten,  dass  für  x  =  a  jetzt  --t  und  ir-:  Kuli  werden.     Daraus  folgt 
(Nr.  I.),  dass  der  Wertli  -^-  gleich  ist  dem  Wertlie 

F(a)»  F'(a)    f(a)* 


r(a)  f(a)F(a)»* 

f(a)« 

indem  ■^-  |  r^-r  |  =  —^t^  ist.     Man  hat  also 
8x  \.((t)J  f(x)' 

f(a)      F'(a)  rf(a)^»     ,_F'(a)    ^^O 

lF(a)J  '  '- 


so  dass 


F(a)-f'(*i)  U(a)f  '  f(a)'F(a)' 

f(a)        r(a) 


F(a)-F'(a)* 

mithin  ganz  dieselbe  Regel  gilt,  wie  in  Nr.  I.     Man  in ird  jedoch  biebei  be- 
achten, dass  weil  f(a),  F(a)  unendlich  sind  für  x  =  a,  auch  l*(a),  F'(a) 

{'  (a) 

unendlich  seyn  werden;  kann  man  aber  den  Werth  von  ^t^t  in  irgend  einer 

Weise  ermitteln,    so  ist  man  durch  diese  Betrachtung  dennoch  zum  Ziele 
gelangt. 

So  z.  B.  wird  — - —  für  x=0  unter  der  Form  -z=r  erscheinen.    Aber  -5 —  =  — , 
cotgx  ^  ox         X 

J_ 

8  cotgx  1         .      ,  .      «r      ,  X  8in*x  _ 

— 5 = r-j—  also  hat  man  den  Werth  von = —  = für  x  =1 0  zu  er- 

8x  sm*x  1  X 

~"8in*x 

mittein.     Nach  Nr.  I.  ist  derselbe  =0,  so  dass  — - —  Null  ist  für  x  =  0. 

cotgx 

in.  Wird  in  dem  Produkte  f(x).  F(x)  für  x  =  a;  t(a)=:0,F(a)  =  QO  . 
so  erhält  man  die  Form  0 .  c» .     Da  aber 


F  (x)  f  (x) 

und  diese  letzten  Formen  auf  ~  oder  ^  herauskommen,  so  kann  man  ge-' 

radezu  die  früheren  Regeln  wieder  in  Anwendung  bringen. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  der  Form  00  —  00  ,  wenn  z.  B.  in-r-^— rr-— 

f(x)    F  (x) 

für  x  =  a:  f(a)  =  F(a)  =  0,  aber  y  (a),  i/;(a)  endlich  und  nicht  0  sind.     Da 
zunächst  ^ ^^^- ?^ -  9(T)F(z)^^.Mf(T) 

zunacnst  ^^     P^^^-         ^^^^^^^^ 

so  kommt  diese  Form  auf  -^  zurück  und  wird  also  gemäss  Nr.  I.  behandelt, 
Z.  B.  (a  —  x)  tg  2^  wird  0.00  für  x.=a.     Aber  (a  — x)tgör  =  —,    und 


eotg,- 
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g(a— x)  2a         11         1  n 

^ — = —  1. z =— 5- . ,  welche  (irOifse  fWr  x=ra  bleich  —  jr-  ist;  mit- 

ox  8x  2a    .  .«x  ®  2a 

8in*  -  - 
2a 

i.    .     .  X      ^'x  -.  .  .  ,     — 1        2a        1  1 

m  ist  (a  —  x)tflrs~  lur  x=a  gleich — -  =  — -.     rr-. r   wird     CX)  —  00   für 

Za  fr  w         I  (X/       X — I 

""2ä 
_       .          l           1        x-l— l(x)    8(x-l-l(x))            1  e»(x~l-l(x))      1      .  ^ 
x=l;  aber  i(i)-i3r=-(^ZT)Töö'  8^ ^^"x' 87^^ =^wird 

ifii,          1     eP^-l)J'X']              nl    .wx      I         1    ,  .,  ,  8*[(x~l)l(x)]      1 
I  furx  =  l; g-^ r=(x— 1)— +l(x)  =  l  -  y  +  Ux). ^t =^ 

-j wird  2  für  X  =r  1 ,  also  ist  rp-z jrleich  ^r  für  x  =  1 .     cotir  x  -—  —    wird 

X  l(x)      X — 1*  2  ®  X 

_  ^       ,  1       xcosx— uinx    6(xco8x — sinx) 

00 — oc  furx  =  0;  aber  cotirx = : . z =  —  x  sin  x, 

*  X  xsmx  8x 

8>(xcosx  — sinx)  .  .   ,  /,  a.  a     80"»"»)  1      . 

5--1 = — :sinx — xcosx  wird  0  für  x  =  0;  — z =  3t  cos  x  +  sin  x, 

ox*  8x  ' 

— jT-j — =2co.sx — xsinx  wird  2  für  x=:0,  also  istcotgx gleich  0  für x=0. 

'(2-t)*«K  ^'"^  O.QCfürx=a;    *ber  1(2-1)  tg|?= -^. 

8 1  I  2  —  —  I  ,  ,  8  cotg  —  , 

r =  —  ö Wird  —  —  fiir  x  =  a;  -^-^ =  —  s~  • Z~  wird — 5— 

8x  2a — X  a  8x  2a     .  ,ifx  2a 

wn*—- 
2a 

(X  "^  4f  X  2 

2  —  —  J  tg— gleich  — für  x=ra  .x"  l(x)    für  x  =:  0    wi 


ird 

_  -L 

-^A      K        »1/^      IW    81(x)       1     8x~'                -(n-H)  X 

ü.oc  ,  wenn  n>0;  aber  X    l{x)=-3:^,  "Y— =  ^. -q--=  — nx  , ^(i^T) 

X  — nx 

=  ^^^  wird  0  für  x=:0,  also  ist  x"  l(x)=0  für  x=0  und  n>0. 
o 

IV.  Sind  y,  z  zwei  Funktionen  von  x,  so  beschaffen,  dass  für  x  =  k: 

j  =■  0,    z  =  0,     so  erlangt  y    die  nnbestimmte  Form  0  . 
y=OC,Z  =  0,      ^       «       y'    „  «  «      ^**. 

y=l,Z=±QO,   „         „        y      M  n  «        1  "■ 

y  =  0,z=i-O0,  «        w       y     n  w  w       0—       . 

Da  aber  immer  l(y*)  =  zl(y),  so  wird  l(y')  in  diesen  Fällen: 
01(0)  =  — 0. 00  ,  01(oo)  =  0.x  ,  ±x  l(l)  =  ±oo  .0,  ±ool(0)  =  ±oo(— 00),  - 

so  dass  diese  Formen  auf  das  Frühere  zurückkommen.     Kann  man  nun  l(y') 

ermitteln  ^  so  hat  man  auch  y*.     Was  übrigwis  die  letzte  Form  anbelangt, 

so  ißt  +00  ( —  00)  =  +  CX),  also  dann  y* gleich  e"f  ^,  d.h.  gleich  0  oder  oe. 

Man  habe  z.  B.  x*  für  x  =  0  zu  ermitteln.     Es  ist  1  (x*)  =  x  1  (x)  und  x  1  (x) 

=  -^^  wird  ^  für  x=0;  aber-g~=— ,  —~-=—^,  also  hat  man — f  =  — » 


i^Q  BehandloDg  der  mibestimiuteu  Fonnen. 

für  x=0  EU  ermittelD ;  dies  ist  aber  =  0,  also  ist  x*=e  =1  fÜrx=rO.  (  1  +  ^1 
wird  1^  fürx  =  cx>  ;  aber  iO  +  yJ  =xiri+Yj^^<l  ^-^  fÜrx  =  O0uiid 


'O+t)  '  '+i      ■ 

ist  =  ^ und  dies  gleich z = -p  für  x=  OD,  d.  b.  j^ich  h 

X  X*  X 

X  X 

mithin  ist  0  +  ~)  =e*  =  e  för  x=:00  (§.  2).  f—^  ^*'^  00*  für  x  =0;  aber 

X  X 

11  —  I  =xll  —  1  =  —  xl(x)  und  da  dies  =0  istfür  x=:0,  so  ist  auch  I  — I  =1 

fürx  =  0. 

V.  Gesetzt  y(x),  y 4 (x),  yjW»-*-»  Vf^^'^V'iW»- ••  seyen  Funktio- 
nen von  X,  die  für  x  =  a  Null  sind,  m  sey  eine  positive,  aber  sonst  beliebige 
Zahl,  so  wird  der  Bruch 

A  g>  (xr+B9i  (xT+Cy,  (i)"-f 


AXxr+B>,(xr+cv3(xr+. . . 


für  X  =  a  die  Form  -^  annehmen ,  wenn  A,B, . . ,  A',B', . .  beliebige  Konstan- 
ten sind.  Setzt  man  hier  x  =  a-{-h,  so  hat  man  för  diesen  Bruch,  wenn 
man  beachtet,  dass  ^(a),...  Null  sind: 

Ah"»^(a+ebr+Bh"»,^(a+^hr+  ■♦♦' . 

A'h°'^'(a+eb)"'+B'h°'^,'(a-|-Öh)"+--- 
dividirt  man  hier  durch  h™,  lässt  dann  h  unendlich  abnehmen,  so  ergibt  sich 
als  Werth  des  vorgelegten  Bruches  für  x  =  a : 

A  ^'(ar+B^,'(a)"  +  C9,'(ar+ 


A>'(ar+B>/(a)"  +  B>,'W"+  .... 

|/(a»— x*H- ^(a  —  x) ' 
Sey  z.  B. ^ für  x=a  zu  ermitteln. 

V(a-x)-V(a»-x») 

Hier  ist  ()p(x)=V— x'.  ()p'(a)=— 2a;  (rt(x)  =  (a— x)^  ()p/(a)  =  0;   ^  (x) 

=  a— X,  ij;'(a)c=-.l;   t^4(x)=a»— x»,  V;/(x)=— 3a^  A=B=A'  =  1,   B' 

1 

=  —  1 ,  m  =  g- ,  also  ist  der  Werth  gleich 

V^^^Zi      ^     V2a 

—  1  +  V3i*      1— V3a» 
Eben  so  ist 

für  x=0: 


V* — sinx — \/l  —  cosx  ^ 

Aber  <)p(x)  =  i/;(x)  =:x  — sin X,  qp'(0)=V;'(0)  =  0,   (p^{x)  =  x,  g)/(0)  =  l; 
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f  i  -1§    ^i W=l  —  ^' ^»  V't ' (ö)=0,  m  =  "2  »  *^*®  >•*  ^®'  Werth  gleich  q3q= —  « (oder 
=00  ,  je  nachdem  0 —  0  zu  -f-O  oder  — 0  wird). 

x=^tM  vi.  Es  kann  sich  endlich  ereignen,  dass  alle  angegebenen  Methoden 

dennoch  nicht  zum  Ziele  führen.  Alsdann  wird  man  geradezu  zur  Reihen- 
Entwicklung  übergehen ,  wie  dies  im  Grunde  ja  auch  gleich  anfänglich  ge- 
schehen ist. 

Wäre  z.  B.  der  Werth  Ton  •  

fiirx  =  a  za  ermitteln,  was  nach  den  früheren  Methoden  nicht  wohl  angienge,  so 

o 
setze  man  x:=:a-|-h,  nehme  sogleich  —  <1,  und  hat  (§.  17.  I); 

V(a+h)»— a»  V2ah+h*  VhV^Tfh 

Yl7a— -  +  ^''     -2  Va'-     •  +  ^ 
-  |/h  V2a4-h  V2a  +  h 

Setzt  man  hier  h=0,  so  erhält  man  ttö"  ^^  Werth  des  obigen  Bruches  für 

x  =  a. 

Es  versteht  sich  ganz  von  selbst,  dass  man  die  Reihenentwicklung  ganz 
unbedingt  benützen  darf,  gleichviel,  ob  die  früheren  Methoden  zum  Ziele 

fuhren  oder  nicht.     So  wäre  (§.  16),  um  x^^^e    *    für  x  =  0    (wo    alsdann 

diese  Grösse  zu  0.cx>  wird)  zu  bestimmen,  die  Grösse  x""*e    *'=  ~ 

1  *  e 

und  so  lange  nicht  n  =  oo  ist,  wird  inuner  im 


z 


Nenner  eine  ganze  Reihe  von  Gliedern  bleiben,  die  x  im  Nenner  haben,  die 


1 


e    »• 
also  00  werden  für  x  =  0  und  desshalb  0  als  Werth  von geben,  wodurch 


n 

z 


I        die  Behauptung  in  der  Anmerkung  zu  §.  16  wird  gerechtfertigt  seyn.     Eben 

'  •  ^  z  —  sinz       1         ^     »  I  ,  1  Ät  /x 

so  ist i —  =  -g-  —  12Ö*    i" •  *'»o  =  y  ^»  =  0n.8.w. 

8y 

VII.   Bei  der  Bestimmung  von  -r^  nach  §.  8  kann  diese  Grösse  für  ge- 
wisse Werthe  von  x  und  y  ebenfalls  unter  der  Form  ^r  erscheinen.  DasVer- 

fahren ,  wie  wir  es  angegeben ,  bleibt  jedoch  dasselbe. 

So  z.B.  folgt  aus  y* — aV'+2a^x' — x*=0,  dass  x=0  und  y=0  zusam- 
men gehören;  femer  ist 

8y     —  2a»z+2z* 

0  Bz""     2y'— a*y 

und  wird  jr  für  x=0,  y  =  0.     Alsdann  ist  eben 


gO  AnflSsang  der  Gleichong  f (z)  =  k. 

6  y  — i  —  a  — ^ 

Für  y*(a — x)  =  x',    wo  wieder  x  =  0,  y  =  0  zusammen  geboren,   i«t  t^ 

=  -tr— ; ^  und  wird  7:-  wenn  x=::y  =  0.     Alsdann  ist 

2y(a  —  x)  0  *' 

8l=    «V,        ,     ,    (fi»rx=0=y). 


-ta'=»..-^=«- 


0 
und  wird   jr  für  x=y=:0.     Alsdann  ist 

fl,      eay|{-2(y«+x')-4x(y|^+x)+6a»-a» 

öycx  ox 

2||(y'+x')+4y(yJ-^+x)-6»y-6axJ^ 

,  8y 

woraus,  da  der  Nenner  =0,  der  Zähler  = — a'  ist,  folgt  ö~"  = —  *. 

§.  23. 

Kehren  wir  nunmehr  zu  §.21  zurück,  so  können  wir  in  der  dortigen 
1  urmel  (35)  die  Koeffizienten  von  k,  k^.. .  bestimmen.  Diese  Bestimmang 
könnte  ganz  direkt  in  der  dort  vorgeschriebenen  Weise  erhalten  werden;  es 
ist  jedoch  bequemer,  folgenden  Weg  zu  derselben  einzuschlagen. 

Bezeichnen  wir  die  Reihe  (35)  durch 

a+A^  k+ A,  k»+  . . . .  +  A  k*"-^ (a) 

n 

SO  folgt  aus  derFonneI(320  in  §.  19,  wenn  man  dort  i//(x)=f(x),  F(x)=x, 
F'(x)  =  l  setzt,  dass 

x  =  a+A,f(x)+A.f(x)«  +  ...+Af(x)"+...,  (b) 

n 

unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Reihe  von  x  =  a  an,  für  welchen Werth 
f(x)=:0  ist,  konvergire.  Da  angenommen,  die  Reihe  (36)  in  §.  21  konver- 
gire,  also  auch  die  (a)  von  k  =  0  an,  so  konvergirt  eben  desshalb  auch  (b) 
von  x  =  a  an.  Nunmehr  ist  es  leicht,  die  Grössen  A^ ,  A, ,. . .,  A  , ...  aus 
(b)  zu  bestimmen.     Man  hat  nämlich  zuerst 

*/  \    =  Aj  -)-  A,  f  (x)  -|-  .  . .  . , 

woraus  für  x  =  a  (da  f(a)  =  0)  nach  §.22: 
welche  Gleichung  A|  bestimmt. 


AnflQtiiiig  der  CKeicbong  f  (z)  —  k.  gl 

Sodann  ist  '  ""  *^'7  ^,*  ^^'^  =  A, + A,  f  (x)  + 

woraus  f&r  x  =  a :         A,  =  Tini^zMW"^^. 

Da  die  Grösse  erster  Seite  einen  bestimmten  Werth  hat,  so  ist  es  auch 
80  mit  der  auf  der  zweiten  Seite;  da  aber  der  Nenner  för  x  =  a  zu  Null  wird, 
80  moss  es  auch  der  Zähler  seyn,  *  wie  man  auch  unmittelbar  sieht     Aber 

^^  =  2f(x)  f  (x)  ist  noch  0  für  x=a,  also  muss  auch  ^'''""*'^^'^^'^^  =1 
—A4  r(x)  es  seyn;  dann  ist  5^^  =  2f  (x)'+2f(x)f' (x),  was  für  x=a 
zu  2r(a)»  wird;  eben  so  ^''^'"'*7/^^^'^^  =  ->A,  f  (x).  so  dass  also 

. Atr(a) 

^"      2f(s)»* 

Allgemein  ist  nun 

X  —  »— A,  f  (x)  —  A,  f(x)»  —....—  A       f  (x)''^* 

1 — =  A  -+-  A   .  ^f(i)+ 

woraus  für  x  =  a: 

^  ^  rx~»-A,f(x)-A,f(x)*- . . . .  -A  _^  fCx)""*-! 

■ '  ^ s? — —  J- 

Nun  aber  findet  sich : 


-fl--     =mf(x)        f(x);  — ^     =m(m  — l)f(x)        r(x)*  +  mf(x)        ("(x);       ^^ 

ÖX  OX*  Q    ■> 

ox 
=  m(m~l)(m--2)f(x)*"^f  (x)«  +  3m(m--  l)f(xr~'f(x)r'(x)  +  mf(xr"*   f»  (x); 

^-^^^  =  m(m— l)(m~2)(m-3)f(x)''~*f(x)*+6m(m— l)(m— 2)^^^^ 

8x 
+3m(m--l)f(xr"'*f'(x)»  +  4m(m  — l)f(x)"~*  f  (i)  0  (z)  +  m  (  (if"^  f*(x)? 


»*f(x)  

-7~~  =  m(m  — l)(m— 2)(m  — 3)(m— 4)f(x)        r(x)*+10m(m— l)(m-2)(m— 3) 

ex 

f(x)'^f(x)»f'(x)+16m(m— l)(m  — 2)f(x)""~*f(x)f''(x)*+10m(m--l)(m--2)f(x)*"* 

«'{x)«f«(x)+10m(m— l)f(x)*"'*r(x)f»(x)+6m(m— l)f(xr"'*f'(x)  f»(x) +  m  f(x)""* 
P(i); 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  — ^^  mit  dem  Gliede  m(m  —  1) 

ex*" 

(m—n+l)f(x)*""'P(x)*  anfängt,  während  alle  anderen-  Glieder  höhere 
Potenzen  von  f(x)  enthalten.     Demnach  ist 


m 


*  Ift  flberliBnpt  =y^  eine  Grösse,  tod  der  man  weiss,  dass  sie  für  x  =  a  einen  endlichen 

ft+i 
Werth  A  hat,  nnd  sind  F(a),  F'(a),  .  .  .,  F"  (a)  NnU,  nicht  aher  F       (a)  =  0,  so  müssen 

aaeb  f(a),  f  (a),  .  .  .,  f"  (a)  NnU  seyn,  da  sonst  ^\  nach  S-  22  nicht  endlich  wAre,  was 

g^en  die  Annahme  itraitet    Im  Texte  wird  hieTon  mehrfach  Oehranch  gemacht. 
Di*af»r,  OiftrMtlal- s.  lalegial-Rochnvii^.  Q 


S2  AuffOsung  der  Gleichong  p  (z)  =  0. 

n        n 

^-^  =  n(n-l)...lf(x)''H-P. 

8x 

von  P  jedenfalls  den  Faktor  f(x)  enthält,  so  dass  fUr  x  =  a: 

?^<^  =  n(n-l)...ir(a)' 

ist.     Wie  ferner  leicht  ersichtlich ,  verschwinden  alle  Differentialqnottenten 
von  f(x)"  bis  zum  n**°  für  x  =  a,  so  dass 

I                 «    »                     «    "                           n— 1       ^    n        I 
L              8x                      8x                                         8x        -■•     „-^1 
A  = 1 .  n^l. 

"  1.2.3..  .nr(a) 

Aus  den  obigen  Entwicklungen  ergibt  sich  aber  leicht  für  x  =  a: 

?^*  =  6f  (a)r'(a),  5^'=6f-(a)«+8f(a)f»(a).  5^=20f'(a)f»(a)+10f(a)f^a). 

8*fCx)'  8*f^x)' 

5-f^=36r(a)»r(a),  lii5L=90f.(a)r(a)»+60f' (a)»f>(a). 

öx  ox° 

^-^=240r(a)»r'(a) 


8x' 

Demnach  ist  : 

—  AJ»(a)  — 6A,f'(a)r(a) 


^'"f(a)'^*--""l.2f(a)«'  '^»- 


1.2.3f(a)^ 
.       -A,f*(a)-2A,[3f-(a)'+4r(a)f»(a)]-36A3f(a)'r(a) 

*"                                        1.2.3.4P(a)*                                       •  }W 

—  Aif»(a)  — 10A,[2f"(a)fMa)  +  f'(a)f*(a)]-30A,r(a)[3r(a)»+2f(a)f»(a)] 
^ — 240AJ-(a)»r(a) 

*~  1.2.3.4.5  f'(a)* 

u.  s.  w. 

Will  man  nun  mittelst  dieses  Verfahrens  eine  Wurzel  einer  vorgelegten 
Gleichung  (p(x)  =  0  berechnen,  so  muss  man  bereits  einen  angenäherten   1 
Werth  a  derselben  kennen,  so  dass  9)(a)  nahe  an  Null  ist.     Setzt  man   ' 
dann  die  Gleichung  unter  die  Form  y(x) — y(a)  =  —  y(a)  und  in  (36)  de» 
§.21  f(x)  =  y(x)  —  g)(a),  k  = — y(a),  so  ist  f(a)  =  0,  und  P(a)=y'(a), 

also  I  ^^TTT  I  =    ./  N  nicht  Null.     Endlich  wird  man  immer  annehmen  dör- 

V  f(i)  Jm       9>'(a) 

fen,  es  sey  y'(x)(=f  (x))  nicht  Null  von  x  =  a  bis  zur  gesuchten  Wurzel, 
da  letztere  nahe  an  a  liegt  und  man  immer  a  so  finden  kann,  dass  nicht  jp'(a) 
=  0.  Da  nun  allgemein  f  "(x)  =  y\x),  so  wird  man  also  hiemach  die  Grös- 
sen A^,  A,,  .  .  .  .  mittelst  (c)  herstellen  und  dann  gibt 

'x  =  a— Ai9>(a)+A,9)(a)*— -A,  9>(a)'+ 

die  gesuchte  Wurzel.  Die  Konvergenz  dieser  Reihe  wird  sich  im  Allge- 
meinen nur  schwer  ermitteln  lassen;  man  wird  daher  getrost  einige  Glieder 
derselben  berechnen  und  aus  ihrem  (etwaigen  raschen)  Abnehmen  schliessen, 
dieselbe  konvergire  rasch,  somit  nur  die  etlichen  ersten  Glieder  gelten  lassen 
and  schliesslich  sehen,  in  wie  weit  das  gefundene  Resultat  wirklich  als  Wunel 
der  Gleichung  angesehen  werden  kann. 

Einige  Beispiele  mögen  das  Verfahren  erläutern : 


Mazima  und  Ifinima  einer  Funktion. 


83 


I.  Die  Gleichung  x'— 60x'4~^^^^ — 3734=0  hat  eine  Wurzel  nahe  an  21. 
Förx  =  21  ist  g)(x)  =  46,  also  schreibe  man  die  Gleichung  auch  so: 

x>— 60i»H-999x— 3780=  — 46. 
uiidhatf(x)  =  x'— 60x*+999x— 3780,  k=— g)  (a)  =  —  46.   a=r21.  f  (a) 
=-198.  r'(a)  =  6,  f  (a)=6.  f*(a)  =  0: 

1       .  3       .  216     .        3206    .a  168738 


At  = 


198' 


^*~   IQÖl»  ^»  —  """TÖO»'  A«~   TÖQt"^     ~~ 


198^ 


198» 


198^ 


198' 


ilso 


46      3.46»     216.46»     3206.46*      168738.46* 


198  '    198»    '      198»     '       198'       '         198* 
=  21  +0-232323+00008l7+0000069+0'000001 +0^)00000 
=  21-233210. 
welcher  Werth  auf  fünf  Dezimalstellen  richtig  ist.     (Vergl.  ..Grundzuge'*  S.  179.) 

n.  Man  soll  die  Gleichung  x=2sinx  auflösen.     Für  x==  T 88495 5 6 (—108^ 
ist  x—2«inx  =  — 00171674. 

so  dass  man  die  Gleichung  schreiben  wird:    x — 28inx-4-0'0171574  =  00171674. 
Dann  ist 
f(i)=x— 28inx-HH)l7l674,^a>(a)=0-0l7l674,  a=r8849566(=108*»),f(a)  =  r618034, 

f"(a)  =  l  902113.  f»(a)=— 0-618034,  f*(a)=— 1*902113 

1  0-951066  1-975678 


At  = 


1-618034 


.  A,=- 


1-618034» 


.  A,= 


1*618034*' 


x= 1*8849566 


0-0171674      0-961056.0-0171574»  .  1-975678.0*0171674 


t- 


1*618034    '  1*618034»  '  1618034* 

=  1  •8849566+0-0106038—0-0000661  +00000009  =  1  -8954942 . 
oder  wenn  man  diese  GrOsse  in  Winkelmass  ausdrückt:    x=  108^36^13*7^'  (^ergl. 
mein  „Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie**  S.  100).    * 


Fünfter  Abschnitt 

Von  den  grössten  und  den  kleinsten  Werthen  für  Funktionen 

einer  unabhängig  Veränderlichen. 

§.  24. 
Sey  y  =  f(x)  eine  beliebige  Funktion  von  x,  und  es  erlange  dieselbe  für 
x=a  einen  Werth  f(a)  so  beschaffen,  dass  derselbe  grösser  ist,  als  diejeni- 
gen Werthe  von  f(x),  die  man  erhält,  wenn  man  x  Werthe  beilegt,  die  nur 
wenig  grösser  oder  kleiner  sind  als  a,  so  ^P-  *• 

sagt  man,  y  habe  einen  grössten  (Maximum-) 
Werth  erlangt;  ist  dagegen  f(a)  kleiner  als 
die  unmittelbar  vorhergehenden  und  nach- 
folgenden Werthe  von  f(x),  so  hat  y  für 
x=a  einen  kleinsten  Werth  (Minimum) 
erlangt.  Stellen  wir  (Fig.  8)  den  Lauf  von 
f(x)  durch  eine  Kurve  dar  und  ist  OK  die 
Abszissenaxe,  0  der  Anfangspunkt,  so  sind 
Aa,  Co,  Ee,  Gg,  Ji  grösste  Werthe  der  Ordinate,  während  Bb,  Dd,  Ff^ 


84  Maxima  and  Minima  einer  Funktion.  , 

Hh,  Kk  kleinste  Werthe  sind.  Es  ist  aus  der  Figur  ersichtlich,  daas  ganz 
wohl  ein  Minimum  grösser  seyn  kann  als  ein  Maximum;  8oi8tDd>Aa9 
trotzdem  ist  erstere  Grösse  ein  kleinster  Werth,  letztere  ein  grösster.  Eben 
so  ist  klar ,  dass  nicht  zwei  Maxima  oder  zwei  Minima  unmittelbar  auf  ein- 
ander folgen  können ,  sondern  dass  immer  Maxima  und  Minima  abwecKselD, 
wenn  überhaupt  eine  Funktion  in  ihrem  Verlaufe  mehrerer  Maxima  und  Ifi- 
nima  fähig  ist.  Das  eigentlich  Charakteristische  des  Maximums  ist  nAm- 
lich  offenbar  das,  dass  die  Funktion  y,  wenn  sie  in  die  Nähe  desselben  ge- 
langt, (mit  wachsendem  x)  zuerst  wächst  und  dann,  wenn  sie  über  den  Ma- 
ximum-Werth  hinausgegangen  ist,  abnimmt,  so  dass  also  ein  Wechsel  von 
Zunehmen  und  Abnehmen  im  Augenblicke  des  Maximums  stattfindet.  Das 
Charakteristische  des  Minimums  dagegen  ist,  dass  im  Augenblicke ,  da  die 
Funktion  durch  dasselbe  geht,  ein  Wechsel  von  Abnehmen  zu  Zunehmen 
stattfindet,  immer  die  Grösse  x  wachsend  gedacht.  Daraus  erklärt  sich  ganz 
von  selbst,  warum  nicht  zwei  Maxima  oder  zwei  Minima  auf  einander  folgen 
können. 

Nun  haben  wir  in  §.  13.  I  gesehen,  dass  wenn  y  wächst  mit  wachsen- 

dem  X,  nothwendig  -^  positiv  ist;  dass  dagegen  -r^  negativ  ist,  wenn  y  ab- 
nimmt mit  wachsendem  x.  Daraus  folgt,  dass  wenn  y  in  die  Nähe  eines 
Maximum- Werthes  gelangt,  -^  vorher  positiv,  nachher  negativ  ist;  dass 
dagegen,  wenn  y  in  die  Nähe  eines  Minimum- Werthes  gelangt,  r^    vorher 

negativ,  nachher  positiv  ist.    Man  kann  also  sagen,  dass  für  y  =  Maximum, 

8  y  87 

g—  von  +  zu  —  übergeht;  flir  y  =  Minimum,  r-^  dagegen  von  —  zu-j-.  Der 
Uebergang  von  -f-  zu  — ,  oder  von  —  zu  +  geschieht  nun  dadurch ,  dass 
~  durch  0  oder  00  geht;  *  so  dass  also  für  das  Maximum  oder  Minimum  ^ 

0  X  .  ÖX 

=  0  oder  00  ist     Daraus  ergibt  sich  nun  folgende  Regel : 

„Um  diejenigen  Werthe  von  x  zu  finden,  die  y  zu  einem  grössten  oder 

87 
kleinsten  Werthe  machen  können,  setze  man  ^  =  0  oder  =  00  ,   und  be- 

8x 

stimme  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  x.^ 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  ein  so  gefundener  Werth  von  x  die  Fonktioo 

y  zu  einem  grössten  oder  kleinsten  Werthe  macht,  beachte  man,  daaa  das 

87 
Erstere  stattfinden  wird,  wenn  ^  für  diesen  Werth  von  -^  zu  —  übergeht, 

d.h.  vor  diesem  Werthe  positiv,  nach  demselben  negativ  ist;  dass  dagegen 

das  Letztere  stattfindet,  wenn  ^  von  —  zu  +  übergeht.    Beachten  wir  zu- 

nächst  diejenigen  Werthe  nicht ,  die  7^  =  oo  geben ,  so  wird  man  also  fiber- 
sichtlich sagen : 

*  Für  r-^  =  a — X  geht  bei  x  =  a  diese  GrOsse  von  +  «n  —  darch  0;  ftir  r—  = 

8x  "  8x     X  — a 

dagegen  für  x  =  a  Ton  —  zu-j-  dnrch  00  . 


Maxiiiia  Qod  Minima  einer  Funktion.  85 

|.        Torber,     Mftz.,     nachher;  Torfaer,     Min.,     nachher. 

rx=     +  «  _  ;  _  0  +      . 

Daraus  ist  klar,  dass  ^  -  für  ein  Maximum  im  Abnehmen  begriffen  ist, 
f&r  ein  Minimum  im  Zunehmen ;  und  umgekehrt ,  wenn  -^  im  Abnehmen  be- 

griffen  ist,  hat  man  ein  Maximum.     Denn  dann  ist,  da  ^  selbst  =^0,  diese 

CrTösse  vorher  positiv  (>  0),  nachher  negativ  (<  0),  was  eben  aussagt,  dass 
j  vorher  wächst  und  nachher  abnimmt.  Eben  so  hat  man  ein  Minimum,  wenn 

^  im  Zunehmen  begriffen  ist.     Nun  ist  aber  (§.  13. 1)  r^  zunehmend,  wenn 

r-^>0;  abnehmend,  wenn  i~i<0;  so  dass  man  obiger  Regel  nun  zufügen 
wird  (indem  man  beachtet,  dass  wenn  für  einen  bestimmten  Werth  von  x 

6*7 

die  Grösse  r-^  nicht  Null  ist,  sie  für  unmittelbar  nachfolgende  oder  vorher- 
gehende Werthe  von  x  ebenfalls  nicht  Null  seyn  wird) : 

^Diejenigen  Werthe  von  x ,  welche  ö-^  =  0  machen ,  geben  in  y  gesetzt 

ein  Maximum,  wenn  sie  r-^  negativ  machen;  dagegen  ein  Minimum,  wenn 

sie  r-^  positiv  machen.^ 

Sey  a  ein  Werth,  für  den  r^,  d.  h.  P(x)  =  0  und  seyen  die  Grössen 

f(x),  f'(x),  f-'(x)......!^""\x) 

farx==a  sämmtlich  0,  dagegen  nicht  f^(a)  =  0.  In  diesem  Falle  würde 
obige  Regel  nicht  ausreichen.  Um  sich  jedoch  hier  zu  helfen ,  bemerken  wir 
zunächst,  dass  wenn  f'(a)  =  0,  wo  r<n,  aber  f'(x)  vor  x  =  a  und  nach 
x=a positiv  ist,  nothwendig  f''~*(a)  ein  Minimum  ist,  d.h.  da  f'""  (a)  =  0, 
dass  vor  und  nach  x  =  a  nothwendig  f*""  (x)  positiv  ist.  Denn  da  f'(x)  im- 
mer positiv  ist  vor  und  nach  x  =  a,  wird  f'^'^Cx)  vor  und  nach  x  =  a  wach- 
sen (§.  13. 1),  also  da  f'"'*(a)  =  0,  so  wird  f'""*(x)  vor  x  =  a  negativ,  nach 
x=a  positiv  seyn,  woraus  ganz  unmittelbar  folgt,  dass  f'""  (x)  für  x  =  a 
ein  Minimum  ist,  indem  diese  Grösse  vor  x  =  a  abnimmt,  nachher  wäclist. 
Ist  f'(a)  nicht  =0,  sondern  positiv  (aber  f'""  (a)  =  0),  so  hat  man  offenbar 
dasselbe  Resultat.  —  Wäre  f'(a)  =  0,  aber  f'(x  vor  und  nach  x^=a  negativ, 
(oder  wäre  f'(a)  geradezu  negativ),  so  wäre  f '~  (a)  eben  so  ein  Maximum, 
also  da  f*'~*(a)=0,  so  wäre  f'~*(x)  vor  und  nach  x  =  a  negativ. 

Sey  nun  f  "(a)  >  0 ,  so  ist  f'~*(a)  ein  Minimum ,  also  f°~  (x)  vor  und 
nachx  =  a  positiv;  dessgleichen  also  auch  f  (x)  und  dann  f^  (x),  .  .  .  . 
Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl,  so  wird  also  f'(x)  vor  und  nach  x  =  a  positiv 
seyn,  mithin  y=:f(x)  einen  Minimum- Werth  haben;  ist  dagegen  n  ungerade, 
so  wird  f  (x)  vor  und  nachher  positiv  seyn,  sein  Zeichen  also  nicht  wechseln, 
mithin  man  weder  grössten  noch  kleinsten  Werth  von  y  haben. 
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Sey  zweitens  f"(a)<0,  so  sind  f*"  (x),  f'^~*(x), vor  and  nach 

x  =  a  negativ;  ist  also  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist  f'(x)  vor  and  nach  x=a 
negativ,  also  wird  P(x)  vor  und  nachher  abnehmen,  d.  h.  da  f  (a)=Oj  so 
wird  f  (x)  vor  x  =  a  positiv,  nach  x  =  a  negativ,  mithin  f(a)  ein  Maximum 
seyn.  Ist  aber  n  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  f  (x)  vor  und  nach  x  =  a  nega- 
tiv, also  f(a)  weder  ein  grösster  noch  ein  kleinster  Werth.  Zu  obigen  Re- 
geln wird  man  also  noch  hinzusetzen:  „Sind  von  den  Grössen  f  (x),  f'(xX 
P^'OOf ....  eine  Reihe  von  Anfang  her  für  x  =  a  gleich  0  und  ist  die  erste, 
welche  nicht  0  ist,  von  gerader  Ordnung  (d.  h.  f"(x),  f*(x),...),  so  ist  f(a) 
ein  Maximum,  wenn  dieselbe  negativ,  ein  Minimum,  wenn  sie  positiv  ist. 
Ist  dagegen  jene  erste,  die  nicht  0  ist,  von  ungerader  Ordnung,  so  ist  f(a) 
weder  ein  grösster,  noch  ein  kleinster  Werth. ^ 

Wir  haben  im  Vorstehenden  vorausgesetzt,  es  sey  y  direkt  als  Faoktioo 
von  X  gegeben ;  wäre  dies  nicht  der  Fall ,  sondern  nlan  hätte  die  Gleichung 

f(x,y)  =  0,  so  würde  man  eben  r^.  r-4,  ....  nach  §.  12  daraus  bilden  und 

in  der  angegebenen  Weise  verfahren. 

Endlich  kann  es  sich  ereignen ,  dass  man  zum  Voraus  weiss ,  däss  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfinden  werde ,  und  man  nur  den  betreffenden 

Werth  sucht ;  alsdann  genügt  es ,  blos  ^  =  0  (oder  oo )  zu  setzen. 

Wir  haben  bei  den  obigen  Regeln  blos  die  Wurzeln  der  Gleichung  r-^ 
=  0  im  Auge  gehabt;  beachtet  man  die  ebenfalls  zulässige  Gleichung  r^ 

=  00  und  ist  X  =  a  eine  Wurzel  derselben ,  so  wird  man  in  ^^  ganz  unmittel- 

bar  untersuchen,  ob  diese  Grösse  vor  x  =  a  von  anderem  Zeichen  ist  ak 
nach  x  =  a,  und  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  wird  x  =  a  in  y  ein  Maximum  ge- 

ben,  wenn  r-^  vor  x  =  a  positiv,  nach  x=a  negativ  ist,  ein  Minimum  dage- 
gen ,  wenn  das  umgekehrte  stattfindet. 

§.  25. 
Ehe  wir  zu  Beispielen  übergehen ,  wollen  wir  eine  zweite  Ableitung  der 
in  §.  24  gefundenen  Regeln  geben,  da  es  sicher  nicht  ohne  Interesse  ist^  den- 
selben Gegenstand  von  mehreren  Gesichtspunkten  aus  zu  betrachten.  Wir 
bedürfen  dazu  des  folgenden  analytischen  Satzes :  Sind  Aq  ,  A^  , . . . ,  A  be- 
stimmte endliche  Grössen,  so  kann  in  dem  Ausdrucke 

n 

die  Grösse  h  immer  klein  genug  angenommen  werden ,  dass  der  ganze  Aus- 
druck dasselbe  Zeichen  hat,  wie  sein  erstes  Glied.  (Vergl.  „Grundzüge" 
S.  133).  Man  braucht  zu  dem  Ende  blos  zu  zeigen,  dass  der  Werth  des  er- 
sten Gliedes  (ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen)  grösser  seyn  kann ,  als  die 
Summe  aller  übrigen  Glieder.     Sey  nämlich  B  eine  positive  Grösse,  grösser 


Maiiom  und  Minima  einer  Fanküon.  87 

der  Werth  irgend  einer  der  Grössen  Aj ,  A, » •  •  • »  -^a»  *^  ^^^  B  (h'^*+ . . . 
+h'^')  sicher  grösser  als  A|  h'^*+  ♦  •  .  +A  h'"*"".     Die  erste  Grösse  ist 

aber  B  Q — ^~^       )=Bh'^*(\£y3.  «»d  wenn  also 

ist,  so  ist  unser  Zweck  erreicht.     Dazu  genügt  es,  dass 

.  ^Bh(h°-l) 
^•>     h-l 
sey,  wobei  wir  A^  als  positiv  voraussetzen,  oder  wenn  dies  nicht  der  Fall 

wäre,  seinen  positiven  Werth  nur  in  Rechnung  bringen  wollen.  Eben  so 
sehen  wir  h  als  positiv  und  kleiner  als  1  an,  denn  für  h  >  1  hätte  der  zu  be- 
weisende Satz  jedenfalls  nicht  statt. 

Es  muss  also,  da  h  —  1  und  h"* — 1  negativ  sind 

^^Bh(l--h")^  Ao(l-h)>Bh(l-h^), 
seyn.     Macht  man  A^^ (1  —  h) > B h ,  so  ist  auch  Ao(l—  h)>Bh(l—  h"), 

sodaualBo  Ao-A„h>Bh.  Ao>(B+A„)h,  h<— ^ 

seyn  soll ,  damit  unser  Satz  wahr  sey.  Da  man  aber  immer  h  dieser  Bedin- 
gung entsprechen  lassen  kann ,  so  ist  also  unsere  Behauptung  gerechtfertigt. 
Wir  haben  hiebei  h  als  positiv  vorausgesetzt;  doch  sieht  man  leicht,  dass 
fSur  ein  negatives  h  ganz  dieselben  Resultate  gelten,  da,  wenn  für  ein  positives 
h  der  Werth  des  ersten  Gliedes  mehr  ist  als  die  Summe  aller  übrigen  positiv 
genommenen  Glieder,  so  ist  für  dasselbe  negative  h  das  Nämliche  richtig« 
da  das  erste  Glied  höchstens  sein  Zeichen  wechselt,  sein  Werth  aber  sonst 
derselbe  bleibt. 

Sey  nun  a  ein  Werth  von  x ,  für  den  f (x)  ein  Maximum  ist ,  so  muss 
f(a+hXf(a)  seyn,  es  mag  h  positiv  oder  negativ,  immer  aber  sehr  klein, 
seyn,  ist  dagegen  f(a)  ein  Minimum,  so  muss  f(a-|-h)>f(a)  seyn  für  ähn- 
liche h.  *  Man  kann  auch  sagen,  dass  im  Falle  des  Maximums  f(a-f-h) 
--f(a)<0,  im  Falle  des  Minimums  f(a-f-h) — f(a)  >0  seyn  muss  für  kleine 
(beliebig)  positive  oder  negative  Werthe  von  h.     Nun  ist  aber  (§.  15): 

f(.+h)  =  f(a)+hr(a)+  i^r  (a)+. .  .+^  f"(a)-^  ^:^^^^, 

unter  der  Voraussetzung  immerhin ,  dass  f  (x)  endlich  sey  von  x  =  a  bis 
x^a^-h.  Da  nun  aber,  nach  dem  Obigen,  das  Vorzeichen  der  zweiten 
Seite  (für  kleine  h)  von  dem  ersten  Gliede  abhängt  und  dieses  sicher  sein 
Zeichen  wechselt  mit  h,  so  könnte,  in  so  ferne  hf  (a)  als  erstes  Glied  bleibt, 
f(a-j-h)  —  f(a)  nicht  für  positive  und  negative  kleine  h  von  demselben 
Zeichen  seyn,  d.  h.  f(a)  könnte  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  seyn. 

*  Und  omgekehrt:  für  f  (a-f-h)  —  f  (a)>>0  ist  f  (a)  ein  Minimum  n.  s.  ▼. 


88  Beispiele  für  die  Bestimmnng  der  Maiima  nnd  Minima. 

Für  ein  solches  muss  also  hf  (a)  nicht  das  erste  Glied,  d.  h.  es  muss  f  (a) 
r=0  seyn.  Ist  alsdann  P(a)  nicht  0,  so  ist  f-ö^'^^^  ^^  ^^^^  Glied  ond 
behält  fiir  positive  nnd  negative  h  dasselbe  Zeichen  wie  f'(a);  ist  somil 
f"  (a)  >  0 ,  80  hat  man  f (a + h)  —  f (a)  >  0 ,  also  f (a)  =  Minimum ;  ist  d»- 
gegen  f '  (a)  <  0 ,  so  ist  f (a  +  h)  —  f  (a)  <  0 ,  also  f (a)  =  Maximom.     Wäre 

anch  f"(a)  =  0,  also  ,  ^  qf'Ca)  das  erste  Glied,  so  würde  die  zweite  Seite 

ihr  Zeichen  mit  h  wechseln,  könnte  also  auch  f(a+h) — f(a)  nicht  f&r  po- 
sitive und  negative  h  dasselbe  Zeichen  behalten,  d.  h.  f(a)  weder  MazimDm 
noch  Minimum  seyn,  wenn  nicht  f  (a)  =  0.  Im  letzteren  Falle  hätte  dum 
die  zweite  Seite  dasselbe  Zeichen  wie  f*(a),  so  dass  für  f*(a)>0  jetzt  f(a) 
ein  Minimum,  für  f*(a)<0  aber  f(a)  ein  Maximum  wäre.  Wenn  f*(a)=0, 
so  müsste  auch  f^(a)  =  0  u.  s.  w.  Man  übersieht  leicht,  dass  man  ganz  die- 
selben Regeln  erhält,  die  in  §.  24  aufgestellt  wurden. 

Wir  haben,  wie  bereits  gesagt,  hier  zunächst  nur  den  einfachsten  Fall 
dieser  Art  von  Aufgaben  im  Auge,  und  behalten  uns  vor,  den  allgemeineren 
später  zur  £röi*terung  zu  bringen.  Für  den  Augenblick  wollen  wir  an  einer 
Keihe  von  Beispielen  zeigen,  in  welcher  Weise  die  vorstehenden  Regeln  an- 
zuwendeii  sind. 

§•  26. 

VM  VI 

I.  Man  soll  x  so  bestimmen,  dass  j=x    (a — x)    ein  Maximum  oder  Minimum 
werde.     Dabei  setzen  wir  m  und  n  positir  und  ganz ,  a  eben  so  positir  voraus. 
Hier  ist 

-•'^rx        (a-x)       [m(a— x)— ni],    -^,=1        (a  — x)       [m(m— l)(a— x)* 

0  X  0  X 

— 2mnx(a — x)  +  u(n —  l)x']. 

87  .  am 

Soll  nun  o~=0  seyn,  so  ist  dies  möglich,  \(*cnnm(a — x)  —  nx=.0,  x=^-ri* 

was  auch  m  und  n  seyen;  oder  wenn  x  =  0  für  m^l ,  oder  a  =  x  f&r  n^l.     FQr 

,  m-f-n — 2 

am          ti  y              mna  am 

x=  — i —  ist  ö"i  =  — ^  .  „    ,,  d.  h.  ne^tir,  so  dass  x  =  — -r^    muner  em 

™+°       ®*  (m+n)   "^  ™+" 

Maximum  gibt.     Was  die  anderen  zwei  Werthe  anbelangt ,  so  ist  es  bequemer  r~ 

geradezu  zu  untersuchen.     Sey  also  x  =  0+h==h,  m>l,  so  ist  dann  t-=  h 

(a — h)  [ma — (m-|-'n)h]  und  da  h'  sehr  klein,  a  positiv,  so  wird  diese  Grösse 
immer  positir  seyn,  was  auch  h  ist,  wenn  m — 1  gerade,  also  m  ungerade;  dagegen 
wird  sie  positiv  mit  positivem  h,  negativ  mit  negativem  h  seyn,  wenn  m— 1  unge- 
rade, also  m  gerade  ist.  Daraus  folgt,  dass  för  x  =  0  die  Grösse  x  (a — x)  ein 
Minimum  ist,  wenn  m  gerade;  aber  weder  Minimum  noch  Maximum,  wenn  m  un- 
gerade ist. 

Ö  V  m-    1  n-— 1 

Ist  zweitens  x:::=a-|-h,  so  ist  --   =(aH-h)         ( —  h)       f  —  mh — n(a-f-h)] 

8y 
und  da  bei  kleinem  h  sicher  — mh  —  ii(R-f-hj  negativ,  so  wird  g-   inuner   negativ 
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lejD,  wenn  n*— 1  geimde;  dagegen  posiÜT  bei  positirem  h  und  umgekehrt,  wenn 
[     D— I  ungermde  ist.     Alte  gibt  x=a  ein  Minimum,  wenn  n  gerade,  und  weder Mi- 
mnnun  noch  Haximom,  wenn  n  ungerade  ist. 

TQi  7=x  (a — x)  hat  man  also  blos  Maximum,  wenn  x  =  -^-a. 

Für  y=x  (a — x)'  hat  man  Maximum,  wenn  x  =  "3  i  Minimum,  wenn  x  =  a. 

Wry=:x*  (a— x)' „      «  „  „     *~  2~'         "  "     x  =  a. 

Mininnun,  wenn  x=0,  u.s.w. 

Die  erste  dieser  Grossen  entspricht  der  Au%abe,  aus  der  gegebenen  Summe  a 
zweier  an  einander  stossender  Seiten  eines  Rechtecks  das  möglich  grösste  Rechteck 

m  bilden«     Ist  nämlich  x  die  eine  Seite,  a — x  also  die  andere,  so  ist  die  Fläche 

a  a 

=x(a — x)  und  wird  ein  Maximum,  wenn  x=:  -g-»  ^^  dann  auch  a  —  x= y,  so  dass 

das  fiBgliche  Rechteck  ein  Quadrat  ist. 

£ben  so  findet  man,  dass  e*^  e^'-f-2cosx  ein  Maximum  für  x=0  (wobei 
man  bis  tarn  Tierten  Differentialquotienten  gehen  muss).    x'4~&^"i~b  ®^  Minimum 

fBr  x=  —  "ö"  >  —  ein  Maximum  für  x  ==  e ;  x  e~*  ein  Maximum  ist  für  x=:a  (a>0). 

n.  Man  soll  die  Werthe  Ton  x  bestimmen ,  für  welche  y  ein  Maximum  oder 
Minimnm  wird,  wenn  immer 

y«— 3xy— 2x+x»  =  0. 
Man  hat  hieraus 

2yg^-3y-3x^-2+2x  =  0, 

8r 
«nd  da  für  das  Maximum  oder  Minininm  -—  r=  0 ,  so  ist  also 

0  X 
— 3y— 2+2x  =  0. 
aiuwelcherGleichung,  in  Verbindung  mit  der  gegebenen,  x  und  y  bestimmt  werden. 
Man  hat  zuerst 

y=  |-  (x— 1),  also|-  (x—1)»— 2x(x— l)-2x+x«=0,  x  =  -|-.  oder  —2. 

y  = j-,  oder  — 2. 

9y  e«y  2 

«wd g^  =  0,  so  ist  ^1=2   3     (^'  obige  Werthe  von  x  und  y). 

2  2 

PHr  x=-g-,  y= — y  ist  dies  =1 ,  also  y  ein  Minimum;  für  x=^ — 2,  y=2: 

--1 ,  also  y  ein  Maximum. 

nL  Aus  zwei  gegebenen  Seiten  a  und  b  eines  Dreiecks  das  grOsstmögliche 

Breieck  zu  bilden.     Sey  x  der  Winkel,  unter  dem  die  Seiten  sich  schneiden,  so  ist 

8y  d'y 

y=  J  absin X  die  Fläche  des  Dreiecks.    Dann  ist  g— =  |  abcosx ,    ö~~i  = —  i  *  ^ 

8y 
sinx,  also  damit  ä~=0  sey,  muss  x=:90^  d.  h.  das  Dreieck  ein  recht  winkliches 

8'y 
mit  den  Katheten  a  und  b  scyn.     Für  xr=90''  ist  g-i= —  J  ab,  also  negatir,  mit- 
hin das  Dreieck  ein  grösstes. 
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rV.  unter  allen  Rechtecken  von  gegebenem  Inhalte  a  das  zu  suchen ,  das  den 
kleinsten  Umfimg  hat. 

Seyen  x  und  z  zwei  aneinander  s tossende  Seiten,  so  ist  zun&chst  xz=a,  aUo 

z= — ;  femer  ist  der  Umfang=:.2x-["2z=:2x-f =y  und  mithin^— =2 — -j, 

8*y     4a  Ö*y 

r— ^=  -j-.     Da  TT—t  sonach  immer  positiv ,  so  ist  der  umfang  wirklich  ein  kleinster. 

Ferner  i8t;7-=0,  wenn  2  =  — r,  xr^rA/*  t  woraus  auch  z  = — ^=.\/tk,  sodass  das 

0  Z  X  '^  z 

gesuchte  Rechteck  ein  Quadrat  ist. 

Fig.  9.  V.    AE  (Fig.  9)  stehe  senkrecht  auf  AC;  30=  a  sey 

gegeben,  eben  so  AB  =  b;  man  soll  den  Punkt  D  finden,  in 
welchem  die  Linien  BD  und  CD  mit  einander  den  grOssten 
Winkel  machen. 

Dass  hier  nur  Ton  einem  Maximum  die  Rede  sejn  kann, 
ist  klar;  ein  Minimum  fände  sich,  wenn  D  in  A  wäre,  da 
~B       C^  da  dann  CDB  =  0  geworden.     Wir  brauchen  also  blos  den 

eigentlichen  Werth  des  Maximums  aufzusuchen.     Sey  nun  AD=x,  so  ist 

tgCDA  =  ^i^,  tgBDA=— , 

also  i±i__^ 

tKCDB  =  — '  ,     ,',,  indem  CDB  =  CDA  — BDA. 

I    I  b(a+b) 

Da  sicher  CDB  ein  spitzer  Winkel ,  so  ist  seine  Tangente  auch  ein  Maximum, 

a+b      b 

wenn  der  Winkel  ein  Maximum  ist,  so  dass  ▼  = ; — : — r=   ,  ,  ,  ^ — ttt  einMa- 

.  b(aH-b)      x*+b(a+b) 

z» 

ximum  werden  muss.     Daraus 

8y     a.[z*-f  b(a+b)]— 2az*     ^      •  ,  .  /    ,  .x     «   t     ^  -t/CT — rrx 

8^=         [«^+b(a+b)]» =  ^*  z»+b(a+b)-2z»  =  0,  z=  Vb(a+b). 

a  VbCa-hb)  a 

Dann  ist  tg CDB  =    ourTI^   =    x/ 

2b(a+b)        2Vb(a+b) 

Was  die  beiden  Winkel  bei  B  und  C  anbelangt  (in  dem  Dreiecke  CDB) ,  so  ist 

also     tg(B— C)= — ;^^ ^^±^  =  00  ,  B— C  =  90^ 

b 

a  +  b 

(Man  yergl.  damit  mein  „Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie* 
S.  113.) 

Man  erhält  dieselbe  Auflösung,  wenn  man  sich  die  Aufgabe  stellt,  den  Punkt  I 
an  dem  senkrechten  Thurme  A£  zu  finden ,  in  welchem  BC  unter  dem  grössten  6e 
sich ts Winkel  erscheint. 

VI.  Die  Funkte  A  und  B  (Fig.  10),  so  wie  die  Gerade  MN  sind  gegeben;  m#i 
soll  in  letzterer  C  so  bestimmen,  dass  die  Summe  der  Geraden  AC-|-BC  die  kleinst 


-V'-^-V: 
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mögliche  sey.  —  Data  es  sich  hier  nur  um  ein  Minimum  Fig»  10, 

handehi  kann ,  ist  aus  geometrischen  Gründen  klar ,  eben 

M,  dass  der  Punkt  C  zwischen  D  und  £ ,  die  Fusspunkte  A 

der  Ton  A  und  B  auf  MN  gezogenen  Senkrechten ,  fallen 

nnus.     Sej  also  ADr=a,  B£=b,  D£  =  c,  DC  =  x,  also 

CE=:c — X,  so  ist  

AC  =  Va»+x*.  BE=  V(c  — x)*-fb»,y=  Va»+i»^      D    C 


V 


+  V(c-x)»+b». 

8y  X 


Daraus  ^    —  ^  . ^  . 

Ö«      Va»+x»      V(c— x)'+b* 

ood  wenn  man  ^ptadrirt : 

X*  (c-x)» 


0, 


c — z 


Va»  +  x»      V(c-x)»+b* 


t'+x'^Cc  — x)*H-b 


j,  x*(c-x)«  +  b»x»  =  a»(c--x)»+x»(c-x)».  b»x»  =  a*(c— x)», 


bz  =  a(c — x),   x  = 


ac 


a  +  b* 
(Man  darf  hier  nicht  b  x =  —  a  (c  —  x)  setzen ,  da  b,  x,  a,  c  —  x  sämmtlich  po- 

bc 

liÜT  sind.)     Daraus  c — x=  ■   .  .  ,  d.h. 

a-f-D 

x:c  — x  =  a:b,  DC:CE  =  AD:BE, 
so  dass  die  Dreiecke  ADC  und  B£C  ähnlich ,  also  die  Winkel  ACD  und  BC£  gleich 
«md.     (Ein  von  A  ausgehender,  an  MN  zurückgeworfener  und  nach  B  gelangender 
Lichtstrahl  leg^  also  den  möglich  kleinsten  Weg  zurück.) 

VII.    An  einem  Hebel  (Fig.  11),  dessen  Stützpunkt  in  A  Fig-  H- 

ist,  wirkt  in  B  die  bekannte  Kraft  P,  wobei  AB=:a;  das  7A 

Gewicht  der  gleich  dicken  Hebelstange  ist  =b  für  die  Ein-    ^        JB 

heit  der  Länge.     Wie  lang  muss  der  Hebel  seyn ,  damit  an  '  ^ 

seinem  Ende  die  möglich  kleinste  Kraft  j  der  P  das  Gleich-  ^F 

gewicht  halte  ? 

Sey  AC  =  x  die  Hebellänge,  sein  Gewicht  also  bx,  so  hat  man  fUr  das  Gleich- 
gewicht : 

„  ,  ,       X  aP  ,  bx     8y  aP  ,    b     8*y     2aP 

yx  =  aP+bx.~,  y=  — +  -K-»  ^  =  —  "» 


2  '  8x 


2'  8x»"    X»    ' 


«odiMsUo 


aP  .    b       ^  \  /2i 


aP 


8*y 


Mjnmnss.    Da  r-|]>0,  so  hat  man  für  j  wirklich  ein  Minimum = 


«  ,    b      2aP 
^^+¥-b- 


V 


2aP 
b' 


=  V2abP. 

Vm.  In  eine  Kugel  vom  Halbmesser  r  soll  man  demjenigen  senkrechten  Kegel 
«ioschreiben ,  dessen  gcsammte  Oberfläche  ein  Maximum  sey. 

Sey  X  die  Entfernung  des  Kugelmittelpunktes  Yon  dem  Mittelpunkt  der  Grund- 
tUcbe  des  Kegels,  so  ist  der  Halbmesser  der  letzteren  =  \/r*  —  x*,  seine  Höhe 
=r4-x,  also  seine  Seite  =  Vr»  — x'+(r+xp=  V27(7+^j,  mithin  die  Oberfläche 
y  =  «(r»— x»)+irVr»  — x»V2r(r-+-x)  =  Ä[r»-x»H- V(r  +  x)(r-.x)V2r_(r  +  x)] 

=ii[H^x'+(r+ X)  V2Kr:ri)] .  |z  ^^ [^2 x+ V2;7i^i7) ~ 

d.h.         —4x1/^^+2  V2Kr^^'—(r+x)V2r  =  0,  4x  Vr^  =  2(r  — x)  V2i 
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—  (r+x)  y2i  =  (r-3x)V27,  16x»(r  — x)  =  (r  — 3x)«.2r,  8rx»  —  8x»  =  r»-6r4 
+9rx',x»+|x»-?|-"x+J  =  0. 

Da  für  x=-~T  die  erste  Seite  =0,  so  lässt  sie  sich  durch  x+r  diTidiren; 
wirklich  ist  die  Gleichung  auch 

7  1  7         r 

und  da  x' — -g-  rx+:Q^r'=0  die  Wurzeln  x=Tgr±Y6  V^"^  ^*»  •^  **"^  ""'» 

7+1/17     7—1/17 

— jg-^ — tf  — Tg — r  die  drei  Wurzeln  obi^r  kubischen  Gleichung.     Wie  manje- 

doch  sieht,  ist  —  nicht  0  für  x  =  — r,  und  nicht  für  x  =  -~^ — r,*  woblaberffir 
x  =  — —- — r.     Also  ist  der  Halbmesser  des  Kegels  =  V/  '*""( — Tg  —  |  '' 

=  ~  V190+141/17 ,  die  Höhe  ==  ^""^^^1. 

16 

EX.  Stellen  AG,  BF  (Fig.  12)  zwei  parallele  W&nde  tot, 
deren  Entfernung  AB  =  a  ist,  und  in  deren  einer  sieh  eine 
OefEhung  BC  Ton  der  Hohe  h  befindet,  so  soll  man  entschei- 
den, ob  ein  Balken  DE,  dessen  Länge  =1,  zu  der  Oeflhuog 
BC  hineingebracht  werden  könne  (wenn  l^a). 

Man  wird  natürlich  den  Balken  zuerst  an  der  Wand  AG 
^  aufHchten,  ihn  also  die  Lage  DE  annehmen  lassen;  wird  nun, 
indem  £  vorwärts,  D  abwärts  gleitet,  die  Erhöhung  BR  des  Balkens  unter  derOef- 
nung  nie  h  übersteigen ,  so  kann  man  ihn  zur  Thüre  hineinbringen,  so  dass  also  dar 
gross te  Werth  dieser  Erhöhung  (BR=y)  kleiner  als  h,  oder  höchsten  =  h  sejn 

muss.  Sey  nunBE=x,  so  istER:  ED  =  x;  a+x,  d.h.ER=j^X^;  y=VES*^* 

=  -^  Vn^=^"ip,  also  P^  =  Vl'--(a+x)»  --^,— — ==L=,  und  daÄes 
a  +  »  v^/'  8x      y  (a+x)*      yp— (a+x)» 

=0  zu  setzen  ist,  so  hat  man: 

s  

»D*--(a+x)»]  =  x(a+x)S  al*  =  (a+x)»,  x  =  -a+Val» 


♦  Fürx  =  -  r  ist  ^  =  fr[2r+  V2r.2r]  =4rÄ;    für  x=    — j^-^'  -p 

r_  (^+ Vl'>VV9—  V17_^g^3^ty^1    welche GrtKenegttiTÜt;  ftrx  =  ^~^    r: 
8i    8V9+VI7L  V2  ^   V    1  K     /    V         K     /j    8y9_,_y,,7 

[-5+3  y,,..\/(l=y}:n^±y^l=^^l-H^yi7-i-HBvm 

=  0. 
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Vi?  ^ 

so  dass  immer 

sejB  muM. 

X.  Man  soll  ein  offenes  zylindrisches  GefUss  ron  bekanntem  Inhalte  a  konstmi- 
ren ,  so  dass  der  Boden  und  die  Wände  die  Dicke  b  haben,  dabei  aber  möglichst  we- 
nig Material  zur  Konstruktion  rerwendet  wird. 

Sej  X  der  innere  Halbmesser  des  Bodens,  z  die  innere  Höhe,  so  ist  der  Inhalt 

9  a 

=x^nz  und  da  derselbe  =.a  seyn  soll,  so  ist  z  =  — i.     Femer  ist  der  körperliche 

Inhalt  des  Bodens  =(x4-b)'7rb,  der  Wände  =:[(x4-b)';r — x'^]z,  also  der  ganze 
körperliche  Inhalt  des  Gefässmaterials  = 

bif(b+x)»+««[2bx+bT  =  bii(b+i)*-|— ^(2bx  +  b»)  =  y. 

abo  ?-^  =  2bÄ(b+x)— |j(2bx+b^  +  ?^  =  0 

b«7r+birx-g-~-'  =  0,  Ä(b+i)- A(b+x)  =  0. 

3  3  s 

QDd  da  nicht  b4-x:=0,  soist«  =  -7,  x  =  ^/  -— ,  dann  z  =  — \/ — ,=\/ —  ^ 
ib.  es  ist  der  innere  Halbmesser  gleich  der  Höhe  zu  machen.     (Die  Wanddicke  ist 

somit  ganz  gleichgiltig.)     Hier  ist  g— 5==2b3r-| 1 — r — t"»  also  >  0 ,  und  man 

hat  somit  ein  Minimum. 

XI.  Man  soll  einen  Zylinder  Tom  Inhalte  a  konstruiren,  so  dass  seine  Oberfläche 
die  möglich  kleinste  sey. 

Sey  wieder  x  der  Halbmesser,  z  die  Höhe,  so  ist  x^7rz=a,  z=: — §.  Die  Ober- 

2  &  8  V 

fliehe  ist  =2x*^-|~2ffxz  =  2;rx--^ =y,  also  musSg-  d.h. 

s 

S  S  3  S 

teja;  dann  ist  «=^  V  ^=  V  1?=  Vl^  =  *  V  ^=2».  «o  da«  die 

Böbe  dem  Durchmesser  gleich  seyn  muss.  (Anwendung  bei  Münzen,  deren  Ober- 
ilehe  wegen  der  Abnützung  möglichst  klein  seyn  muss.) 

Xn.  F&r  einen  Ort  der  Erde,  dessen  geographische  Breite  =:<)o  ist,  soll  man 
deigenigen  Stern  (von  der  Deklination  x)  angeben,  der  in  der  kürzesten  Zeit  ron  einem 
gegebenen,  mit  dem  Horizonte  parallelen  Kreise  zu  einem  andern  ebenflUls  gegebe- 
aen  solchen  Kreise  gelangt. 

^J  (Fig- 13)  Z  das  Zenith  des  Ortes,  P  der  Pol,  AB  und  CD  die  zwei  mit  dem 
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Horizontale  parallelen  Kreise,  deren  ZenÜhdistanzen  =aiiiidff, 
seyen ;  endlich  S  und  S'  die  La^n  des  firagliohen  Sternes,  wens 
er  durch  die  beiden  Kreise  geht,  so  dass  PS^=PS'=:x.  Der 
Winkel  SPS'  misst  die  Zeit  und  es  soll  derselbe  also  ein  Mim- 
-D  mum  seyn.  Femer  ist  PZ  =  90®— g),  ZS'=:c^^  ZS=«,  ako 
^  in  den  sphärischen  Dreiecken  ZSP,  ZS'P; 

cosa=sin9>cosx-|-cos9>siDxcosZPS,  co8<K'=8in4»cosx 

+ cos  9  sin  X  cos  ZPS', 
woraus,  wenn  man  nach  x  düferenzirt  und  beachtet,  dass  et,  a\  (p  konstant,  aber 
ZPS,  ZPS'  veränderlich  sind,  folgt: 

0  =  -^siD98iDx-[~co89>cosxcosZPS  —  cos  9>  sin  X  sin  ZPS.  — ^ — ^, 

Q  /7pOA 

0 =  —  sin  flj  sin  X + cos  <f>  cos  x  cos  ZPS'  —  cos  9  sin  x  sin  ZPS' .  — ~ — -, 

ox 

Femer  ist  SPS' = ZPS— ZPS'  und  da,    indem  SPS' =  Minimum  sejn  soll, 

8(SPS')  8  (ZPS)      8(ZPS')  ,  .  . 

— r- — =0,  SO  ist  — s =  — ^ .     Beachtet  man  dies,  so  wie  dass  nach  cbimi 

8x  öx  ox  •  • 

8  (ZPS)  tg«      ,  „^^    8 (ZPS')  tflr«»      , 

Formeln:  -V^  =  -ü^+«ot8"»t«ZPS.  _^=_-^_-t-cotg,eotgZP8'. 

SO  hat  man  zur  Bestimmung  von  x ,  ZPS,  ZPS'  die  Gleichungen : 

cosa  =  $iD9>cosx-f~cos9>sinxcosZPS,  cosa'  =  sin  9)  cos  x -|- cos  9  sin  x  cos  ZPS'. 

Nun  ist  auch  (vcrgl.  mein  „Handbuch  der  Trigonometrie"*  S.224),  wenn  S,  S' 

die  Winkel  an  S  und  S' : 

tff  tu  sin  X  —  tff  9  cotflT  S 

eotgS  =  J--__cos,cotgZPS.  ^-^+cotgxcotgZPS  =  — ^. 

— tfttp  cotffS' 

ebenso  ^-;;^+cotgxcotgZPS'= r^— ,  also 

smZPS'  •*  sinx  ^ 

cotgS  =  cotgS',  S  =  S'. 

Benützt  man,  was  bequemer  ist,  diese  Gleichung,  so  ist  auch  cos  S= cos  S^  d.h. 

gin^  —  cosacosx      sin^  —  cosa'cosx      .       /.      ,       .     v      /  .     .  .  .     * 

: : = : — — : ,  sm?»  (sma' — sma)  =  (cosasmcr  —  cosa'smmeosif 

smasmx  sina'sinx  ^ 

sin  9>  (sin  a'  —  sin  a)         2  sin  9> .  cos  i  («'  -|-  a)  sin  i  («'  —  a)       ,       cos  1  (a + o') 

COSX  = ; — =  T-J-, ^ =^  Sin9>  7^ r, 

cos  a  sin  a'  —  cos  a' sin  a  sin(a'  —  a)  cos  Ha -:—«') 

woraus  x  bestimmt  ist.  W^ill  man  ZPS  und  ZPS'  haben,  so  ergeben  sie  sich  aus  den 
betreffenden  sphärischen  Dreiecken. 

Xni.  Man  soll  eine  Zahl  a  in  n  Theile  thcilen,  so  dass  das  Produkt  der  Theile 
das  möglich  grösste  sey. 

a 
Sind  Xt ,  X2 , , . .,  X   die  einzelnen  Theile,  so  muss  x-  ^Xj  = ., .  =x  =--  sejn. 

u  IL  Q         w 

Denn  gesetzt  es  seyen  x^  und  x^  ungleich,  und  es  sey  das  Produkt  x^ . . .x  . . .x  ... 
Xjj  ein  Maximum,  wobei  X|4~"'4"^n=*»  so  würde,  wenn  x'y=x'j=Ä(x  -f"^  ) 
das  Produkt  x'  x'.>x,  x.  (Nr.  I),  indem  das  Produkt  zweier  Faktoren  Yonkonatan- 
ter  Summe  dann  am  grössten  ist ,  wenn  sie  einander  gleich  sind ;  also  wäre 

X«  •••X  —  •••X...  X_  ^^  X4  ...  X_,  •  •  .  X-  •  •  •  x_ , 

und  aueh  x^  + . .  x'^-}- . .  x'^-f"  •  •  •  "l~*n= * »  so  dass  nicht  x^, . .-. . ,  x^^  die  Faktoren 
wären,  die  das  Maximum  geben  können.  Was  von  x^,  x^  giH,  lässt  sich  von  allen 
einzelnen  Faktoren  sagen ,  so  dass  sie  also  alle  einander  gleich  seyn  müssen. 
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Anm.     Ist  y  eine  itetige  Funktion  Ton  z,  so  wird  sie  sich  bei  kleinen  Aenderangen  die- 

8y 
Nr  letoteren  Gr<(tte  am  lo  bedeutender  andern ,  Je  grosser  r-  für  den  betreffenden  Werth  Ton 

oz 

I  ist  (S.  13. 1).    Da  nnn,  wenn  y  für  z  =  a  einen  Mazimom-  oder  Minimmn- Werth  erlangt» 

-^NuU  ist»  so  wird  in  der  Nähe  dieses  Werthes  y  sich  sehr  langsam  Andern.   Diese  eigen- 

tfaümliehe  £rscheinang  in  dem  Gange  stetiger  Funktionen  zeigt  sich  den  Sinnen  in  dem  hori- 
tontalen  Verlauf  der  Karren  in  derNfthe  des  Maximums  oder  Minimums  der  Ordinalen ;  femer 
eikUren  sich  dadurch  eine  Menge  Erscheinungen.  So  ändert  sich  bekanntlich  die  Deklination 
der  Sonne  (und  damit  auch  die  TägeslAnge)  sehr  langsam  in  der  Nähe  der  Solstitialponkte, 
d.h.  wenn  die  Sonne  ihre  grOsste  Entfernung  Tom  Aequator  erreicht;  zur  Mittagszeit  nähert 
sieh  die  Sonne  nur  langsam  dem  Horizonte  u.  s.  w.  Derselbe  Grundsatz  wird  angewandt,  wenn 
man  den  Regenbogen  aus  den  Gesetzen  der  Reflexion  und  Refraktion  des  Lichtes  erklären 
will,  indem  die  parallel  in  den  Regentropfen  eintretenden  farbigen  Strahlen  nur  dann  (nahezu) 
parallel  wieder  austreten,  wenn  für  eine  Aenderung  des  Einfallswinkels  die  Aenderung  der 
Bichtang  der  sattretenden  Strahlen  sehr  langsam  geschieht.  Man  bestimmt  desshalb  fQr  einen 
KinfftllBwinkel  z  den  Winkel  y,  den  der  nach  ein-  oder  zwei-  oder  dreimaliger  u.  s.  w.  innerer 
Reflexion  and  zweimaliger  Refraktion  austretende  Strahl  mit  dem  eintretenden  macht ,  und 

nehfe  sodann  denjenigen  Werth  Ton  z ,  für  den  ~  =  0  ist ;  u.  s.  w.* 

0  z 


Sechster  Abschnitt. 

Reihenbildung  und  Reihensummirung  mittelst,  der  Differential- 
Rechnung. 

§.27. 
Wir  haben  im  Laufe  der  vorangegangeneD  Untersachangen  mehrfach 
von  der  Differentiation  unendlicher  Reihen  zu  sprechen  Gelegenheit  gehabt 
(man  vergl.  §.  16)  und  wollen  diesem  Gegenstande  nunmehr  eine  ausführ- 
lichere Betrachtung  widmen. 

Gesetzt  es  seyen  u^ ,  n, , . . . .  n^  Funktionen  von  z ,  und  es  sey 

Ui-|-u, -|"  •  •  •  •  ~l~**  =U, 

n 

SO  ist  sicher  (§.  4.  IV)  :  « 

8u,  ,83  i_!j?_6ü 

"8i"^'8x"^"""'"8x"  8x' 

^A   n         .  8\   .  8'u.   .  ,^\      8'ü 

nndiUgemein  ~^H T  ' ' r~~7* 

Bx        8x  8x        8x 

Ist  aber  die  Anzahl  der  Grössen  u^ ,  .  .  .  .  eine  unendlich  grosse,  d.  hr 
ist  die  Reihe  u^  -j-Uj-h*  •  •  -  unendlich,  so  lässt  sich  dasselbe  nicht  so  ge- 
radezu behaupten.     Gesetzt  nämlich,  die  unendliche  Reihe 

«1+«»+ +^,+ 

n 

konvergire  von  x  =  a  bis  x  =  b,  so  wird  man  berechtigt  seyn,  innerhalb  dieser 
Gränzen  von  x  ihre  Sunmie  gleich  einer  Funktion  U  von  x  zn  setzen,  also  zu 
schreiben : 
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lll-|-Uj-|-  .  .  .  .  -f-U   -}-....   =:ü. 

n 

Setzt  man  hier  n-^-Jn  an  die  Stelle  von  x,  so  wird  man  Jil  immer 
klein  genug  annehmen  können,  dass  x-f-^x  die  Gränzen  aund  b  (b>a) 
nicht  überschreitet,  wenn  nicht  etwa  x  =  b  ist,  so  dass  also  sicher  auch 

n  B 

Hieraus  folgt,  nach  einem  bekannten  Satze  von  der  Konvergenz  („Grnmd- 
züge"  S.27.  X),  dass 

Jnj-J-Ju,-!-  .  .  .  +Ja  +  . .  .  =  Jü, 

n 

Jn^   ,  Jp>  i_        _i         a  i  _  Jü 

Diese  Gleichung  ist  richtig,  J:l  mag  noch  so  klein  seyn;  lässt  man  also ' 
Jtl  immer  kleiner  werden,  und  es  nähert  sich  dabei  die  erste  Seite  einer  be- 
stimmten Gränze ,  d.  h,  ist  die  unendliche  Reihe 

orj 

noch  konvergent,  so  kann  diese  Gränze  keine  andere  seyn  als  r—  und  man 
kann  also  sagen ,  dass  aus 

Ui+aa+...+u+ =ü 

n 
<i  ÖDi   ,811,    ,  1        n   ,  _8Ü 

folge  eT^^ii"^  •  •  *  "^  8i  "^ 87* 

allgemein  — --\ --^r  .  .  .  H ^+ =  — ^, 

8x        8x  8x  8x 

in  so  ferne  alle  hier  vorkommenden  unendlichen  Reihen  konvergent  sind. 

Dabei  werden  die  Grannen  der  Konvergenz  der  letzteren  Reihen  in  der  Regel 

enger  seyn  als  die  der  ersteren ,  wie  sich  schon  gezeigt  hat ,  da  wir  bereits 

x=b  für  die  zweite  Reihe,  wenn  nicht  geradezu  auszuschliessen ,  doch  zu 

beanstanden  gezwungen  waren. 

Ist  aber  die  unendliche  Reihe 

8Pt  .  8n,  ■ 

8x  ^    8x    ' 

konvergent,  ihre  Summe  also  endlich,  so  ist  die  unendliche  Reihe 

^»1+«»+ 

eine  stetige  Funktion  von  x  (§.  1),  mithin  (analog  §.  16)  ihre  Summe  U  in- 
nerhalb der  Gränzen  der  Stetigkeit  immer  dieselbe  Funktion  von  x. 
Einige  Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

I.  Es  ist  i^-x-i-xt-f- 4-x"=^^ ~. 

X — 1 

Setzt  man  hier  n-f^l  für  n  und  differenzirt,  so  ergibt  sich: 

1+2X+3X.+  ....  +(n+l)x»  ^(°  +  l)x-^^-_C+2)x-^^+l 
Verfährt  man  mit  dieser  Gleichung  in  derselben  Weise ,  so  ergibt  sich : 
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1.2+2.8x+8.4x»+....  +  (n+l)(n+2)x 
(n+2)(n+l)x'^'~2(n-H8)  (ii+l)x'"*"V(n+2)  (n+Sjx""*"*— 2 

ir.  Da  nach  §.  17 

e    =cotz+iBinz,  e  =e  e    =e  (cosx+itmx), 

soiitetira      e        ^         ^^=6       '^  ^  =  e       ^[coi(r»m9)4-i»M>(r8m9)j; 

ferner                        {eo%p'\-iünf)  =ve*  J  =e°*  =C0Bn9-|-i8inn9. 

Setzt  man  aLso  in  der  Reihe  des  §.  17  für  e    :  x  =  r  (cosg^^isin  (p\  so  ist,  unter 
fieachtiing  dieser  Formeln ; 

'«••»      /    .      \i:'«^*r-x     X     ,   ,  rco«»+i'f»i°»  I  r*eos2»  +  ir*8in2»  , 
e     ^cos(rsm9)+ie       '^sm(rtin^)=lH j 1 p^ h 

,   ,  rcos»  ,  r*cos2»  ,  ,     rrsin^  ,  r*»in29  ,  "1 

=  ^ +nr+~2"+ +1-T"+-T2"+  •  •  •  J- 

Da  nun  ans  A-fBi=A'4-B'i  folgt  A=A',B=B',  indem  ja  A— A'=(B'— B)i, 

aUo  wenn  man  quadrirt:  (A— A')'=— (B'— B)».  (A— A')*+(B'— B)*=:0,  und 

f     eine  Somme  zweier  Quadrate  nur  Null  ist,  wenn  jedes  Null  ist,  so  hat  man 

»                           ^   ,  xcos»  t  x*eos2»  ,  zcoff>      ^    .     ^ 

3;^}  1H j 1 pg- — h =«       '^costxsmrt, 

i                                     xiin»  t  x*iin2»  ,  xcoty  .    /     .      x 

I  — 1 1 j72 1" ^^        *^«in(xiin9). 

was  auch  x  und  q>  seyn  mögen.     (Man  rergl.  „Grundzfige**  S.  34.)     Hieraus  folgt: 

,  xcos(d4-1)9  ,  x'eos(n+2)f>  ,                Ö  le       •^co8(x«in9)J 
cosn^i r 1 r-5 h  . . . .  = • 

*  *-^  8x 

,  x«in(n+l)^  .  x*»ln  (n-l- 2) 9  .                 8''(e***'**sin(x8ln9)) 
«nn^+ j + j-2 +  . . . .  = — . 

Speziell  für  n  =  1 : 

.  xcos2^  ,  x'eosdy  ,  xeot«r  /    •     \       ^       i   /    i     \i 

eot^H r^*« r"ö »   •  •  •  =®       ^[cos9COB(xBm9)  —  «in9)8in(x8in^)J  = 

e  ^^  cos[xiinf)-|-rt»  «n^H \ 1 7-^ |-...=e       '^smLxsmy-rvJ. 

III.   Aus  der  Analysis  ist  bekannt  („Grundzüge**  S.  64),  dass 

wenn  die  Faktorenzahl  ins  Unendliche  geführt  wird.     Hieraus  folgt : 


' 


•'"='«+'0-^)+'0-Ä)+'0-Ä)+ 


und  also ,  wenn  man  differenzirt : 

1  2x  2x 

cotgx  =  — 


Ist  nun  x*<n\  so  ist  (§.  17.  I): 

1  .  ,    ,^   -— 1 1 x'     ,     X*    ■ 

Dartiis  folgt  (für  x^<n*): 


Dl  «Bf  «r,  DiÜRtttÜal-  n.  Iitt0frftl-R«ohaa&f. 
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4 

cotgx  =  --2,|_-,+  ^+-,+^+ 

1  X*  X*  x*^ 


] 


Setzt  man  nun 

111  2  -l" 

1*" "''7"'^3*""^  '  "  ■  "      1.2.  "2L     '  ^*^ 


80  folgt  hieraus  (fiir  x'<fr'): 

1       2»B,x     2«B,x*     2«B5X» 

Die  Zahlen  B|,B8»B5,....  heissen  die  Bern oullisohen Zahlen.  Da(«Gnuui- 
Züge**  S.  25,  Vn)  die  Reihe  (a)  konrergirt  für  2n>l ,  so  sind  diese  Zahlen  endlieh 
und  bestimmt. 

Um  für  die  Bemoullischen  Zahlen  eine  Bestimmung  zu  erhalten,  beachten  wir, 
dass  aus  (b)  folgt  : 

•inx  r.       2»B.x*      2*B3X*  T 

d.h.  (§.17): 

*"'l.2"^1..4       --V         1..3^1...6      '    •Jl.  172  1...4       '       J 

Multiplizirt  inan  auf  der  zweiten  Seite  und  setzt  dann  beiderseitig  die  Koeffi- 
zienten gleich  hoher  Potenzen  einander  gleich,  so  erhält  man: 

2'B, L-  =  J- 

1.2"^1.2.3      1.2' 
2*B,      2*8^        1  1  1 


1..4       1.2     1.2.3      I..6  1..4* 

2n  211 — 2  2a— 4 

2B             2B               .,26  .  osd  1  1 

2n— 1 2n— 3 .       1         ■ 2>— ft         1  4-?lEk  1.1 

1...2n        1....2n— 2   1.2.3"^1....2n  — 4*  1...  6      *-  1.2  *  1..2n— 1~1..2d+1 

=  *ii'^^^'^*±lTiqil'f  17^=^1^^         wenn  man  die  zweiten 
Glieder  auf  die  erste  Seite  bringt  und  dann  durch  2  diridirt : 
2B.  1 


1.2      1.2.3 


=  0, 


?!li«2B,        1       .      2    _ 
1..4      1.2'1.2.3'^I..5        ' 

■ 
■ 

2        B.  2        B  ,  2        B  I  OD 

2a— 1  2n— 8       J^         , 2n— 5  1  j.  2Bt 


(0 


1...2n  1...2n  — 2  ■  1.2.3  '  1...2n  — ♦'  1...5  "  1.2  ■l..2n  — 1^ 

+  1..2°n-H=°- 

Hieraus  folgt:  B.  =  -,  B,  =30.  B,  = -.  B,  = -,  B,  =^,  ^ii=gj^>  B„  =  g, 


/ 


RcUmii  für  tgz  ond  die  B«rooiiUiieheii  Zahleii.  99 

R  -.??1I  R       ^^^   n    _1^^    o       854513  236364091.  8553103 

""510'^'""  798  •    ""    330    '    ""    138    *    """      3730      '     """      6       * 
23749461029 

""         870  

Aus  (a)  folgt ,  dass  da  gewiss 

j«»+»^2**+''      3*"+*       


±+±  +  J-+ 

1**     2*'     8*" 
mit  unendlich  waehsendem  n  sieh  mehr  and  mehr  der  Einheit  n&hert,  man  habe 

(».+1  ta+i  - 

1...2n  +  2  2*-*B        **•  J 

2n— 1 
'•'•  ^'•ß^'(2n  +  m2n+2)  =  ^'  <^> 

so  dass  also  bald  g >1  seyn  muss,  d.  h.  dass  später  die  Bernoullischen  Zahlen 

fortwäbrend  wachsen.     Es  lässt  sich  nunmehr  auch  die  Konvergenz  der  Reihe  (b) 

beitimmen.     Der  Quotient  zweier  auf  einander  folgender  Glieder  ist  : 

4B     .    X* 

fti-fi 

(2n+l)(2n-i-2)B^^_^* 

z'  z' 

also  da  dies  mit  unendlichem  n  zu  -^t  wegen  (d),  wird»  so  muss  ^  ^^1  seyn ,   was 

wir  bereits  oben  gesehen. 

Da  -       tgz  =  cotgz—2cotg2z,  so  ergibt  sich 

(2z"\* 
—  1^1  seyn  muss,  weil  man  die  Reihe  für  cotg2x  angewendet. 

Ffir  die  Bernoullischen  Zahlen  lassen  sich  leicht  noch  andere  Rekursionsformeln 
angeben,  ron  denen  wir  jedoch  nur  noch  eine  ableiten  wollen.  (Vergl.  §.  113.) 

Ans  der  Gleichung 

(1        1    ^    x^     cosx      1      ,    X    .    1   , 
7— 2«rt«yJ  =  — -- 2^^"2+"2"^* 
erhilt  man,  wenn  man  die  unendlichen  Reihen  einsetzt  und  dann  die  Koeffizienten 

gleich  hoher  Potenzen  ron  x  einander  gleich  setzt: 

B  B  B  B 

«H-l   '  «a-i    _i ■  In— S  1     _        .    B^        1  !_ .         tn-fl 

I...2n-H2      1..2n*  1.2"^1...2n  — 21..4      '*  "1.21..2n""'^1..2n-H2"*"l..2n-|-2' 
2    1...2n4-l      1...2n+2- 1...2n+2* 

lUo  --*ti*     ^    I-      »»>-»      J! +^  -i +_£ . 

1..2n'l.2^1...2n— 2    1..4  '  "  1.2' 1..2n"'-1...2n+2' 

ond  wenn  man  mit  2.1.2...2n»4-l  multiplizirt : 

^2.-1  (2n+l)...3 
~'  1.2...2n~l 


B|  2n+l      B,   (2n+l)2n(2n~l)  ,  B^  (2n-Hl)..(2n— 3)  . 

T*     1  2'  1.2.3  ■*"3  1...5  ••- 


D 


(0 


n+r        ^"  1* 
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Hieraus  folgt :  ?i    1  _  1. 

1  •  1  ""  2' 
Bj    ^^Bj    5.4.3      2 
r*  1        2  *1.2.8~  3~ 

4 


Bj     7      B3    7.6.6^^Bj    7. 6. .3 

T'T"¥*TT2T3"^  3"'  1...6" 


Siebenter  Abschnitt. 

Differentialquotienten  für  Funktionen  mehrerer  unabhängig 

Veränderlichen.     Vertauschung  dieser  letzteren. 

Analytische  Anwendungen. 

§.28. 
So  wie  wir  seither  immer  vorausgesetzt  haben ,  es  sey  nur  eine  einzige 
unabhängig  Veränderliche  vorhanden,  können  wir  auch  annehmen,  eine  Grösse 
u  hänge  von  mehreren  Grössen  x,y, z, ...  ab,  welche  letztere  gegenseitig 
vollkommen  unabhängig  von  einander  sind.  Man  kann  also  eine  jede  belie- 
bige dieser  letzteren  sich  ändern  lassen,  ohne  dass  desshalb  die  andern  sich 
ändern  müssen.  Eine  Grösse,  die  nun  von  mehreren  andern  abhängt,  also 
eine  Funktion  derselben  ist,  wird  ähnlich  der  Bezeichnung  in  §.7  durch  f(x, 
y,z, ...)  zu  bezeichnen  seyn,  wo  x,y,z, ...  diejenigen  Grössen  sind,  von  denen 
jene  abhängt.  In  diesem  Falle  werden  nun ,  eben  dst  jede  der  unabhängig 
Veränderlichen  sich  ändern  kann ,  ohne  dass  desshalb  auch  die  übrigen  eine 
Aenderung  erleiden,  wahre  partielle  Diflferentialquotienten  (§.7)  auftreten, 

so  dass  also  wenn  u  =  f (x,  y,  z, . . .)  man  die  Grössen 

8n    8u    8u  8^     8*n     8»a     8*a      8*0     8*a 

8x'  8y'  8b 8x»*  8x8y'  8y»*  8x8«'  8y8«'  8»«* 

bilden  kann.  Die  Bildung  derselben  geschieht  genau  nach  den  früheren  Ke- 
geln, ist  also  keinem  Anstände  unterworfen.  Von  den  partiellen  Diflferential- 
quotienten höherer  Ordnung  gilt  natürlich  das  bereits  in  §.  12  nachgewiesene 
Gesetz ,  dass  die  Ordnung  der  Diflferentiation  eine  ganz  willkürliche  ist. 

Besteht  zwischen  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  eine  einzige  Gleichung 

f(x.y,z)  =  0,  (a) 

SO  ist  vermöge  derselben  eine  der  drei  eine  Funktion  der  zwei  übrigen,  indem 
zwei  Veränderliche  ihren  Werthen  nach  müssen  gegeben  seyn,  ehe  man  den 
Werth  der  dritten  vermöge  der  Gleichung  (a)  zu  ermitteln  im  Stande  ist. 
Sey  also  z  als  Funktion  von  x  und  y  angesehen ,  so  kann  man  x  sich  ändern 
lassen,  ohne  dass  y  sich  ändert,  und  y,  ohne  dass  x  eine  Aenderung  erleidet. 
Mit  anderen  Worten ,  man  wird  die  Gleichung  (a)  nach  x  diflferenziren  dür- 
fen, wobei  y  konstant  ist,  und  nach  y,  wobei  x  konstant  ist  Daraus  folgt 
(vergl.  §.  8) ; 


FimktloiiMi  mdirenr  imabliingig  Verinderliehen.  101 

8x"^8zex~    •    8y'^8«8y""    ' 

woraus  x-  •  ^ ,  d.  h.  die  partiellen  Differentialquotienten  von  z  nach  x  und 

y,  folgen.  Differenzirt  man  diese  Gleichungen  wieder  nachx  und  y',  so  er- 
hält man  (§.12): 

d»f  8»f    8g  .  8'f  rö«"V*  .  8J  8^_ 

8x»"*"    8x8«8x"'"8»»  V.81J  "^82  8x*""' 
8*f         8»f    8z        8'f    8«  p8»f  8z  8»  .  8f    8»g 

8x87*^8x8«  8y"*'8y8z  8x"*'8z»  8x  ey'^8«  8x8y"'    ' 

ey»"*"   8y8«  8y'^ez»  V8yJ  "^8z  8y»"    ' 

j         8»z      8*E      8»z-. 
woraus  dann  ^.,  g-^.  ^  folgen,  n.  s.  w. 

Bestehen  allgemein  zwischen  den  n  Veränderlichen  X| ,  x, ,....,  x^  die 

m  Gleichungen 

«>i  («I .»»»....  f  x^  =  0,  \ 

9t  (xi  •  Zt  *  •  •  •  • »  ^^  =  0,  f  p^v 
9   (x^,  X,,  .  .  .  .,  X  "^  =  0, ) 

wom<n,  80  sind  in  Folge  dieser  Gleichungen  m  der  Veränderlichen  ab- 
hängig von  den  n  —  m  übrigen,  welche  letzteren  aber  vollständig  unabhängig 
von  einander  sind.     Sind  so  z.  B.  x^,  x,, . . . ,  x^  abhängig  von  x^^^ ,  •  • .  >  x^, 

80  darf  man  die  Gleichungen  (b)  nach  jeder  dieser  letzeren  Vei^nderlichen 
differenziren,  wenn  man  dabei  beachtet,  dass  X|,...x^  Funktionen  derselben 
sind.     Man  erhält  dann  m(n — m)  Differentialgleichungen  der  ersten  Ord- 

8x  8x.  ^* 

nung  zur  Bestimmung  der  Differentialquotienten  r — ^, . . . ,  ^^; ,,.;  z — 5i_  ^ 

m-}-l  n  m-j-l 

8x 

,  die  in  derselben  Zahl  sind.     Diese  Gleichungen  haben  die  Form : 


8x 


n 

8»  8x,  .   8»  8x,   .  ■    8»  ^'m       8f>_^ 

8x,  8x  "*"8x,  bx  *^'  ••'^8x     8x  '^8x  ""    ' 
t  r  m        r  r 

venu  man  hier  für  r  setzt:  m4-l,m4-2,...,  und  für  g>  dann 9)1,9)2) •••>9g^ • 
Wie  man  eben  so  zu  höheren  Ordnungen  aufsteigen  kann,  ist  klar.     Als  Bei- 
spiel -wollen  wir  die  Gleichung 

belraditen.     Man  zieht  aus  ihr  (r'  konstant) : 

.     8«      ^       ,     8«     ^    ,  ,r8E'A»        8»x     ^  8x8z,       8*e       ^   .if^^V 

»•«_«   Q^«?!f-i-   ®*'_ft  «8»   8'»    .  8«8'«  .       8*z      ^   8^8x,     8z  8*z 
'♦■•8?"^'*8l8x«'^'8x«'""'^8x8^"^8y8x>"*~'8?8^""'8y*8r^^8y8x8y 
.      8«x       ^  ,8«8««  ,     8«x     ^ 
'     8x8y*  8y  8y»  '     8y* 

Wenn  aach  zu  den  früheren  Untersuchungen  gehörig,  mag  doch,  des 
späteren  Gebraachs  wegen ,  hier  noch  die  Entwicklung  von 


]Q2  Funktionen  mehrerer  onabhAqgig  Vertnderikhen. 

—  f(a+ox,  b+/Jx,  C+7X ) 

8x 

gegeben  werden ,  wo  a,  b,  c, ...»  er,  /?,/,.. .  Konstanten  sind  und  x  die  unab- 
hängig Veränderliche.     Ist  a-(-ax  =  y,  b-t-/?x=2,  c+yx  =  n, ,  so 

ist  (§.12): 

p  Affiffif 

—  f(a+ax,  b+/>x,  e+rx, . ..)  =  e^«+8^/^+ä^y+-  • ' " 
da  ||  =  a,  1^=/*»  Öx'^y  '^^  ^'^^     Hieraus  folgt: 

±,f(a+ax.  b+^x ^  =  lIy+2±Laß+U,ß'+2±±ay+»±lß, 

8"f 

Man  kann  diess  auch  in  folgender  Form  schreiben: 
welche  Bezeichnung  wohl  von  selbst  verständlich  seyn  wird.    Allgemein  ist 


8x° 


Gesetzt  nämlich ,  dieser  Satz  gelte  fttr  n==ry  so  gilt  er  auch  f&r  n==r 
-|-1.    Denn  ist 

.  -^f  (a+ax,  h+fiz )  =  (^«+^+. . .  yu 

8x 

wodurch  nun  unsere  Behauptung  bewiesen  ist,  dafQrr=2derSatzgilt(§.10). 

,    §.29. 

In  §.  14  haben  wir  gesehen,  in  welcher  Weise  die  Dififerentialqnotienten 
auszudrücken  sind,  falls  man  flir  die  seitherige  unabhängig  Veränderliche 
eine  andere  wählt.  Für  den  Fall  mehrerer  unabhängig  Veränderlichen  lässt 
sich  dies  eben  so  leicht  nachweisen. 

I.  Sey  zunächst  z  eine  Funktion  zweier  unabhängig  Veränderlichen  % 

und  y,  und  man  flihre  fttr  diese  zwei  andere  u  und  v  ein,  die  mit  x  und  y 

zus^tamienhängen  durch  die  Gleichungen 

^(x,7,a,v)  =  0,  ^(x,7,ii,v)  =  0,  (a) 

SO  folgt  aus  (a),  dass  x  und  y  Funktionen  sind  von  n  und  tr,  während  letztere 
Grössen  von  einander  unabhängig  sind.    Denmach  hat  man  (§•  7) : 
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aa"~8x8u"*"8y  eu*    ew-Bi  8 v'^8y  8 1;*  ^' 

o_     Äw     Av     Av 

Die  Werthe  von  s-.  s-^,  ^,  ^-  folgen  (nach  §.  28)  aus  den  Gleichun- 

8u   8a   8v   8w        °       ^  0        / 

en  (a) ;  setzt  man  sie  in  (b)  ein ,  so  kann  man  hieraas  die  Werthe  von 

-,  r-,  ausgedrückt  durch  r-?,  ^  finden.  Differenzirt  man  die  Gleichungen (b) 

soy  o«öv  8«8a 

ieder  nach  u  und  v,  und  beachtet  dabei,  dass  r-,  r-  im  Allgemeinen  von 

'  8x   8y  ° 

und  y  abhängen ,  welche  Grössen  Funktionen  von  u  und  t;  sind ,  so  erhält 
«(§.12): 

*      8x*l.8uJ  "*"   8x8y  8u8ü'*"8y*V8iJ  "'"8  x  8u'"*'8y  8u>' 

'»    ^8»«8x8x  .     8»«    r8x8y  .  8x8y^      8'z8y8y  .  ex  8'x    .ege'y 

8v      8x*8u8v"'  8x8y  V8n8w  '"8v8uJ"'  8y*8u8v*^8x8u8ü"*'8y8n8v' 
K_e»i/'8x"\»        j^ex8y     8*zr8y"V»  .  8»  8*x  .  8«  8»y 

"*^8x»V8»J  "^    8x8y8t;8v"^8y*V.8iFJ  '^8x  8 t;*"^8y  8 v*' 

,  ,        8*x     8*x     8*x   8*y     8*y     8*y         ,  /  v  .    . 

iraus,  nachdem  ^,.  g-^^,  g— „  ^..  ^.  ^,  noch  aus  (a)  gezogen  smd, 

e  Werthe  von  ^..  3^.  — .  m  g— ,.  g^j^^.  ^^  ausgedrückt,  folgen.     W  le 

in  hier  zu  höheren  Ordnungen  aufsteigen  kann ,  ist  klar. 

II.  Es  kann  sich  ereignen,. dass  wenn  z  eine  Funktion  der  zwei  unab- 
ngig  Veränderlichen  x,  7  ist,  man-  für  die  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  drei 
dere  r,  9,  tp  einführen  will ,  wobei  dann  9»,  tp  als  neue  unabhängige ,  r  als 
hängige  Veränderliche  angesehen  werden  muss.  Gewöhnlich  kennt  man 
nn  x,y,  z  als  Funktionen  von  T,q>,tp;  im  allgemeinsten  Falle  hätte  man 
ischen  r,  9, 1^,  x,  y,  z  drei  Gleichungen : 

^(T»*.^iX,y.«)=0,  f,(r,9f*,x.y*«)  =  0,  f3(r,flo,^,x,y,«)  =  0,  (c) 

rmöge  welcher  ^,  ~,  ....  durch  Diflferentialquotienten  von  r  nach  a  und 

0  X    0  y 

aaszudrücken  sind.     Diflferenzirt  man  jede  der  drei  Gleichungen  (c)  nach 
und  ^,  wobei  beachtet  wird,  dass  r  eine  Funktion  von  ^  und  1^,  dessglei- 

,  ,,         8z      8«8x,8f8y8x      8x8x,8z8y       ^^    ^^i^au 

en  X  und  y,  und  dass  r-  =  ^  X — hr-fi   »  5::  =  ^  rr+r"  ^»    ^^   erhalt 

^'  89      8x8^0     8y8^    8^     8x8^     8y8^ 

in  sechs  Gleichungen,  von  denen  die  zwei  ersten  sind: 

8r89"^89"^8x8f)"*'8y8^"^8z  V.8x89"^8y 89J 
8p  8^"*'8^"^8x8^"^8y8^"^8z  V.8x8^"*'8y8^J 

d  die  vier  anderen  hieraus  erhalten  werden,  wenn  man  f,,  f,  für  f|^  setzt. 

i_  j-  1.    ni  •'!.  j-41  1.4  8x    8y    8x     8y     a«8x,8f8y 

irch  diese  sechs  Gleichungen  drückt  man  ^,  —,  ^,  ^.  ^^+^  e^- 

- — hr"  o    durch  die  übrigen  Grössen  aus,  und  kann  dann  aus  den  beiden 

09>      oy  0^ 

2ten  Werthen  r-,  t-  finden.    In  dem  gewöhnlicheren  Falle,  da 

ö X   öy 

stimmt  man  zunächst  nach  Nr.  I  ^ ,  ~  durch  ~,  ~  und  bildet  dann  diese 

oz   oy  0^    Q^ 

^teren  direkt  au»  der  dritten  Gleichung. 


104  VerUascfanDg  der  nnabhAngig  VerliidMUelwii. 

Man  sieht  hieraus  leicht,  wie  man  sich  zu  benehmen  habe,  wenn  Funk — 
tionen  von  mehr  als  zwei  Veränderlichen  gegeben  sind.  Wir  wollen  daher' 
an  einigen  Beispielen  das  Verfahren  erläutern. 

1)  In  den  Gleichungen 

^r,-^rx='''  ^rx+''ry=^'  8?+8^*=°      <*> 

sollen  X  und  j  durch  die  neuen  unabhängig  Veränderlichen  r  und  a>  ersetJBt  werden, 

wobei  z  =  rcos«,  y  =  rsiD«. 

Hieraus  folgt : 

8i  8x  .  8y       .         8y  8»x     ^      8*x  8'x 

g-  =  co.«.    öi  =  -'""'    rr='"**'  8i=''""*'  8?  =  ^'    878i  =  -"""'   8"P 

8»y     ^     8V  8»y 

=  -rcos«,   g^=0.  ^-^  =  cof.— ,=  -rttn«.u.t.w, 


'• » 


...     8z      8z  .8z  .         8z  8z    .        ,  8. 

mithin  -=_coE«+-sui«,  _  =  -_r«n«+e^rco8«, 

ö**      ö>z      ,      ,  -   8»z  .        ,    8*z  .  , 

e7»=8T«"'' •+^8^''""*""**+87"°  •' 

8^z     8*z  .       ,   8»z  ,   ,    ^  ,  ,  ,  8*z  ,        8z  . 
oro©    ox*  oxöy  oy  8x 


,8z 

+  — cos», 
öy 


8«z   8«z  ,  .  ,    o  8^z  ,  .       ,  8*z  ,   ,    8z 

r— ,  =  T— jrsin'«  ~2  r— T-r*8in«cosa»+^-5r*cos*«  —  r-reos« 

8«*   8x*         8x8y  8y*        8x 


8z  . 
rsin». 


an- 


8«*   8x»         8x8y         '  8y*        8x 8y 

Demnach : 
8  z      8  z  8  z  siiitt      8  z      8  z  .        ,  8  z  cos« 

-  =  -C0..--— .     -  =  _,u,«-^-^___, 

,8'z  ,  8'i       ./-e'z.e'x-V         /-8t  ,81.     -^      ^8'«  ,  8»«A        8> 

'  8T'+8-;i-'='  l8P+8?J-'l8-,"»'-+8^""'*j=a8T'+8?J-'8-r 
Also  ist 

8z_    8z__8_z      e_z  ,     bz_    8_z    8*z      8*z      8*z       1   8*z       1    8z 
*8y     ^8x""8«'*8x"^^8y""'8r'8x»"^8y«"87«'^r»  8««"''  r   8  r* 
d.  h.  die  drei  Gleichungen  (e)  sind  : 

8«      .^     ÖSE     ^    8*z  ,    1   8*z  .    1    8z      ^ 

8  •  =  ^'  'rr  =  ^'  8T»+7^8-^'+T87  =  ^'  <«'> 

2)  Man  soll  die  Grösse  A/  l+{o~|  +Iä~|  umformen,  indem  für  die 

abhängig  Veränderlichen  2,7  die  neuen  q),  \p  eintreten  und  als  abhängig  Veränder- 
liche r  erscheint,  wobei 

x  =  rco8^co8i^,  y  =  rco898ini^,  z  =  r8in9. 

Hier  ist     r— =  ^— cosycos^ — rsin^cos^,  r— =  r— cosycos^ — reosfpsin^, 

8y     8r  :  ^         :       .         8y      8r  .        , 

8z      8r  .        8z      8r  .        , 
8^=8;^""*'8^  =  8^""*+""'*- 

Demnach  wegen       L?  =  ?^«i+^?^,  «l  =  if  8x      8j8y. 
®  8f>     8x89     8y  8«o'  8^     8x8^^8y8^' 

8r.,  8z /'8r  ,^  ,8z/'8r  .\ 

g^sinv+rcos,p=—  [j^tOBp  -  r8in9jcos^+  —  J^^^  cos^-rsin^Jsin^. 
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Hieraus: 

z      g~»5n^+(  ö~"°*  "^  rco8f)J  cos^  cos  ^ 


8_ 

ex"  /-8r 


8 


woraus  folgt: 


cotfpl  ~cos9  —  riiny  I 
—  r-  coii^-J-l  r~ilnf>  +  rcosf)  leos  yiin^ 

coiylr— eot9  —  rnny  I 
+  1  —  g— coi^+f—iiny  +  rcosyj  C089«in«^J 

TTi  '.    ^ 

C089  I  r—  C0S9  —  rSlD  9   I 


cot 


cot*  9 


(Ör  .      ^ 

—  coi^  —  rtinf)  I 

3)  Sejr  u  eine  Funktion  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  und  man  soll  in  der 
Gleichung 

8x«^8y»^8i«  ^^ 

die  drei  unabhAagig  Yerftnderlichen  x«  y,  z  durch  drei  neue  r,  (p,  %p  ersetzen,  wenn 

x  =  rco89eo8V',  y  =  reo898iDif;,  z  =  r8in9. 

8x  8x  8*x  8*x 

Man  hat  hier  g-  =  co89eosif;,  g— =  —  rsinq^cosip,  r— | =0,^-0- ■=— sing» costj', 

: — 7—  =  —  cos 0) sinii;  u.  s.  w.     Femer 
c  r  e  v 

en   doex  ,  8u87  ,  8a8z   8n        ,  8a     ,    .  8a  . 

8-i  =  rxrr+8^8^+8-^rr  =  8^^^»^~"^  +  8^^~^**°'^+8^'"^^' 
ea   8u8x  ,  8o8t  ,  8a8z    8a  ,        dn  .   .    ,  8n 

s~  =  ^  i^^+r;«  +r:  5"*  =  ""  r^'*^°  ^^•'^'— ^'■^'^°" ''' + AT ''*^®''* ' 

c^   0X0^   oyo9   0S09     8x  oy  oz 

8a   8o8x  ,  8a8T  ,  8o8z    8a     ,    ,  8a 

e^  =  8l.8^+8^8-^+8^8-^=-8-^'^^*^'^+8^'^*^'^' 

o»u      /"8*a8x  ,    8»a  8y  ,     8*a  8  z"|  f  8*a  8x     8'u8y  .     8*a    bz^ 

er«~  V8  x«8  r"^8x8y8  r"*"8x8z8  rj^^^  ^"^^  V.8x8y8  r"^8y*8  f'^8y8z  8  tj 
.        ,  r  8»u  8x  .     8»u  8y  .  e*a8z^  ,         8»a      ,         i     .  8*«..  i    .:«« . 

^•^^•^^+l8r8i;rr+8^8^+8T«8^>  *""  "' 

-^- ;r-^  sin  V +2  T--r— cos  *  f>  8in  ^p  cos  ^ + 2  r—r- 8in9  COSf)  C08^H"2  r-T— «in  9  cos  f>  81^ 

OS  oxoy  oxoz  oyoz 

e'a  r8*u8x  ,     8»a    8y  ,     8*a   8  z^     .  8u  r  8*u    8  x 

V=  "•  Wf;+878^  8i+878i  8"^J"'"^^~'^-'  8^  "~^«~^-le78^  8^ 
,  8»a  8y  ,     8»u    8  z^      ,       .  8u  ,   r  8*a    8  x  ,     8»a    8  y 

+8?  8^+a78i  ¥i)  '•i»^«n«r'-^  'oos^i^^+i^eiTe;  8^+8^8^  8^ 

8*a8zA  8a 


8Mi8zA 
^8z»89-/ 


reoi^ — T— rsmf) 

V  S 
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=  r— ^r«ln*f>co8>+— -r'sin»f)«iii>+;r-ir'co8'f)+2r— ^  r*  nn'  «>  nn  i^  cm  ^ 

Ol  0  y  0  z         ozoy 

„  8*u  ,  8*0  ,  8n  8a 

—  2r— r— r^Mn^cos^cos^i  —  Z^— T-r'sinf)C0S98ini^ — r— roos^coi^ — ^— rcosf 

oxoz  cjoz  0  z  cy 

8a 
sinip —  r— rsiu9, 

ü  z 

8»a  r8*a8x,     8»a    8y,     8*a    8 1 "V  ,  8u  ,    r  d*n   8x 

8;p=  -le^*  8-^  +  8^  8-^+8^  8;i;J'^^*^«*'''^-8^'^»*^^»^+l8i878-^ 
,   8*a  8y  ,     8»a   d  z^  8a  . 

+  87  8l,+878^  g^Jrcc^cosv-g^rco^^sm^. 

=  r— ^rco8*^8in*i^+r— ir'co8*flocoi*vi— 2t— T-r'cot'flocog^psin^ — ^— rcoi^  co«t 

öx  8y  öxoy  ox 

.    8a 
—  ^— rcosysm^, 

8y 

woraus  leicht  folgt: 

8^Q  ,  2.  8»a  1       81«  ,A  ^^  1        8a      8'a  .  8*a  .  8*a 

8r«"^r*  8f)*'^r»cosV8^«"^  r    8r      r»  *^*'8v  ""  8  x»"^8  y^'^S  x*' 
so  dass  die  Gleichung  (f)  ist 

8»a      2  8a       1   8«a  1       8'a       1         8a_ 

8r»'^r   8r"^r*  89»'^r«co8V8^»      r'^^^e*»""    ' 

,       ^  ,        8*a  .    2  8u       1    8*(ra) 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  ^— i-r —  sr  =  — ~^  a  t    ' 

or        ror       r      er 

1   8*(ra)       1   8»a  1       8*a       1         8a_ 

r  8r«  "*"r»  8^«"^r«co8V8^»  t^^^^p" 
4)  Sind  X,  y,  z  die  drei  rechtwinklichen  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 

im  Räume ;  x\  y\  z*  die  ebenfalls  rechtwinklichen  Koordinaten  desselben  Punktes 

fiir  andere  Axen ;  u  eine  Funktion  von  x,  y,  z,  so  ist 

8^8|a8Mi_8^,       8^      ,       8^ 

8x«     """    8y»     '*'    8«»     *"     8x'*    "^    8y'*    "*"     8e'»' 

Man  hat  nämlich  bekanntlich : 

x  =  «+atX'+b,y'  +  C4z'.      ai*+a,*+a,>=  1,      a^Ej+b^bj+c^c,  =0. 

y  =  /9+a,x'+b,y'+c,«%      b/+b,«+b,»  =  l.      ata,+b,b,+CjC,  =0, 

«  =  y+a3X'+b3y'+c,«',      c,*  +  c,»-hea*=l»      a,a,Hrb,k,  +  c,c,  =  a 
Mithin 
?£  — 8u  8x      8u  8y  ,  8u  8jE  _8u       ,8u       ,8u 
8x'"8x8x'~''8y  8x''^8«8x''"8x**'^8y**'^8x*" 
8a      8a,      ,   8a,      ,  8a^      8a      8a       ,   8a       ,  8a 

8?"8^''*+87^+8^^'  87'  =  8^'*+87'*  +  8^'*' 

8»a         ,8«a  ,      ,8*a  ,      ,8*u  ,  „  8*a    ,  „  8'a    ,  ^  8'a 

87^=**V7»+*»V»+*'  8V»+2**^J^+2***»8lF.+^*»**87^' 
8»a  8»a  8»a  8»a   ,  ^.   .      8*a     ,  Üi  .  «u  ^   Jll 

8*u         ,8»a,      ,8»a,      ,8*a   ,   «  8«a    ,  ^  8>u    ,  ^  8»u 

8-7^=^^  eT^+^'^T«"^^'  8?  +  ^^^^8ir.+^'^^87^ 

woraus  die  Richtigkeit  der  angegebenen  Sätze  ganz  unmittelbar  folgt. 
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§.  30. 
Will  man  die  Sätze  des  §.15  auf  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen 
ausdehnen,  so  unterliegt  dies  keinerlei  Schwierigkeit.  Sey  nämlich  f  (x,  y, 
z, . . .)  eine  Funktion  der  unabhängig  Veränderlichen  z,  y,  z, . . .  und  man  will 
f(x-|-h,  y-f-k,z-}-l,...)  nachPotenzen  und  Produkten  der  Grössen  h,k,  1, ... 
entwickeln,  so  setze  man  h = ah',  k  =  ak',  1  =  al', . . .  und  betrachte  f  (x+ah', 
j-^ak^  z+al',. . .)  als  Funktion  von  o,  die  etwa  mitF(a)  bezeichnet  wer- 
gen  möge.     Nach  der  Formel  (26)  in  §.  15  hat  man 

..H..<o)..c.,,...,no,..we.,..:n.,.^:....^'.. 

a  =  0  bedeuten.     Gemäss  §.  28  ist  aber,  wenn  x+«h'  =  x',  y+ak'  =  y', 
z+aV=f, .: 

also,  wenn  man  hier  a  =  0  setzt,  wodurch  x',  y',  z', . . .  in  x,  y,  z, . . .  tibergehen ; 
F"(0)  =  (±h'+±k'  +  ^l'+...)'f(x.y. .....). 

und  wie  man  leicht  sieht : 

Demnach : 

f(H-h,y+k.x+I,...)  =  f(x.y.«....)+(^h+^k+^l+...)f(x.y.i,...) 

:  (36) 

^l...(n+l)' 

»0  Q  der  Werth  von 

(Ä-+^^+Ä'+-r''^«-^ > 

ist,  wenn  man  nach  geschehener Differenzirung  für  x,y, z,. . .  setzt:  x-f-^h, 
y+©h,  z+öl, . . .,  und  ö  zwischen  0  und  1  liegt. 

Setzt  man  in  (36)  x  =  y  =  z=...=0,  und  statt  h, k,  1, ... :  x,  y,  z, ..., 
so  erhält  man : 

f(x.y,E....)  =  f(0.0.0,...)+(~x+^y+^.+  ...)^f(x,y.E,...) 


+r:7;i(Ä*+^y+Ä'+--X'^''^*'*--^ 


(37) 


"^l...(n  +  l)^'' 


108  I^i^  nobestimmten  Formen  bei  mehrereD  Verthiderliobeii. 

wo  der  angehängte  Zeiger  0  bedeutet,  das8  man  in  den  vorkommenden  Dif- 
ferentialquotienten (nach geschehener Diflferenzirang)  z  =  0,  7  =  0,  z^O,... 
zn  setzen  habe ,  und  wo  Q'  der  Werth  der  Grösse 

l8^*+8^y+8i'+--J    ^(^y'«---) 

ist,  wenn  man  in  den  Differentialquotienten  für  x,  y,  z,...  setzt  OXy^y« 9z,... 
Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Formeln  (36)  und  (37)  in  ähnlicher 
Weise  gebraucht  werden  können ,  wie  die  Theoreme  von  Taylor  und  Mac- 
Laurin ,  doch  wollen  wir  uns  dabei  nicht  weiter  aufhalten  und  nur  einer  An- 
wendung der  Formel  (36)  gedenken. 

Sind  nämlich  die  Grössen  h,  k,  1, . . .  so  klein ,  dass  man  ihre  höheren 
Potenzen  und  Produkte  vernachlässigen  kann,  so  ist 

f(x+h.y+k.«+l,...)=f(x.y,«,...)+^'h^-|-^+~l+.... 

oz        oy        OS 

Diese  Formel  wird  namentlich  dann  angewendet,  wenn  man  die  kleinen  Aende- 
rungen  von  Grössen  berechnen  will,  welche  ron  mehreren  anderen  sieb  um  wenig  än- 
dernden abhängen ;  wie  z.  B.  bei  der  Berechnung  des  Einflusses  der  Beobachtungsfbhler 
auf  die  Resultate  in  der  Trigonometrie  (vergl.  mein  ^Handbuch  der  eben,  und  sphär. 
Trigonometrie**,  erste  Abiheil.,  9.  Abschnitt,  zweite  Abth.,  T.Abschn.).  Die  dortigen 
Formeln  sind  ganz  nach  dem  Obigen  gebildet.     Aus 

c  =  acosB-f-bcosA 
folgt,  wenn  a,  b,  A,  B  um  zla,  Jh,  dA,  JB  zunehmen,  und  man  diese  Grössen 
klein  genug  annimmt,  um  ihre  Produkte  zu  remachlässigen,  da 

8c  8c  8e  8c 

g^  =  co.B,-  =  eo.A.— =  -»sinB.   ^ bnnA: 

c-f-zlc=  aco8B-|-bcosA-|~cosBzla4~co8A  Jb  —  asinBiiB — bsinAiiA, 
zlc  =  co8Bzla-f-cosAiib  —  asinBziB — bsinA^A. 
(Das  Weitere  sehe  man  in  dem  angeführten  Buche.) 

Eine  weitere  Anwendung  der  obigen  Formeln  kann,  ähnlich  wie  in  §.  22. 
VI,  bei  den  Formen  -^  für  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  vorkommen. 
Seyen  nämlich  f(x,y),  F(x,y)  Funktionen  von  x,  y,  die  für  x  =  a,  y  =  b  zu 

Null  werden ,  so  wird  Jf*   .  in  diesem  Falle  zu  -~.    Setzt  man  nnn  zunächst 

F(x,y)  0 

x  =  a+h,  y=rb-f-k,  so  wird 

^f    v^.Ö^^Öf.    ,  8*f  h»         8*f  .,    ,  8«f  k* 

f(i,y)     f(a+h,b+k)    ^^^^^+87*^+-8y^  +  8T»T:2+8787'^^+8?n2+'-- 

wenn  man  in  den  Differentialquotienten  für  x  uud  y  setzt  a  und  b.  Da  hier 
f(a,b)  =  0,  F(a,  b)  =  0,  so  fallen  in  Zähler  und  Nenner  die  ersten  Glieder 
weg.  In  dem  Bleibenden  hat  man  dann  h,  k  gleich  Null  zu  setzen ;  man 
sieht  jedoch,  dass,  ohne  zwischen  h  und  k  eine  Beziehung  festzustellen,  hier 
gar  Nichts  zu  entscheiden  ist.  Sey  also  k  =  ah,  so  kann  man  dann  Zähler 
und  Nenner  durch  h  dividiren,  und  wenn  man  nunmehr  h=:0  setzt,  so  ist: 
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f  (a,b)^  ex'^^ey 

F(»,b)""eF  ,     8F 

—  -ra  — 
8x^    8y 

"WO  in  den  Differentialquotieoten  x  =  a,  y  =  b  gesetzt  werden  muss.  Ist  nicht 

Q  f  AF 

^  =  0,  g— =  0,  80  bleibt  wegen  des  willkürlichen  a  diese  Grösse  immer  noch 
mibestimmt;  bestimmt  wird  sie  aber  auch,  wenn  —  =0,  r— =  o.     Wären  die 

öy  0  y 

vier  Dififerentialqnotienten  erster  Ordnung  0,  so  müsste  man  zu  denen  der 
zweiten  Ordnung  gehen  und  hätte  : 

8'f  ■       8»f  8*f   , 

f(a,b)     8x»"^   8x8y'''^8y'" 
F(»,b)~8r   ,  „  8*F       ,  8»F    ,' 
8x*^    8x8y     '   Öy* 
U.S.W.     Wie  man  bei  mehr  als  zwei  Veränderlichen  verfahrt,  ist  hieraus 
schon  klar. 

Z.B.  die  Grosse 

l(x)-l(y) 
x+2y  — 8 
0  8f       1     8f  1     8F  8F 

^ird  ^fürx=l.y=l.     Hier  iat  3^  =  -^- 87  =  -"7' 8  x  =  ^' 87  =  ^'  mrx=l. 

y=  1  sind  diese  Grössen  1 ,  —  1 ,  1 ,  2,  so  dass  der  Werth  des  obigen  Bruches  = 

l  —  a 
1+2« 
worin  er  ganz  willkfirlich  ist.     Da  diese  letztere  Grösse  für  a  =  l  Null  ist,    für 

«= —  -g-  unendlich  gross,  so  kann  aUo      .  »   3  für  x  =  l,  y  =  l,  alle  möglichen 

Werthe  haben. 

Der  Bruch  ^'T^^,  wird  ~fürx=0,y=:0;  für  diese  Werthe  ist  |^= 0,^  =  0, 

x'+y'  0  ».^  •  8x         8y 

aP    ^   8F      ^    8*f     „    8»f     „      8*f       „    8«F      ^    8*F      ^     ^*F        ^ 

der  Werth  des  Bruches  gleich 

2+4a+2a*      (!+«)* 

2-H2a»       ""  1+a»  * 

Diese  Grösse  kann  offenbar  nie  negatir  werden;  ihr  kleinster  Werth  ist  0  für 

a= —  1 ;  um  ihren  etwaigen  grössten  Werth  zu  finden,  setze  man  ihren  Differential- 

qiotienten  nach  a  gleich  Null,  und  hat: 

(l+a)(l+o«)— «(l+«)'  =  0.  d.h.  l+a  =  Ooderl+fl«— a(l+a)  =  0. 

«+1  =  0  ffibt  a=— 1,  das  Minimum;  1+«*— tt(l4-«)=0  gibt  l--a  =  0, 

2*  (x+y)' 

«=1 ,  also  das  Maximum,  das  mithin  "2^=^  i*t,  so  dass  ^,  >     ,  für  x=0,  y=U 

aidtt  unter  0  und  nicht  über  2  seyn  kann. 

sinx — «iny  0  ^  ,       8  f  8  f 

Der  Bruch wird  zu  -x-  für  x=y.     Aber  r-  =  coix,  --  =  —  cos  y, 

X — y  0  ''  8x  öy 

g- = 1 ,  g— =— 1  f  also  für  y  =x  ist  der  Bruch  = 

cosz — acosx      cosx(l  —  a) 
1— Ä  l—a 
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Der  Bruch 

sinx+tgy+l(z) 

wird  ^  für  x  =  0,y  =  0,z  =  l.     Für  diese  Werthe  ist  ^^  =  0.    —  =  3,   —  =  1, 

8  F  8  F  8  F 

T—  =  1,  ^— =l,-r-=l,   also  der  Bruch  eleich 

8x  8y  8*  * 

l-^a+ß 
wo  a  und  ß  ganz  willkürlich  sind 
Endlich  wird  die  GrOsse 

cos'(x4~y)  —  cos'z 
~(x+y)«-z» 

ZU  ^,  wenny=x,  z  =  2x.     Hier  ist  s-  =  — 2co82x8ln2x,  r- =  —  2eot2xsin2x. 
0  öx  -       vj 

A#  Qiji  Ali'  AV* 

?J!  =  2cos2xsin2x,^-  =  2.2x,  ^- =  2.2  x,^-  =  — 2.2  x,  also  der  Werth  des  Braches: 

dz  oz  8y  8z 

—  cos2x8in2x-- aco»2x8in2x+j^co»2x8in2x_      C082x8in2x     1+« — ß 
2x+2ax— 2/?x  "" ""         2x         *    l+a^ß' 

co82x8in2x          8in4x 
80  dass  der  Werth  des  Bruches  für  x=y,  z=2x  ist:  — g]^ = j^. 


§.31. 

Sey  f  (x,  y,  z,. . .)  eine  Funktion  der  unabhängig  Veränderlichen  z,  y, 
z, ...,  80  sagen  wir,  dieselbe  erlange  fürx  =  a,  y==b,z  =  c,..  einen  gross- 
ten  Werth,  wenn  f(a,  b,  c, . ..)  grösser  ist  als  die  Werthe  von  f  (z,  y,  Zy«)i 
worin  z,  y,  z, . . .  nur  wenig  verschieden  sind  von  a,  b,  c , . . . ;  dagegen  ^ird 
f  (a,  b,  c, . . .)  ein  kleinster  Werth  seyn,  wenn  diese  Grösse  kleiner  ist,  als  die 
so  eben  angegebenen  Werthe  (§.  24).  Um  nun  die  Werthe  a,  b,  c, . . .  zu  er* 
halten,  sey  im  Allgemeinen  z  =  a+au,  y=b+/^u>  z  =  c-f-yu,...,  wo  a, 
ßyf,,..  willkürliche  Konstanten  sind,  u  aber  sich  ändern  kann.  Nach  un- 
serer Erklärung  ist  nun  die  Grösse 

f  (a+an,  b+/?n,  c+yn, . .  .) 

ein  Mazimum  oder  Minimum,  wenn  u  =  0  ist.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

f(Ä+an,b+/?u,  c+7n,...)  =  r(u), 

so  erlangt  also  F(u)  für  u=:0  einen  grössten  oder  kleinsten  Werth.  Daraus 
folgt  (§.  24),  dass  F'(u)  für  u  =  0  Null  seyn  muBs,  d.h.  dass  P'(0)=0  ist 
Ist  dann  F"(0)>0,  so  hat  F(u)  einen  kleinsten  Werth  erreicht;  ist  P"(0) 
<0,  einen  grössten;  wäreF"(0)  =  0,  so  müsste  auch  F"(0)  =  0  seyn, 
und  das  Zeichen  von  F*(0)  würde  angeben,  ob  man  ein  Mazimum  oder  Mi- 
nimum hätte,  n.  s.  w. 

Nun  ist  (§.  28)  allgemein  • 

r'  (U)=  f A«^-^^^-^y+...yf  (3^  y^  ,,...), 

wo  man  für  a+au,  b+/^u,  c+yu,...  wieder  z, y, z, .. .  gesetzt  hat.  Setzt 
man  hier  u  =  0 ,  so  heisst  dies  für  z,  y,  z, . . .  setzen  a,  b,  c, . . .     Daraus  folgt 
zanäcbat 


Maxiiiia  ond  Mioiiiia  b«i  mehreren  Verinderiiehen.  1 1 1 

-,,,  V    er   .  8f^ .  8  f  , 

^(">=8^«+ry^+r.y+ 

üd  da  für  u= 0,  d.  h.  X  ==  a,  y  =  b,  z  =  c, . . .  diese  Grösse  Null  seyn  moss, 
18  anch  immer  die  ganz  willkürlichen  Grössen  a,  /?,/,.. .  sind ,  so  wird  dies 
r  dadurch  geschehen  können ,  dass  jedes  Glied  fi)r  sich  Null  ist,  d.  h.  dass 

u*                     öf^8f-8f-  ., 

mhat:  ~  =  0,  —  =  0,  ~  =  0 (a) 

ox  oy  OS 

Bestimmt  man  nun  aus  diesen  Gleichungen  x,  y,  z, . . .,  so  werden  die  so 
laltenen  Werthe»  in  f (x, y, z» . . .)  gesetzt,  letztere  Grösse  zu  einem  Ma- 
lum  oder  Minimum  machen  können,  d.h.  die  Werthe  a,b, c,...  seyn,  die 
n  oben  gemeint  hat.  Ob  dies  der  Fall  ist,  und  welches  der  beiden  ein- 
t»  entscheidet  das  Zeichen  von  F'^(O).  Ist  nämlich  bei  ganz  beliebigen 
?,  ^,  • . .  die  Grösse 

(Ä"+8^''+Ä^+--)''^^^*'---^-         ^> 
1er  man  x==a,  y=b,  z  =  c,...,  wie  diese  Ghrössen  aus  (a)  folgen,  ge- 

zt  hat,  positiv,  so  ist  f(a,b, c, ...)  ein  Minimum;  ist  sie  negativ,  so  ist 

k,  b,  c, . . .)  ein  Maximum.     Wie  man  diese  so  eben  allgemein  ausgespro- 

ne  Bedingung  näher  fassen  kann ,  wollen  wir  nun  an  spezielleren  Fällen 

;en. 

I.  Seyen  zunächst  nur  zwei  unabhängig  Veränderliche  x,  y  vorhanden 

1  a,  b  ein  zusammengehöriges  Werthepaar  für  x,  y,  gezogen  aus  den  Glei- 

mgen  —  =  0,  —  =  0.    Die  zu  untersuchende  Grösse  (b)  ist  hier 

8^"  +^8^''''^8?^  ' 
wenn  x  =  a,  y=:b  gesetzt  wird,  zu 

^  '       1       A   T>  n  j-    TI7  «*k  8»f(x.y)    8»f(x.y)    8»f(x,y)^. 

rde,  wonn  also  A3»C  die  Werthe  von  ^^/  ,  ^^^  .  — g^-7^fürx  =  a, 
=  b  sind.     Da  nun  identisch,  wenn  ß^=ma: 

1,  weiin*f(a,b)  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  seyn  soll,  diese  Grösse 
ner  dasselbe  Zeichen  haben  muss,  was  anch  a  und  /?,  oder  a  und  m  seyen, 

moss  auch,  was  m  sey,  die  Grösse  f  "+"g' J 51 —  immer  dasselbe 

ichen  haben,  da  a'C  sicher  immer  dasselbe  Zeichen  beibehält,  was  auch 

(T» -V  j      B*— AC 
m-f-— 1 ^ —  für  alle  m  von  demselben  Zeichen 

m,  so  muss  nothwendig  B' — AC  negativ  seyn.    Denn  wäre  B' — AC  po- 

B'— AP  B  /"         B'X'* 

iv,  also  — g; —  auch  positiv,  so  mache  man  m  nur  =  —  g-,  alsol  m+— J 
0,  und  obige  Grösse  wird  = ^5 — ,  also  negativ;  mac\vlxivKCi^^\^^%^\SL 
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m+— J  > — ^Y""  sey,  so  fällt  jene  Grösse  positiv 

aas,  hat  also  ein  anderes  Vorzeichen  als  vorhin.  Ist  dagegen  B' — AC<0, 

SO  ist gi —  positiv,  also  I  ™+ Q- 1 51 —  immer  positiv,  vas  aaco 

m  sey.     Für  den  Fall,  dass  B' — AG  =  0,  wäre  die  nämliche  Grösse  = 

m+-^  j  ,  also  für  alle  m  positiv,  ausser  för  m=  —  -^^  wo  sie  Null  wäre. 

In  diesem  Falle  hätte  man  eine  weitere  Untersuchung  nöthig,  wie  wir  so- 
gleich sehen  werden ,  nachdem  wir  im  Augenblicke  diesen  Fall  werden  aos- 
znschliessen  haben. 

Es  folgt  nun  aus  dem  Vorstehenden,  dass  f (a,  b)  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  seyn  kann,  wenn  B'  —  AC  positiv  ist.  Ist  dagegen 
B'  —  AC<0,  so  wird  man  ein  Maximum  haben,  wenn  G<0,  da  dann 

a*C  rr™+c"  J ^i — ^J  immer  negativ  ist;  ein  Minimum  dagegen,  wenn 

00.  Da  jetzt  B ' — AC  <  0 ,  also  B '  <  AC ,  und  B '  sicher  positiv  ist,  so 
müssen  nothwendig  A  und  C  dasselbe  Zeichen  haben,  also  beide  positiv, 
oder  beide  negativ  seyn.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  hat  man  weder  Maxi- 
mum noch  Minimum.  Eben  so  kann  jetzt  keine  der  Grössen  A  oder  C  Null 
seyn,  da  sonst  B' — AC  =  B',  also  positiv  wäre. 

Für  den  Fall  nun  endlich,   dass  B'  —  AC  =  0  wäre,    würde  zwar 

KD  "x  2     B*     Acn 
m+-^  J j=^ — ^J  für  alle  m  dasselbe  Zeichen  haben,  wie  ^,  also 

n 

dieselbe  Regel ,  wie  so  eben  für  B' — AC  <0  gelten,  ausser  für  m  =  —  — , 

wo  obige  Grösse  0  würde ,  und  man  nicht  wissen  kann ,  ob  diese  Grösse  po- 
sitiv oder  negativ  ist.     In  diesem  Falle  hätte  man  in 

zu  setzen  ß=ma  =  —  ^a,  x  =  a,  y  =  b,  und  es  müsste  dieselbe  0  werden, 

wenn  man  ein  Maximum  oder  Minimum  haben  sollte.  Würde  für  dieselben 
Werthe  dann 

positiv,  so  hätte  man  wirklich  ein  Minimum,  wenn  auch  G>0;  würde  diese 
Grösse  negativ,  so  hätte  man  ein  Maximum,  wenn  auch  C<0. 

Im  Allgemeinen  wird  man  jedoch  in  diesem  Falle  besser  thun,  auf  an- 
derem Wege  sich  die  Gewissheit  zu  verschaffen ,  ob  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum  vorhanden  sey  oder  nicht. 

n.  Gesetzt  zweitens  man  habe  drei  Veränderliche  x,  y,  z,  imd  seyeo 

a,  b,  c  die  zu  einander  gehörigen  Werthe  derselben,  wie  sie  aus  r-  =  0, 
^—  =  0,  r-  =  0  folgen.     Die  Grösse  (b) ,  nämlich 
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wdezo  Aa'+2Ba^4-C/y*+2Day+2£/97HrF7S  (c) 

reoa  man  für  x,  y ,  z  die  Werthe  a,  b,  c  einsetzt.  Man  setze  nun  ß^=ma, 
/= na,  so  ist  diese  Grösse  (c)  gleich 

(E»~CF)m*4-2(ED  — BF)mH-D*  — AFI 

M^if     ,  Em+D^»     E*— CFr    ,,  „(ED— BF)      ,  D»— AFli 

-•^(V+-F^J F— L"+^-E^=Cr"+E^nCFj} 

.„tf   ^E™+D^«      E»— CFrr      .  ED  — BF^'      rED— BF^»  ,  D»— AF  li 

=•^^11°-^^  — F~J ft-LI^-^e^^cfJ  -lETrcFj  +e^-cfJI 

^if    ,  EnH-D^»     E»— CFrr     ,  ED— BF^».    (ED-BF)MD*— AF)(E*-CFn| 
=«^il"+~F-J F^LI"'e»-CfJ (eTTcfP \i 

Da  nun  a'F  sicher  immer  sein  Zeichen  beibehält,  so  muss  auch  die  in 
len  Klammem  befindliche  Grösse  inuner  dasselbe  Zeichen  haben,  was  auch 
D  and  n  seyen.     Dazu  ist,  wie  in  L,  nothwendig,  dass 

E«^CFrr         ED— BFA»      (ED  — BF)»— (D«-AF)(E»— CF)1 
F«       Lv.""^  E*  — CF  J  (E*— CF)«  J 

mmer  negativ  sey,  was  auch  m  sey,  so  dass  die  hier  in  den  Klammern  be- 
indliche  Grösse  für  alle  m  immer  dasselbe  Zeichen  haben  muss,  und  zwar 
las  positive,  da  nothwendig  (wie  in  I),  wenn  sie  dasselbe  Zeichen  haben 
ioU,  (ED— BF)»— (D»  — AF)(E'  — CF)<0,  also  die  eingeklammerte 
Srösse  positiv  seyn  wird.  Mithin  muss  E » —  CF  <  0  seyn ,  und  es  hat  dann 
mdlich  die  Grösse  (c)  dasselbe  Zeichen ,  wie  F.  Daraus  folgt  nun ,  dass 
irenn  ein  Maximum  oder  Minimum  vorhanden  seyn  soll ,  nothwendig 

E»— CF<0.  (ED  — BF)*— (D*— AF)(E»-CF)<0 

^yn  muss;  ist  dann  F<0,  so  hat  man  ein  Maximum;  ist  dagegen  F>0, 
»n  Minimum.  Da  E'<GF,  so  haben  C  und  F  dasselbe  Zeichen;  da  weiter 
[ED— BF)»<(D»— AF)(E'— CF),  so  haben  auch  D»— AF  und  E»— CF 
lasselbe  Zeichen,  d.  h.  es  ist  D'— AF<  0,  so  dass  auch  A  und  F  dasselbe 
Zeichen  haben.  Für  den  Fall  des  Maximums  oder  Minimums  haben  also  A, 
D, F dasselbe  Zeichen,  ferner  istE'— CF<0,  D»— AF<Ound(ED— BF)* 
— (D*— AF)  (E»  —  CF)  <  0.  Fällt  eine  der  eben  negativ  vorausgeseUten 
Grössen  positiv  aus,  so  hat  man  weder  Maximum  noch  Minimum;  fallt  eine 
i>der  die  andere  gleich  Null  aus ,  so  muss  man  sich  durch  besondere  unter- 
suchong  versichern ,  welcher  Fall  hier  eintrete. 

Man  ersieht  aus  dem  Vorstehenden  schon,  in  welcher  Weise  die  Unter- 
sochung  fortgeführt  werden  kann ,  ohne  dass  wir  die  nothwendig  weitläufigen 
Formeln  hersetzen. 
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§.32. 
Gesetzt  x^ ,  x^ , . . . ,  x^  seyen  o  Veränderliche  und  F  (Xj ,  x, , . . .,  x^)  em^ 
Funktion  derselben;  zugleich  bestehen  aber  zwischen  den  n  Veränderlicbex7 
noch  die  r  Gleichungen: 


Vl(Xi,  X| ,  X^)=:0,\ 

-=0.f 
v,(xi»  »1 x„)  =  0.' 


V»(»i»  x» »  ^) 


(a) 


wo  r<n,  und  wo  es  femer  nicht  gerade  erforderlich  ist,  dass  in  jeder  der 
Gleichungen  (a)  alle  n  Veränderlichen  vorkommen,  nur  sollen  sich  diese 
Gleichungen  nicht  widersprechen ,  und  auch  nicht  der  Art  seyn ,  dass  einige 
der  Veränderlichen  aus  ihnen  bestimmt  werden  können ,  da  in  diesem  Falle 
diese  Veränderlichen  bestimmte  Werthe  hätten,  also  nicht  mehr  veränderlich 
wären.  Man  soll  nun  die  W®^^^^  ^^°  ^i>  x, ,...,  x^  bestimmen ^  sodass 
F(xi,...,  x^)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Der  zunächst  sich  darbietende  Weg  scheint  hier  zu  seyn ,  vermöge  der 
Gleichungen  (a)  r  der  Veränderlichen  durch  die  n — r  übrigen  auszodrückeo, 
ihre  Werthe  in  F  (x^,...,  x^)  zu  setzen,  und  dann  diese  Funktion  von  n — r 
unabhängig  Veränderlichen  nach  §.31  zu  behandeln.  Dieser  Weg  ist  aber 
nicht  immer  der  kürzeste,  noch  der  bequemste,  und  wir  wollen  desshalb  den 
folgenden  einschlagen. 

Seyen  vermöge  der  Gleichungen  (a)  die  Grössen  Xi,X2,...,x,  als  Funk* 
tionen  der  unabhängig  bleibenden  x^^,  x^^,...,  x^  betrachtet,  also  F(X|, 
X,,.. .,  xj  eine  Funktion  dieser  unabhängig  Veränderlichen  und  der  davon 
abhängenden  x^,...,  x^ ,  so  werden  nach  §.31  die  Differentialquotienten  von 
F(x^,...,  x^)  nach  sämmtlichen  unabhängig  Veränderlichen  Null  zu  setisen 
seyn.  Beachtet  man  dabei,  dass  x^,...,  x^  Funktionen  jener  sind,  so  erhält 
man  (§.  7)  : 

8F     8it     .    dF     8x,  8F      ^^  BF     ^ 

8x,  8x^,"^8x,8x^,^----'<"8x,   Bx^^-^Bx^,""    ' 

8F     bx,     .   8F     8x,     .  dF^    ^^  8F     _      , 

8x.  8x^,-^8x;  8x^,-^---^  8x,  8x^,-+-8x,^,-^' >     (b) 

8£8_Xi8F8_x,  -I-IL  ^'r   .    8F 

8x,   8x„  "^ex,  8x,  "^ "^    8x,  8x„'^8x,""    * 

Bx.  Bx.        8x. 

Die  hier  vorkommenden  Differentialquotienten  ^        ,..,  ^  ,  ^ — , . , .., 

^ -->•••>  x~  '"^ind  aus  den  Gleichungen  (a)  zu  entwickeln,  indem  man  jede 

n  o 

nach  x^ .  ^, . . . ,  x^  differenzirt  (§.  28). 
Dadurch  erhält  man : 
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8x.8x,^,"^8x.ex^"^"--"^8x,  8x^,'^8x^-^' 

8»»    e^,     ,  8»i    8x,  I  8»,    8x,         e»,   _ 

8x,  8x,^,-^8x,  8x^,-^---^8x,  8x^,-<"8x,^,-"'  \     (ej 

8r.  ex."^ex.  8x.'^--""^8x,  8x."^8^"-"- 


e».    8x.        8».    8«.  ,  8»,    8',  8».    _n    i 

8x.8x^;-^8x.8x,^.,-^;---^-8x,  8x^+8x^. -*»•  / 

tx.8x."^8x.  8x,~^---   ■+"8x,8x."'"8x. -'^-  ' 

^»r  _8Xi_  ,  ?f»  _8xj_  ,  ,  8_»,     8x,     ^8»,      ^ 

8x.   ex^."^8x,8x,+j1-----^8i;8x^,+8x,^..-"' 

»«»,  8x,   ,  8«»,  8x,  .  .8^,  8x        8», 


(c,) 


(Cr) 


8x,  8x,  '  8x,  8x„  '  •  •  '  8x,  8x„  '  8x, 
Diese  Gleichungen  sind  der  Anzahl  nach  r(n  —  r),  eben  so  viele  als  zu 
immende  Diflferentialqnotienten ,  so  dass  die  letzteren  aus  denselben  ge- 
bestimmt werden  könnten.  Statt  aber  die  Bestimmung  -derselben  un- 
elbar  vorzunehmen,  wollen  wir  zunächst  jede  der  Gleichungen  (c^)  mit 
r  noch  unbestimmten  konstanten  Grösse  k^  multipliziren ;  eben  so  jede 
Gleichungen  (cj)  mit  kj,.. ..,  jede  der  Gleichungen  (c^)  mit  k^.  Von 
nunmehr  erhaltenen  Gleichungssystemen  (C|),(c3), ... .»  (c^)  wollen  wir 
erste  Gleichung  jedes  Systems  zur  ersten  (b) ,  die  zweite  jedes  Systems 

zweiten  (b), ,  die  letzte  jedes  Systems  zur  letzten  in  (b)  addiren, 

8x4 
ei  natürlich  die  Glieder,  welche  dieselben  Differential  quo  tienten  g        ,.. . 

Bn,  zusammenziehen,  und  nun  annehmen,  k^,  k,,...,  k,  werden  so  be- 
imt,  dass 

8F  .        8f>,  89>  89, 

»^+'''8S+^'8^+-"+'''e^=»' 

8F    .^   8».   ,       8»,  ,  8», 

8-i:+'''8^+^'8^+---+^8i;  =  ®'>    (d) 

8^+^^8^+^«8;^+----+^8-i;=^- 

Alsdann  gibt  die  angedeutete  Addition  ganz  unmittelbar,  dass 

8»r+i  ^*H-1  8x^4  '  8x^4 

8F      .         8vt     .  .    Jft_   .  .  .       ^^'r 

^^t  8x^2  8x^,  '  8x^, 


1£^^   £^^v    iffi^  I  .     ^^       ft 


^^ 
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seynmuss.  —  Die  Gleichungen  (d),  (e),  nebst  (a),  die  der  Anzahl  nach  n+r 
sind,  reichen  zur  Bestimmung  der  n-(-r  Unbekannten  X|,...,  x^,  k|,...,)^, 
vollkommen  hin,  so  dass  man  dieselben  dazu  benützen  wird.^  Beachtet  man, 
dass  die  Gleichungen  (d)  und  (e)  nichts  Anderes  sind  als  die  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten der  Grösse 

nach  den  Grössen  x^ ,  x, , . . .,  x^,  die  man  als  von  einander  unabhängig  an- 
sehen Mürde,  so  kann  man  folgende  mechanische  Regel  aufstellen:  „ht 
F(xt, . . .,  x^)  eine  Funktion  der  n  Veränderlichen  X|, . . .,  x^,  die  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  werden  soll,  und  bestehen  zwischen  diesen  Veränder- 
lichen noch  die  r  Gleichungen  (a),  so  addire  man  zu  F(X| , . . .,  x^)  die  ersten 
Seiten  der  Gleichungen  (a),  nachdem  jede  mit  einer  Ronstanten  kg,  k,,..., 
k^  multiplizirt  worden.     Von  der  so  erhaltenen  Grösse 

F+k,»,+k,»,+...  +  k^»^ 

setze  man  die  partiellen  Differentiaiquotienten  nach  x^,X2,...x^,  wobei  jede 
dieser  Grössen  als  unabhängig  angesehen  wird,  Null,  und  erhält»  nebst  (a), 
die  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  nöthigen  Gleichungen.""  * 

Man  erhält  nämlich  hiedurch  die  Gleichungen  (d)  und  (e).   Einige  Bei- 
spiele mögen  das  in  §.31  und  32  Gesagte  erläutern. 

§.  33. 
I.  Unter  allen  ebenen  Dreiecken,  welche  denselben  Umfang  a  haben ,  das  zu 
suchen .  welches  die  mOglich  grOsste  Fläche  n  hat. 

Sejen  x,  y,  a — x — 7  die  drei  Seiten,  so  ist  bekanntlich 

o*=|^  a(a-2x)(a-2y)(2x+2y-a). 

160* 
so  dass,  da  u,  also  auch ein  Maximum  seyn  soll,  man 

i;  =  (a-2x)  (a-2y)  (2x+2y-a) 
ein  Maximum  zu  sitzen  hat.     Hieraus  folgt: 

5^=-2(a-2y)(2x+2y-a)+2(a-2x)(a-2y). 
J^=-2(a-2x)(2x+2y-.a)+2(a-2x)(a-2y). 
g-^«  =  -8(a-2y),g^=-|-4(2x+2y-.a)-4<a-2y)-.4(a^2x). 

gp  =  -8(a-2x^. 

Also  muss  seyn 

-(a-.2y)(2x+2y-a)  +  (a-2x)(a-2y)=0.(a-2y)(4x-h2y-<2a)  =  0. 

-(a~2x)(2x+2y-a)  +  (a-2x)(a-2y)  =  0.  (a— 2x)(2x+4y— 2a)  =  0. 
also  da  nicht  x=|a  oder  y=fa  sejn  kann: 

4x+2y— 2a  =  0.  2x+4y  — 2a  =  0,  x=ry  =  j^a,  a— x-y  =  Ja, 

d.  h.  das  Dreieck  ist  gleichseitig.     Für  diese  Werthe  ist 

8^         __8a       8'i>  4a     8^v__p 8a 

8i*~  3'    exdy"^"        3'    ey"«"  8' 


*  Keine  der  OrösBen  k  dKrf  übrigens  =  0  anBfaTV«ii. 
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16  ft'     04  ft'          48  a* 
also    B'— AC  =  -g- g-  = g-,  d.h.  B*  — AC<0,  und  da  A  und  C  nega- 

ttr,  so  hat  man  wirkJieh  ein  Maximam  ($.31.  I), 

IL  Das  rechtwinkliche  Parallelepiped  vom  Inhalte  a  zu  finden,  das  die  kleinste 
Oberfläche  u  hat. 

Drei  an  einander  stessende  Kanten  seyen  x,  y,  — ,  so  ist 

so  das«  das  ^^urallelepiped  ein  Würfel  ist     Hier  ist 

also  hat  man  ein  Minimum. 

in.  Die  kürzeste  oder  längste  Gerade  zwischen  zwei  Kurven  in  einer  Ebene 
in  suchen. 

Sejen  x,  y  die  Koordinaten  des  Endpunktes  dieser  Geraden  für  die  erste ,  fl,  a 
(oi  die  zweite  Kurre,  so  ist  j  eine  Funktion  von  x  wegen  der  Gleichung  der  ersten 
Knrre ;  ß  eine  Funktion  Ton  a  wegen  der  der  zweiten  Kurre.  Femer  ist  das  Qua- 
drat der  Entfernung 

(x— a)*4-(y  — /9)*  =  u  =  Max.  oder  Min. 
Hier  ist 

.Öu  ,  ,         ,8y    ,8u  .         ,      ,         ^bß 

,8»a      ,.r8y^'..        ^x8»y        8*u__  M8y    .8*"_|   .  f^A' 

b*ß 
-  fr-«  87" 
worin  die  Differentialquotienten  aus  den  Gleichungen  der  zwei  Kurven  zu  ziehen  sind. 
Aus  den  Gleichungen  des  Maximums  oder  Minimums 

x-«+(y-(»)^  =  0.,-«+(y_i»)?-J=0,  (a) 

nebst  jenen  Kurrengleichungen  zieht  man  die  Werihe  von  x,  y,  a,  /?,  bestimmt  also 
die  Gerade  rollständig.  Soll  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  rorhanden  seyn ,  ao 
muss  für  die  gefundenen  Werthe : 

[■+Ha'-r'+(Hr+"-«?^]r+(H)'-<'-«i:Äi<» 

seyn.  Aus  den  Gleichungen  (a)  folgt  leicht,  dass  der  Punkt  (a,  ß)  in  der  im  Punkte 
(x, y)  an  die  erste  Kurve  errichteten  Normale  liegt;  eben  so  der  Punkt  (x, y) 
in  der  im  Punkte  (a,  ß)  an  die  zweite  gezogenen  Normale,  so  dass  also  die  kürzeste 
oder  längste  Gerade ,  wenn  sie  rorhanden  ist ,  auf  beiden  Kurven  senkrecht  steht. 

rV.    Aas  Tier  gegebenen  Seiten  a,  b,  c,  d  soll  das  mOglich        Fiff-  i^- 
grösste  Viereck  (Fig.  14)  gebildet  werden.  '^ 

Sej  X  der  Winkel,  den  die  Seiten  a  und  b,  y  der,  den  c  und  d 

mit  einander  machen ,  so  muss  in  den  beiden  Dreiecken ,  in  denen  p 

(Diagonale)  Torkommt: 

p*  Ä=  a»+b'  — 2abcosx .  p*  =  c'-f  d»— 2cdcosy. 

so  dass  also  a*+b*~2abco«x  =:c*-{-d*  — 2cdco%y 
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seyn  wird.     Femer  ist  der  Flächeninhalt  des  Vierecks 

^absinx-f-  ^cdsiny, 

welche  Grösse  ein  Maximum  seyn  muss.  Gemäss  §.  32  hat  man  nun  die  DifferentiaP 

quotienten  nach  y  und  x  von 

^absinx~|-  ^cd8iny+k(a'4"l>*  —  c* — d*  — 2abco8x4-2cdcosy) 

Null  zu  setzen,  d.  h.  man  hat: 

^abcosx+2kabsinx  =  0,  ^cdcosy — 2kcdsiny  =  0. 

»T-  »  c<*8*      i  ,    cosxiiny       _       .  ,  .  _ 

Hieraus:        k  =  —  -r— — ,TCo«yH — tt-. — ^  =  0,  sinxcosy-f-cosxsiny  =  0, 

d.h.  sin(x+y)i=0,  x+y  =  *, 

da  nicht  x+y  =  0  oder  27r  seyn  kann.    Also  y=ff  —  x  und  cosy=.  —  cosx,  mithin 

a'-l-b*  — c*-f-d* 
a^+b'--2abco8x  =  c*+d'+2cdcosx,  cosx  =  — '     ^  . — zr-m^ 

2(cd-|-ab)^ 

welche  Gleichung  x  bestimmt;  y  ist  dann  =nr'~  x.     (Um  das  YieredL  kann,  wegen 
x-|-y  =  ;r,  ein  Kreis  beschrieben  werden.)  * 

y.  Man  soll  einen  abgekürzten  Kegel  bilden  so ,  dass  der  obere  Halbmesser 
=  m  mal  dem  unteren ,  seine  Oberfläche  gegeben  =  a  und  sein  Inhalt  der  mftglieb 
grösste  sey. 

Sey  X  der  untere  Halbmesser,  y  die  Höhe»  so  ist  mx  der  obere  und  also  die 

Oberfläche  

a  =  x*?t-|-'P*»'^+l(2^rx+2mrtx)  Vy^4-(x  — mx)S 
a  =  «[(l  +  m»)x»+(l+m)x  Vy*+(m-l>x*]. 

Der  Inhalt  ist  \nj(x^-{'mx^-{-m^x^)=^nyiL^{l  +m4-in*),  und  diese  GrOsse 
ist  ein  Maximum,  wenn  yx'  es  ist.     Also  hat  man  die  Difierentialquotienten  tob 

yx«+kif  [(l+m»)x*+(l+m)x  Vy'+d -m)V-^] 

nach  X  und  y  Null  zu  setzen.     Daraus 

2iy+2ki<(l+m'),+kir(l+n.)Vy'-|-(l-m)-»»-h^*^'.+!;!^^^^^'=0. 

Vy  +(1— n>)  « 
^.  I      k«(I+m)»y     ^  ^ 

Vy'+(l'-m)'»'       ■ 

o-         r,-.  t  »Vy'  +  (i-°')'x' 

Hieraus  folgt  •  k«  = (l+m)j  ' 

und  wenn  man  dies  in  die  erste  GleiehuQg  einsetzt: 

„^      2(l+m')i      Vy'+(l-m)'«'     y»+(l-n.)»i'  x'Xl-m)'      .     .. 

^^  l+m  y  y  y =  "•  "'•'• 

2(l+ni)y'-2(l+m')xVy'+(l-in)»x'-|>'-Hl-m)»x'](l-fm)-x'(l— ni)'(l-ha)=rO 
(l  +in)[y»— 2(1  -  iii)»x«]-2(l+m»)i  Vy'+d— ni)'x»^0, 

oder  wenn  man  durch  x*  diridirt  und  I  —  I  =<  setzt: 

(l+ni)[x-2a-ii,)»J  =  2(l+m')Vx+(l— m)', 
woraus  durch  Quadrirung : 

(H-in)»[i'-4(l-nipx+4(l-m)«]  =  4(l+ni')'[x+(l-n.)']. 


i' 


sid      n,V-l.<'+"')'l,      4(l+m')'(l-m)»-4(l-D,)Vl+n.)' 
-4|(l-m)  4^j-^_|.  = ^^-j_^j 

,     „(l+m*)        16(1— in)'in' 
'       "(l+n,)'"-       (l+m)'      • 

'  =  *(TTSr' ±  ÖT^-'  V'"'(l-n.)'(l+n.)'-f(TFmT'- 

=r7^f '+""*-  Vm'a-mv+a+m*)'"! 
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T*  y 

Da  z  =  -j,  so  findet  sich  hieraus  — ,  also  y  in  x  ausgedrückt,  und  dann  ergibt 

'»ich  aus  der  Gleichung  a=ff  [(l+m*)x^+(I+m)x  Vy'+(I— m)»x^  selbst  x. 
Da  Vni*(l  — m^-|-(l+m*)'>I-f-m*,  so  gilt  nur  das  obere  Zeichen;  ist  also 

^      \/[l+m*+VmVl-mOHTr+^V]===A, 


1+m 


so  ist 


y  =  Ax.   X  =  \/ 


fr[l-rm»+(l+ni)VA*+(l-m)'] 

I ür  m  =  1  folgt  hieraus  A  =  2,y  =  2x,x  —\/j^  (rergl.  §.  26.  XI).  Yüt 
01=0   hat  man  einen  Tollständigen  Keg^l  und  es  ist  A=:2V2,    y  =  2V2.x, 

V  ä(1+3)       2  V    ä- 

Vi.  Eine  Zisterne  soll  eine  bestimmte  Menge  Wasser  aufnehmen  können  und 
in  der  Form  eines  rechtwinklichen  Parallelepipeds  hergestellt  werden  so ,  dass  die 
innere  Verkleidung  möglichst  klein  ausfalle. 

Also  ist ,  wenn  x,  y,  z  die  drei  an  einander  stossende  Kanten  sind : 

xyz  —  a=:0,  xy-|-2x«-|-2ys  =  Minimum. 
Daraus  wie  früher: 

y+2i+kyx  =  0,  x+2i+kxz  =  0.  2x+2y+kxy=:0.  xyz  =  a. 

Man  zieht  hieraus 

y-x+ki(y-x)  =  0.  (y-x)  (l  +  kz)  =  0. 

also  y==x  oder  l+kz=0;  im  letzteren  Falle  k= ,  y+2z  —  y=0, 2z=0, 

was  unmöglich  ist;  also  y'=x,  dann  ^ 

4x  +  kx»  =  0.  k  =  — Y»  x+2z  — 4z  =  0,  z=— x;|-  =  a,  x  =  V2a,  y  =  V2a, 

1    » 


Allf^enieliie  itumerkung^. 

§.34. 

Im  Vorstehenden  haben  wir  die  wichtigsten  Lehren  der  Differentialrech- 
noDg  auseinander  gesetzt,  so  wie  die  hauptsächlichsten  analytischen  An- 
wendungen derselben  angegeben.  Wir  haben  dabei  die  Betrachtung  der 
Gränzwerthe  als  das  Fundament  des  Ganzen  angesehen ,  dabei  jedoch  auch 
mehrfach  aof  die  Bedeutung  unendlich  kleiner  Grössen  hingewiesen.  In  letz- 
terer Beziehung  wollen  wir  nun  noch  einer  kleinen  Abkürzung  gedenken,  die 
man  sich  sehr  oft  erlauben  kann ,  wodurch  dann  die  Rechnung  sehr  erleich- 
tert und  vereinfacht  wird. 

Ist  e  eine  unendlich  kleine  Grösse  (§.  3),  so  ist  e',  als  das  Produkt  der 
zwei  unendlich  kleinen  Grössen  e  und  e ,  begreiflich  selbst  unendlich  klein, 

zudem  aber  auch  unendlich  klein  im  Verhältniss  zu  e,  dexkü  d<^t  Q,tv^\\^ti1  — 


1 20  Unendlich  kleine  Grössen  der  ▼ersehiedenen  Ordnungen. 

ist  =^€,  also  unendlich  klein,  und  ein  Bruch  ist  nur  unendlich  klein,  wenn 
sein  Zähler  unendlich  klein  ist  im  Yerhältniss  zu  seinem  Nenner  oder  letzte- 
rer unendlich  gross  im  Yerhältniss  zu  ersterem.     Eben  so  ist  e*  onendlicV 
klein  im  Yerhältniss  zu  e^  u.  s.  w.     Sind  überhaupt  o,/?,/, ....  anendlich 

kleine  Grössen  derselben  Art>  d.  h.  so  dass  die  Quotienten  -^«  -^,  ....  end- 

lieh  sind,  so  sind  a^  ß\  . ..,  aß,  ay,,..  unendlich  klein  selbst  im  YerhäK- 
niss  zu  a,ß,Y9  "•'  Diese  Betrachtungen  haben  nun  auf  die  ünterscheidmig 
der  unendlich  kleinen  Grössen  in  verschiedene  Ordnungen  gef&hrt.  Se 
ist,  wenn  e  unendlich  klein  der  ersten  Ordnung:  e*  unendlich  klein  der  zwei- 
ten ,  €^  der  dritten  u.  s.  w.    Allgemein  ist  /t«  eine  unendlich  kleine  GrOsse  der 

n**°  Ordnung  in  Bezug  auf  e ,  w  enn  der  Quotient  "^  unendlich  klein  ist  Ar 

m  <  n ,  dagegen  aber  unendlich  gross  für  m  >  n ;  für  m  =  n  wird  er  endlich 
und  bestimmt  seyn.  ' 

Dies  vorausgesetzt,  wird  man  nun  die  oben  berührte  Abkürzung  so  aus- 
sprechen können,  dass  man  sagt,  man  dürfe  in  der  Rechnung  die  un- 
endlich kleinen  Grössen  höherer  Ordnung  neben  denen  niederer 
Ordnung  vernachlässigen.  Der  so  eben  ausgesprochene  Satz  ist 
allerdings  nichts  Anderes ,  als  die  Methode  der  Gränzen  in  kürzere  Form 
gebracht ,  er  erfordert  aber  (wie  freilich  Alles)  gehörige  Aufmerksamkeit^ 
und  wird  auch  nur  dann  erst  zur  vollen  Klarheit  konmien ,  wenn  man  die 
Fundamental-Anschauungen  der  Gränzmethode  nie  aus  den  Augen  verliert 
Wir  wollen  an  einigen  Beispielen  zeigen,  in  welcher  Weise  er  angewendet 
werden  kann. 
.  I.  Gesetzt  ein  Körper  bewege  sich  geradlinig  aber  ungleichförmig  (§.  13. 
Fip,  15,  IX)  und  sey  in  der  Zeit  t  nach  M  gelangt  (Fig.  15),  so 

j  ji~y  dass  V  seine  Geschwindigkeit  in  diesem  Punkte,  und  x 

der  bereits  zurückgelegte  Weg  AM  sey.  Sicher  ist  nun  x  =  f (t) ,  da  der 
Weg  X  sich  ändert  mit  der  Zeit,  und  schliesslich  bloss  von  ihr  abhängt,  da 
die  wirksame  Kraft  gleichfalls  als  Funktion  der  Zeit  angesehen  werden  muss. 
Sey  nun  r  eine  unendlich  kleine  Zeit,  die  auf  t  folgt,  so  wird  man  das  Recht 
haben  anzunehmen ,  die  Geschwindigkeit  v  bleibe  in  dieser  Zeit  r  unverän- 
deit  dieselbe,  so  dass  also,  wenn  in  der  Zeit  %  der  Weg  MN  zurückgelegt 
wird,  der  natürlich  auch  unendlich  klein  ist,  MN  =  vr  seyn  wird.  Nun  ist 
aber  AM  =  f  (t) ,  also  AN  =  f (t  +  v) ,  mithin 

MN  =  f(t+T)-f(t)  =  Tf(t)+j^r(t-fef)    (8.16). 

80  dass  diese  Grösse  =vt  ist.  Aber  t  ist  unendlich  klein,  also  t^  eine  un- 
endlich kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  im  Yerhältniss  zu  r,  so  dass  man  das 

Glied  y  f'(t+ör)  sogleich  gegen  das  erste  weglassen  kann,  und  also  hat 

TT  =  Tr(t),  T  =  r(t)=~. 
Man  sieht  leicht ,  dass  dieses  Weglassen  vollkommen  gerechtfertigt  ist, 
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and  eben  so,  in  wie  weit  die  80  eben  gegebene  Ableitung  und  die  in  §.13.  IX 

ven^andt  sind. 

JI.  AU  weiteres  Beispiel  wollen  wir  die  Gleichung  der  Wärmebewegung 

10  einem  dönnen  Stabe  aufstellen. 

Die  Grundannahmen ,  die  wir  dabei  machen ,  sind  die  folgenden :  Be- 
zeichnen wir  mit  k  die  Wärmemenge»  welche  in  der  Zeit  1  durch  einen  Quer- 
sehnitt ,  dessen  Fläche  =  1 ,  strömt ,  wenn  die  Länge  des  Stabes  =  1 ,  und 
der  sich  gleich  bleibende  Temperaturunterschied  seiner  Enden  =  }  ist ,  so 
nehmen  wir  an ,  dass  in  der  Zeit  t  durch  den  Querschnitt  a> ,  wenn  die  Stab- 
länge  L  und  der  sich  gleich  bleibende  Temperaturunterschied  seiner  Enden  u 

ist,  die  Wärmemenge  — =—  ströme,  welche  Annahme  desto  richtiger  ist,  je 

kleiner  m,  L,  t,  n  sind.  Man  kann  sich  hievon  in  folgender  Weise  fiberzeugen. 
Dass  wenn  Zeit,  Stablänge,  Temperaturunterschied  der  Enden  des  Stabs 
und  Querschnitt  desselben  sämmtlich  =  1  sind ,  durch  jeden  Querschnitt  des 
Stabes  dieselbe  Wärmemenge  fliesse,  ist  wohl  klar,  da  ja  die  Enden  immer 
denselben  Temperaturunterschied  haben ,  also  auch  immer  dieselbe  Wärme- 
menge durch  den  Stab  geht;  in  der  Zeit  t  fliesst  also  kt  durch  den  Quer- 
i»chnitt  1,  ka>t  durch  den  Querschnitt  co,  und  ka)tu  durch  denselben,  wenn 
u  der  Temperaturunterschied  ist;  zum  Mindesten  ist  die  Annahme  die  ein- 
fachste, es  sey  die  durchströmende  Wärmemenge  dem  Temperaturunter- 
schiede proportional.  Bis  jetzt  war  die  Stablänge  ==  1 ;  da  durch  jeden 
Querschnitt  immer  dieselbe  Wärmemenge  strömt,  so  wird  die  Temperatur 
im  Stabe  proportional  mit  der  Länge  abnehmen,  also  in  der  Mitte  nur  halb  so 
viel  vom  Anfange  verschieden  seyn ,  als  am  Ende.  Würde  daher  der  Stab 
auf  die  Hälfte  reduzirt,  und  es  sollte  noch  dieselbe  Temperaturdifi'erenz  herr- 
schen, so  mnsste  die  durchströmende  Wärmemenge  das  Doppelte  seyn,  also 
überhaupt  umgekehrt  proportional  der  Länge. 

Sey  also  (siehe  Fig.  15)  v  die  Temperatur  zur  Zeit  t  in  dem  Querschnitt 
bei  M,  AM  =  x,  der  Querschnitt  des  Stabes  bei  M  gleich  a>,  MN  =  $  un- 
endlich klein,  v  eine  unendlich  kleine  Zeit,  c  die  spezifische  Wärme  des  Stabes, 
d.h.  die  Wärmemenge,  welche  nöthig  ist,  die  Gewichtseinheit  vom  Ma^rial 
des  Stabes  um  1  ®  der  Temperatur  zu  erhöhen ,  q  das  spezifische  Gewicht 
des  Körpers ,  und  die  Wärmemenge  l  gleich  der  Wärmemenge ,  welche  die 
Gewichtseinheit  Wasser  um  1  **  in  ihrer  Temperatur  erhöht.  Das  Gewicht 
des  Körperstückchens  MN  ist  (o|^,  und  da  v  eine  Funktion  von  x  und  t  ist, 

so  wird  nach  der  Zeit  t  +  r  die  Temperatur  in  M  seyn  (§.15):    ''+g^  * 

+  }r-^ir'+...,  so  dass  sie  um  ä^^  +  iä^^'+   ••  zugenommen  hat.     In 

der  ganzen  Ausdehnung  von  MN  kann  man  zu  einer  bestimmten  Zeit  die 
Temperatur  als  dieselbe  ansehen,  so  dass  also  in  dem  Gewichte  io^Q  die 

Temperatur  in  der  Zeit  t  um  r-«^+--  •  zugenommen  hat^  wozu  die  \Vä.tme- 
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menge  c<o^q  187*+  •  *  * )  ^öthig  war.     Ist  nun  zur  Zeit  t  die  Temperatur  in 
M  gleich  v,  so  ist  sie  zu  derselben  Zeit  in  N:  t»+g— ^+4ö— i*H"---»so  dass 

r-£+iT-^£'+...Jifit, 

und  mithin  in  der  Zeit  t  durch  MN  (von  M  gegen  M)  eine  Wärmemenge 
strömen  wird,  ausgedrückt  durch 

welches  also  die  Wärmemenge  ist,  die  in  der  Zeit  t  durch  den  Querschnitt 
M  geflossen  ist.  Diese  Grösse  ist  natürlich  eine  Funktion  von  z»  so  daa 
man  die  Wärmemenge ,  welche  in  derselben  Zeit  durch  den  Querschnitt  in  K 
strömt,  linden  wird,  wenn  man  hier  x  in  x-f-$  übergehen  lässt.  Dadurch 
wird  dieselbe 

— Gi+iiv.'+ )-'fi'-(:-:+ )]-i"-S[-(ii+ )]- 

mithin  strömt  durch  N  weniger  als  durch  M  die  Menge : 

WO  P  den  Faktor  fV  enthält  Diese  Wärmemenge  bleibt  hd  dem  Rdrper- 
stückcheu  MN  zurück.  Ist  nun  y  diejenige  Wärmemenge,  welche  in  der  Zeit 
1  durch  die  Flächeneinheit  bei  einer  Temperaturdifferenz  1  ausstrahlt,  so 
wird  MN  in  der  Zeit  t  durch  Ausstrahlung  verlieren  w^r/v,  wenn  w  der 
Umfang  des  Schnittes  in  M  ist,  und  das  umgebende  Mittel  die  TemperatDr 
0^  besitzt.     Also  bleibt  schliesslich  noch  in  MN  zurück  die  Wärmemenge: 

Diese  nun  ist  es ,  welche  die  Temperaturerhöhung  in  MN ,  von  der  wir 
früher  gesprochen,  hervorbringt,   und  da  hiezu  die  Wärmemenge  cio^^r 

f  T^-h  •  •  • )  nöthig  war,  so  müssen  diese  und  jene  gleich  seyn ,  so  dass 
d.h.  wenn  man  beiderseitig  durch ^r  dividirt: 

8xV      8xJ  ^  ^T         '  '^  V8 1^        J 

P  8  V 

Nun  enthält  t-  den  Faktor  |  noch,  femer  die  nach  r-konmuendenGlie- 

der  den  Faktor  t;  da  $  und  r  unendlich  klein,  so  fallen  ako  diese  Glieder,  alf 
unendlich  klein,  weg  und  man  hat  einfach 

Gewöhnlich  sind  k  und  a>  für  den  ganzen  Stab  konstant,  und  man  hat 

.8*«  8v    8v       k   8*v       w7  ,,^ 

ÄÄnn  kör — ;  —  wyi;=ca)p  r— ,  r-  = t— -: —V,  (II) 

8x*         '  *^8  t    8  t     cp  Öx*      cmQ 

welches  die  gesuchte  Gleichung  ist.     Es  ist  wohl  nicht  schwer ,  einzusehen, 
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wie  man  das  hier  Angegebene  in  anderer  Form  hätte  aussprechen  können, 
om  es  mit  den  immerhin  zu  Grunde  liegenden  Gränzbegriffen  auch  der  äusse- 
ren Form  nach  in  Einklang  zu  bringen. 

III.     Wir  wollen  uns  nun  irgend  einen  Körper  und  im  Innern  desselben 
einen  Punkt  M  denken »  der  jedenfalls  von  der  Oberfläche  /^^  ^^^ 

weit  genug  entfernt  sey,  am  nicht  nach  Aussen  Wärme         ^  j^« 

»trahlen  zu  können.     Am  Schlüsse  der  Zeit  t  sey  v  die   ^^        ^^. 
Temperatur  des  Punktes  M ,  dessen  rechtwinkliche  Koor-  ^         i 

linaten  x,  y,z  seyen.     Denken  wir  uns  durch  M  ein  recht-       x  ~^ 

vinkliches   Parallelepiped  VIl^\  gelegt,    dessen    Kanten    ^ 
iMf  =  Jx^  MN=:^z,  MMt  =  ^y  parallel  mit  den  Koordinatenaxen  und 
loendlich  klein  seyen ;  sey  q  das  spezifische  Gewicht  des  Körpers ,  c  seine 
pazifische  Wärme  in  dem  betrefienden  Punkte  und  bei  der  Temperatur  t^,  so 
rird  die  Temperaturerhöhung  in  dem  Elemente  JnJ'^Ji  in  der  (unendlich 

Jeinen)  Zeit  Jt  betragen:  T^^t-f-P»  wo  P  den  Faktor  J\?  enthält;  dazu 

8t  die  Wärmemenge  cgJn/lyJz  J^Jt+P  |  nöthig,  wobei  wir  voraussetzen, 

lass  die  Temperatur  in  dem  elementaren  Körperchen  Jx/lyJz  f&r  dieselbe 
^eit  überall  dieselbe  sey,  welche  Voraussetzung  nur  wahr  ist,  in  so  ferne 
fben  MK'^  unendlich  klein  ist.  Diese  Wärmemenge  ist  nun  gleich  der  durch 
^ofloss  von  dem  übrigen  Körper  erhaltenen  Wärme,  oder  gleich  der,  die  in 
las  Element  geflossen,  minus  der,  die  wieder  abfloss.  Sey  also  wieder  k  die 
onere  Leitungsfahigkeit ,  so  wird  durch  die  auf  der  Axe  der  x  senkrechte 
riftche  MKM|N^,  welche  die  Temperatur  v  hat,  in  der  Zeit  Jt  die  Wärme- 

nenge  — k^y-^z^tl  ~  +  R  j  geflossen  seyn,  wo  R  den  Faktor  ^x  enthalt, 

ndem  man  diese  unendlich  kleine  Fläche,  deren  Inhalt  ^y^z  ist,  als  zu  einem 
Stabe  von  der  Länge  Jx  gehörend  ansehen  kann.     Durch  die  Fläche  M'M'i 

S'^K'^  fliesst  demnach  ab:  — ^y^z^t|k^+kR+^(k|^+kR)jx+...}. 

la  sie  aus  der  vorigen  hervorgeht,  wenn  man  blos  statt  x  setzt  x-\-Jx. 
)arans  folgt,  dass  von  dem  mit  der  Axe  der  x  parallelen  Strome  Wärme  im 
demente  bleibt: 

-kJyJ.Jt[J^-t-B]+JyJ.Jt{kJ^+kR+^(ki^+kB)jx  +  ....) 


OS 


=  JxJyJzJt— ^^^ — ^-f-JxJyJ»  JtB', 


vo  R^  den  Faktor  Jx  enthält.     Ganz  eben  so  bleibt  von  dem  mit  der  Axe 
ler  y  parallelen  Strome  (Flächen  MNM'N'  undMiNiM',N'J:  JxJw^zJt 

-  Tk^l-f-^x-^y^z^tS',  woS'  denFaktor  Jy  enthält,  und  von  dem  mit 

ler  Axe  der  z  parallelen  (Flächen  MM'M^M^  undNN'NiN'i):^x.yy^z-^t 

kl^-^-JxJjJzJiT,  wo  T'  den  Faktor  Jz  enthält.     Demua.clv  \«.t. 
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+R'  +  S'+T'J. 

p 

Dividirt  man  beiderseitig  mit  JxJyJzJt,  beachtet  sodann»  dass  --r-    den 

anendlich  kleinen  Faktor  Jtj  R'  den  Jx,  S^  den  Jy,  V  den  Jz  erhält,  so  ist: 
Ist  k  im  ganzen  Körper  konstant,  so  ergibt  sich: 

^^8-r^L8T»+8-?+evJ-      f^^-^ 

IV.  Wir  wollen  annehmen,  der  Körper  bestehe  aus  konzentrischen  Kagelselddi- 
ten  derart,  dass  in  jeder  Schichte  die  Beschaffenheit  desselben  überall  dieselbe  sey, 
sich  aber  von  Schichte  zu  Schichte  ändern  kOnne ;  femer  wollen  wir  annehmen ,  et 
sey  ursprünglich  die  Temperatur  in  allen  Punkten,  die  gleich  weit  Tom  Mittelpunkte 
abstehen,  dieselbe  gewesen,  so  wird  sie  es  auch  später  bleiben  und  also  v  nur  too 
r,  d.  h.  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  abhängen.  Die  Grössen  k,  o,  g  werden 
sich  Ton  Schichte  zu  Schicht«  ändern,  in  derselben  Schichte  wollen  wir  k  als  kon- 
stant Yoraussetzcn.     Alsdann  ist  (§.  29  Nr.  3) : 

"^et       r      8r»  ^     ' 

V.  Besteht  ein  Körper  in  ähnlicher  Weise  aus  zylindrischen  Schichten  und  be- 
ziehen wir  die  Koordinaten  eines  Punktes  auf  ein  Koordinatensystem ,  das  wir  das 
zylindrische  nennen  können  und  das  durch  die  Formeln 

x  =  rco8o,  y  =  rsin»,  r.  =  z 
ausgesprochen  ist,  wo  r  die  Entfernung  des  Punktes  Ton  der  gemeinschaftlichen  Zj' 
linderaxe  bezeichnet ,   oo  den  Winkel,  den  r  mit  der  Axe  der  x  macht,  so  ist  (§.29 
xj,  n  ö'v  ,  8»v      8»v  ,    1   8v 

^'•^^•*  8T»+87'=8^+T8-r' 

wenn  wir  wieder  voraussetzen,  es  sey  v  von  o)  unabhängig.     Also  ist  jetst: 

^^8-t  =  ^L8-?+T8;+8TÜ'  ^^^) 

wo  wir  c,  (>,  k  innerhalb  derselben  Schichte  als  konstant  roraussetzen.    Ist  mgleieli 

V  Ton  z  unabhängig,  d.h.  setzen  wir  voraus,  es  sey  zu  einer  bestimmten  Zeit  in  glei- 
cher Entfernung  von  der  Axe  auch  dieselbe  Temperatur ,  so  ist 

VI.  (Bedingung  wegen  der  Gränzen.)  Angenommen,  der  Körper 
befinde  sich  in  einem  Raame,  der  beständig  dieselbe  Temperatur  ^  habe.  Sey 
weiter  u  die  Temperatur  an  der  Oberfläche  des  Körpers,  mit  der  er  jenen 
Raum  berührt,  a>  ein  (unendlich  kleines)  Element  derselben,  k  der  Koeffi- 
zient der  innern  Leitungsfahigkeit,  y  der  der  Aus8trahlangsfähigkeit(Nr.II). 

A  n 

Die  Wärmemenge,  welche  im  Zeitelemente  Jt  durch  m  strömt,  ist — k  g-  o>  ^  t, 

wo  n  die  Normale  an  die  Oberfläche  in  dem  betreffenden  Punkt«  bedeutet 
(was  ganz  wie  in  Nn  II.  bewiesen  wird) ;  die  Wärmemenge ,  die  durch  das- 
selbe Element  ausstrahlt ,  ist/(u — $)a)//t,  sodass,  indem  diese  Mengen 
gleich  seyn  werden : 
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-kj^  =  y(u-|).  (VU.) 

Die  Normale  ist  dabei  nach  dem  äusseren  Theile  des  Körpers  gerichtet. 
Wir  wollen  uns  mm  durch  denselben  Anfangspunkt  derEloordinaten,  auf 

den  sich  die  Koordinaten  x,  y,  z  beziehen,  drei  neue  senkrechte  Axen  denken, 
die  wir  mit  L,  li,  N  bezeichnen  wollen,  und  wovon  die  N  parallel  sey  mit  der 
so  eben  bezeichneten  Normale.  Seyen  Jl,  X\  X"  die  cosinns  der  Winkel ,  die 
L  mit  den  Axen  der  x,y,z  macht;  ii,ii\ii'*  dieselben  Grössen  flir  M;  i,i\i*\ 
fiir  N ;  femer  1,  m,  n  die  Koordinaiten  eines  Punktes  (x,  y,  z)  ffir  die  neuen 
Axen ,  so  ist  (§.  29,  Nr.  4) : 

8  n 

ond  n  hat  dieselbe  Bedeutung,  die  ihm  in  j-  zukommt.     Demnach  (§.  29) : 

8ii""8x8n"^Öy  8ii'^8«  8n~    8x"^    87"*"      8x' 

8Q  das»  fflr  alle  Punkte  der  Oberfläche : 

seyn  muas,  wo  also  i^i^^i"  die  cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  nach 
Aussen  gerichtete  Normale  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  macht. 

F8r  den  TwXL  einer  ebenen  Oberfläche,  die  parallel  ist  mit  der  Axe  der  x ,  ist 
*'=Ä''=0  UBd  Ä=±l,  10  dass 

±k~+y(u-0  =  0,  (a) 

wo  die  Zeichen  +  gelten ,  je  nachdem  die  nach  Aussen  gerichtete  Normale  mit  der 
positiren  Axe  der  x  den  Winkel  0  oder  180^  macht. 

Ist  die  betrejflTende  Oberfläche  die  einer  Kugel  rom  Halbmesser  r  und  ist  der 

XV  z 

Mittelpunkt  Anfimgspunkt,  so  ist  d=± — ,Ä'r=±  — ,  Ä"=± — ,  wo  das  obere  oder 

untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  die  Normale  dem  Mittelpunkt  ab-  oder  zugewendet 
ist.     Also  ist 

ox  oy^oz         V.t8xr8yozr^         or 

demnach  j.k|^+y(u- ^)  =  0.  (b) 

wo  für  r  der  Halbmesser  der  begr&nzenden  Oberfläche  zu  setzen  ist. 

Ffir  den  Fall  eines  Zylinders,  bei  dem  der  Mittelpunkt  der  Grundfläche  Anfangs- 
punkt, die  Zylinderaxe  Axe  der  z  ist,  hat  man  Ä"=0,  5=+—-,  d'  =  i  -—,  wo  r 
der  Abstand  des  Punktes  von  der  Zylinderaxe  ist,  so  dass 

imdalso  +k|^-|-y(o— ö  =  0.  (c) 

Vn.  (Bedingung  bei  Berührung.)  Steht  ein  Körper  in  Berührung 
mit  einem  andern,  so  wird  die  durch  ein  Element  des  einen  Körpers  fliessende 
Wärmemenge  oflfenbar  gleich  der  seyn,  die  durch  das  mit  jenem  vcLB^t>i\^t^v^% 
ziehende  E/ement  de$  Müderen  KcJrpers  fliesst.     Sind  aUo  u^u'  $\<^1^\»^\^\^' 
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turen  der  Elemente;  k,  k^  die  Koeffizienten  der  inneren  Leitungsfahigkeit  für 

beide  Körper,  so  sind  diese  Mengen:  — kg-w^t,  — k'-^— «^t,  wo  n  sicli 

auf  die  Normale,  die  beiden  Elementen  gemeinschaftlich  ist,  bezieht.    Dem- 
nach ist 

(Öa         6u  8u"V         /".8a'      ^  6u'  8u'"i 

wo  nun  die  Normale  beliebig  gerichtet  seyn  kann.  Es  versteht  sich  wohl 
von  selbst,  dass  wenn  die  berührenden  Körper  anfänglich  sehr  ungleich  er- 
wärmt waren,  diese  Gleichung  für  den  Anfang  keine  Geltung  hat,  und  erst 
dann  richtig  ist ,  wenn  die  Teraperaturungleichheiten  sich  einigermassen  aas- 
geglichen haben,  was  jedoch  ziemlich  rasch  geschieht. 
Für  berührende  Kugelschichten  hat  man 

^8u     ^  8u' 
k  —  =  k'  —  • 
*8r  8r' 

für  berührende  Zjlinderschichten  dieselbe  Gleichung ;   für  ebene  Schichten ,  die  aif 

der  Axe  der  x  senkrechten  stehen : 

^8^-^  87- 

Ist  nun  ferner  X  der  Koeffizient  für  den  Uebergang  der  Wftrme  aus  dem 
ersten  Körper  in  den  zweiten,  so  ist  X(u — \i')(aJt  die  WärmemeDge,  die  in 
den  zweiten  Körper  durch  das  Element  a>  eindringt;  dieselbe  mnss  aber  gleich 

der  aus  dem  ersten  Körper  ausströmenden,  d.  h.  gleich  — kg—  to  Jt  seyn, 

so  dass  also  neben  obiger  Gleichung  noch  die  Beziehung 


8o 

0  n 


bestehen  muss. 


Zweites  Buch. 


Elemente  der  Integralrechnuiig. 


i 


Achter  AlMBchnitt 

Das  unbestimmte  Integral. 

§.35. 
Die  Integralrechnang  ist  das  Umgekehrte  der  Differentialreclmang,  and 
*  stellt  sich  somit  zur  Aufgabe,  aus  dem  bekannten  Differentialquotienten  einer 

Grosse  letztere  selbst  zu  ermitteln.     Ist  also  ^  =  f  (x) ,  und  f  (x)  bekannt, 

M  lehrt  die  Integralrechnung  die  Grösse  y  zu  bestinmien,  was  sie  durch  das 

Zeichen  7= /f(x)8x  darstellt,  und  dasselbe  liest:  y  ist  das  Integral 

?on  f(z)  nach  x.  Das  angehängte  9x  ist  also  abermals  (§.  3)  ein  blosses 
Zeichen,  das  anzeigt,  es  sey  x  die  unabhängig  Veränderliche,  nach  der 

integrirt  wird.     Eben  so  ist  /f(n)  du  das  Integral  vonf(u)  nachu  u.s.w. 

Ans  diesen  Erklärungen  folgt  ganz  unmittelbar,  dass 

^yf(x)8x=f(x).y*-^  8x  =  f(x),yf(x)8x  =  f{x).  (38) 

Denn  /f(z)9x  ist  diejenige  Grösse,  deren  Differentialquotient  f(x)  ist,  so 
dass  also  die  erste  Gleichung  nichts  Anderes  ist ,  als  der  Ausdruck  dieser 
Erklärung;  /?ll^8x  oder  /f  (x)9x  sagt,  man  solle  diejenige  Grösse  su- 
chen, deren  Differentialquotient  f (x)  sey;  diese  ist  aber  gewiss  f(x),  so  dass 
die  zweite  (oder  dritte)  Gleichung  eben  so  richtig  ist. 

Ehe  wir  nun  weiter  gehen,  haben  wir  uns  (Ue  Frage  zu  stellen,  ob  das 

Zeichen  /f(x)3x  ein- oder  vieldeutig  sey,  d.h.  ob  es  nur  eine  einzige  Funk- 
tion von  X  gebe ,  deren  Differentialquotient  gleich  f  (x)  ist ,  oder  mehrere. 
Gesetzt  es  sey  F'(x)  =  f(x),  so  ist  sicher  /f(x)9x  =  F(x),  und  wenn  es 
noch  eine  andere  Funktion  von  x  geben  würde,  die  ebenfalls  /f(x)dxwäre, 

so  könnte  man  sie  gswiss  durch  F(x)-f-y(x)  vorstellen,  wo  y(x)  der  Unter- 
schied von  F(x)  und  jener  andern  Funktion  wäre.     Ist  nun 

Di9af9r,  DimfmtSal'  a.  lat^fnl^Rsehmang,  % 


130  Bedeutung  der  willkürlichen  Runttanten. 

SO  ist  nothwendig  f(x)  =  F'(x)+y'(x),  d.  h.  da  schon  f(x)  =  F'(x),  seist 

ex 

Demnach  ist  ^^(x)  unabhängig  von  x,  d.h.  eine  (freilich  ganz)  willkflr- 
liehe  Konstante  ($.  4).    Daraus  nun  folgt,  dass  wenn  man  eine  Funktion  von 

x:  F(x)  kennt,  für  welche    ,      ==  f  (x) ,  man  allgemein  haben  wird: 


/■ 


f(x)Öx  =  F(x)+C, 

WO  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Was  nun  diese  Grösse  anbe- 
langt, so  wird  sie,  eben  weil  sie  von  x  nicht  abhängt,  auch  nicht  mit  x  sich 
ändern,  und  wenn  sie  ja  sich  ändern  sollte,  so  kann  dies  nur  dadurch  ge- 
schehen, dass  sie  plötzlich  einen  andern  bestimmten  Werth  annimmt,  den  sie 
dann  wieder  unverändert  beibehält  (Eine  stetige  Aenderung  von  C  mit  x, 
d.  h.  eine  Aenderung  um  unendlich  kleine  Grössen  widerstreitet  ja  eben  der 
Annahme,  dass  C  unabhängig  ist  von  x.)    Da  die  Rechnung  es  vorzugsweise 

nur  mit  stetigen  Funktionen  zu  thun  hat,  so  werden  wir  /f  (x)  9z  so  lange 

als  stetig  ansehen  müssen,  so  lange  f(x)  endlich  bleibt,  was  sich  auch  nach 

§.  1  von  selbst  versteht,  da  ja  dann  der  Differentialquotient  von  /  f  (x)  3  x 

endlich  ist.     So  lange  also  f(x)  endlich  ist,  wird  /f(x)9x,  d.  h.  F(x)+C 

sich  nur  um  unendlich  wenig  ändern,  wenn  x  sich  um  unendlich  wenig  ändert, 
und  da  dies  bei  F(x),  als  einer  stetigen  Funktion,  der  Fall  seyn  wird,  so 
folgt  daraus,  dass  auch  eben  so  lange  C  denselben  unveränderten  Werth 
beibehält,  da  diese  Grösse  sich  plötzlich  um  eine  bestimmte  endliche  Grösse 
ändern  würde,  so  dass  F(x)-(-C  sich  alsdann  nicht  um  unendlich  wenig  mit 

X  änderte.  Hat  man  z.  B.  das  Integral  /tg  x  dx»  so  ist  dasselbe  zunächst 
= — l(cosx),  da  — r~^=  —  tgx  (§.5),  also  allgemein 


f 


tgXÖX  =  — 1{C08X)  +  C. 

Was  nun  hier  C  anbelangt,  so  wird  diese  Grösse  immer  denselben  Werth 
haben ,  wenn  x  zwischen  den  Gränzen  —  y  und  +  ~  liegt;  ist  aber  x  >-5-, 

so  kann  ganz  wohl  C  einen  andern  Werth  haben,  als  wenn  x  <  y»  da  f&r 

x  =  -2- ja  tgx  unendlich,  also  unstetig  wird;  zwischen  -5-  und  -x-  wird  frei- 
lich wieder  immer  C  denselben  Werth  haben  u.  s.  w. 

Man  muss  hierauf  wohl  achten ,  da  man  sich  sonst  in  Schwierigkeiten 
verwickelt ,  die  es  nur  dadurch  werden,  dass  man  nicht^in  den  ersten  Grund- 
sätzen vollkommen  klar  geworden  ist. 

Was  die  Bestimmung  der  willkürlichen  Konstanten  in  bestimmten  Fällen 
betrifft,  so  ist  sie  immer  sehr  einfach.     Weiss  man  nämlich,  dass 
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yfW8x  =  F(x)+C, 

ooddass  ffir  x  =  a  die  Grösse  /f(x)3x  =  A  seyn  müsse,  so  ist 

A  =  F(»)+C,  C  =  A— F(»). 

Die  Richtigkeit  einer  GleichoDg  /y9x  =  z-f*C  wird  natOrlich  immer 

adnrch  bewiesen,  dass  man  zeigt,  es  sey  r-  =  y,  und  es  gibt  auch  keinen 

idem  Grund  daffir.     Die  ZufÜgung  des  Zeichens  C  ist  auch  nur  in  sofeme 
»thwendig,  als  man  das  Integral  ausgemittelt  hat;  so  lange  man  nur  das 

wichen  /ydx  anwendet,  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  die  willkürliche 

>nstante  zuzufügen  ist.     So  ist  in   /tgxdx  erst  dann  C  zuzufügen,  wenn 

tn  — l(cosx)  dafür  schreiben  will. 

Dass  femer  aus  q-  =  v  folgt  ü= /v8u  ist  natürlich,  und  die  schliess- 

h  zuzufügende  Konstante  ist  unabhängig  von  u.  —  Aus  §.  4  lassen  sich 
cht  die  folgende  Sätze  beweisen : 

if(x)8x==»/f(x)8x,y  rf(x)±9(x)±...l8x==/f(x)8x± /»>{x)8x±..^  (89) 

nn  a  eine  Konstante  ist.  Denn  es  ist  etwa  ^  [a/f(x)9x]  =ag- /  f(x)9x 

af(x),   woraus  sofort  folgt  a /f(x)9x= /af(x)9x.     Die  willkürliche 

instante  ist  bei  wirklicher  Bestimmung  dann  noch  zuzufügen. 

AasderZusammenstellung(10)in§.  5  ergibt  sich  nun  hier  die  folgende: 

Sx=l!Ll+C'  /l8x  =  l(x)+Q,   /e*8x  =  e*  +  C,  /a*8x=-^  +  C 
m  +  l  J   X  J  J  l(a) 

imx8x=: — cosx+C,  /co8x8x  =  Binx-l-C,  / — —  8  x  =  tgx  + C,   \{Ags\ 

^8x=-cotgx+C.  /*— L=8x=arc(ttn=x)+C.         /ilf?^  ^  ^ 

(tg  =  x)  +  C. 

man  durch  Differentiation  der  zweiten  Seiten  jeweils  wieder  die  unter 
m  Zeichen  /  stehende  Grösse  erhält.     (Wir  bemerken  hiebei ,  dass  man 

itt /~l-8x,  /t^t-iö»»  U.S.W,  gewöhnlich  schreibt /■--f^,/^^^,....!. 
Als  spezielle  Fälle  daraus  hat  man  etwa : 

y8xf=yi8x=y'x»8x)=x+c.y'x8»=|^+c,yi^=-i-+c. 

/•ll  =  ^__L_^  +  C.    /Vx8x=4x^C,     /l^=2Vx+C, 
J  x"  (n~l)x»-*^       J  _^  -^  Vx 

I.  w.  ^ 
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Die  Aufgabe,  die  uns  nun  zunächst  vorliegt,  besteht  dario,  jedes  vor- 
gelegte Integral  /  f(x)dx  entweder  auf  ein  einfaches  in  (40),  oder  doch  sof 

ein  schon  bekanntes  zurückführen.  Wie  bei  allen  umgekehrten  Rechnungs- 
arten wird  diese  Aufgabe  nicht  in  allen  Fällen  gelöst  werden  können,  so  dan 
man  die  hauptsächlichsten  Methoden  angeben  muss,  nach  denen  man  in  ein- 
zelnen Fällen  zu  verfahren  hat.  Als  fundamentale  Hilfsmittel  haben  wir  nm 
zunächst  zwei  Sätze  anzugeben ,  die  wir  fortwährend  anwenden  werden ,  und 
ausser  denen  nur  wenige  solcher  Hilfsmittel  zum  Ziele  ftihren  werden. 

§.  36. 

Der  erste  dieser  beiden  Sätze  ist  in  der  Gleichung 

/y|iex  =  y.-/.?|8x  (41) 

ausgesprochen  und  hebst  der  Satz  der  Integration  durch  Theile.  Er 
lässt  sich  ganz  leicht  beweisen.     Es  ist  nämlich 

(38),  also  ^^^f^li^''^J^li^''* 

wo  die  etwa  beizufügende  willkürliche  Konstante  nicht  hingeschrieben  ist,  da 
man  sie  am  Schlüsse  der  Rechnung  immer  noch  zufügen  kann.  Man  sieht, 
dass  die  Formel  (41)  genau  dem  Satze  in  §.  4.  V  entspricht.  Man  kann  sie 
auch  unmittelbar  daraus  folgern.     Da  nämlich 

8(yg)        8j  ,     8y 
81   -"^8i"*"'8x' 

sollt  (39)        y"=y*y|i^''+/"H®** 

woraus  wieder  (41)  folgt. 

Der  zweite  Satz  ist  der  der  Integration  durch  Umformung.     Hat 

man  nämlich  das  Integral  /f(x)dx  zur  Bestimmung  vorgelegt  erhalten,  und 

man  vermuthet,  dass  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  z  fürx 
man  seinen  Zweck  leichter  erreichen  könne ,  so  wird  man  statt  des  Integrals 
nach  X  eines  nach  z  zu  bilden  haben.  Offenbar  muss  nämlich  zwischen  x 
und  z  eine  Beziehung  gegeben  seyn ,  die  es  möglich  macht,  x  durch  z  und  z 
durch  X  auszudrücken.     Drückt  man  nun  x  durch  z  aus,  sieht  also  x  als 

Funktion  von  z  an,  so  ist  die  Grösse  /f(x)3x,  die  wir  durch  U  bezeichnen 

wollen,  zunächst  eine  Funktion  von  x,  also  dann  auch  Funktion  von  z.  Dem- 
nach (§.  5) : 

8Ü     8ü8x  8Ü     ^,  , 

87=8l8i'  "°87  =  ^<">' 
soäass  Ö5=r(x)|i,ü  =  /f(x)?i8z. 
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nodilio  /f(x)8x= /f(x)g^8«,  (42) 

vo  in  ((%)^  die  Grösse  x  darch  z  zu  ersetzen  ist     Kann  man  /f(x)  ^  d  z 

(nach  z)  integriren,  und  ersetzt  dann  z  wieder  durch  x,  so  hat  man  auch 

/f(x)3x.     Die  etwa  beizugebende  Ronstante  lässt  sich  am  Schiasse  der 

Rechnang  immer  zusetzen.  Man  sieht,  dass  (42)  dem  Satze  (9)  in  §.  5  on- 
mittelbar  entspricht,  wie  sich  denn  auch  die  Richtigkeit  von  (42)  geradezu 
aas  jenem  Satze  beweisen  lässt.     Man  hat  nämlich,  um  (42)  zu  beweisen, 

bloss  ZQ  zeigen,  dass  der  Differentialquotient  von  /f(x)^3z  nach  x  gleich 

f(x)  ist.     Nun  ist 

8x 

Wir  wollen  nun  zunächst  einige  Beispiele  zur  Erläuterung  der  wichtigen 
Sätze  (41)  und  (42)  zufügen. 

l(x)8x  ZU  bestimmen.     In  (41)  setze  man  7=1  (x),  ^-=1,  so  ist 
r^  =  — ,  «= /l8x=:x,  also  3rz=:xl(x),  Zg—=1,    /£g-8x  =  x,  mithin 

yi(x)8x  =  xl(x)-i-fC  =  xD(x)-l]+C. 
Hat  man    /  ü(x)>  8x,  so sey  wieder y=l(x)',  ^  =  1.  g^=  ^^,     z  =  x, 
also  z||=21(x),  /i^8x  =  2  /l(x)8x=2x[l(x)— 1],  sodass 

yi(x)»8x  =  xl(x)»-2x[l(x)-l]-HC. 
Ist  vorgelegt  /l(x)  8x,  so  hat  man  y  =  l (x)  ,--  =  1,   --i  =  — ^-^ — ,  z=x, 

J  0  X  OX  X 

also  yi(x)'8x  =  xl{x)'-nyi(xf~*8x. 

wodurch  das  eine  Integral  auf  das  andere  zurückgeführt  ist.    So  hat  man  für  n  =  1 , 
2.3 : 

yi(x)8x  =  xl(x)— x+C. 
/l(x)»8x  =  xl(x)»  — 2    /l(x)8x, 
/l(x)»8x  =  xl(x)»  — 8    /l(x)»8x, 

/l(x)*8x  =  xl(x)*-8    /l(x)»8x. 

Ä  Sejr  rargehgi  / x^e'dx,  wo  n  eine  positive  g«Aze  Z«\ii'\%\..    '\&»jcl\^'«ä 
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y— X  ,  — =e  ,  al80^  =  nx      ,z=/e  8x=e  ,  £^  =  nx      e    und  hat 

•^8x81  J  8x 

y'n  x^  n  X  /*n— 1  x_ 

X  e  8x  =  x  e  — n   /x      e  ex. 

Hieraus  folgt,  wenn  n=:l,  2,  3,  .  .  .  .: 

/xe*8x  =  xe  — e  +C, 

/x*e*8x  =  x  e*  — 2  /xe*8x, 

/•«  X^  «X      „    /*«  x^ 

X  e  8x  =  x  e  — 3/x  e  8x,.... 

III.  Man  soll  /  — 8x  bestimmen,  wenn  n  ebenfalls  eine  positire  ganze  Zahl 
•^   X 

..o  x8zl  — n8y         X  /— »o  X 

ist.     Seyy=e,-  =  ^  =  x     ,also^  =  e,    z  =  yx      8x=  -^^^  = 

—  1  8  y  e* 

2  — i  = ,  SO  ist 


(.-1).—  •'    <.-i).-' 


Für  n=I  kann  man  diese  Formel  nicht  anwenden ;  fQr  n-=2, 3, . .  aber  gibt  sie: 

80  dass  schliesslich  alle  diese  Integrale  auf  /  — 8x  zurückgeführt  sind.      Die  Be- 
stimmung dieses  letzteren  ist  zunächst  nicht  thunlich. 

IV.  Es  sey  /x*^l(x)8x  zu  bestimmen,  n  wie  so  eben.     Sey  y=l(x),  r-=x  » 
•/  .  ox 

8y      1  fn.       x""^*     fdy^         rx\  1      /»o        __J_  n+i 

8x      X  y  n+1  y    8x         y  n+l  n+iy  (n+1)* 

Eben  »o  für  /—^8x  sey  y=l(x),  g^=x     ,^  =  —,  zz=Jx      6x  = 
—  1  /•8y«  1     /•8x         1         1        , 

/•i«^8x= l«_.__l_._L.+c= L_r,(,)+_L.-l+c. 

Für  n=l  ist  diese  Formel  nicht  anwendbar,  da  sonst  n — 1=0  wäre,  und 

auch  nicht  /  x     8x=% — r ,  sondern  =l(x)  gesetzt  werden  müsste.  Für 

J  (n-l)x" 

/-^8x  wird  man  also  im  Augenblick  den  Werth  nicht  angeben  können  (ygLYn). 
VsSejren/x^ßittxdXf  /  z'cosxdxzubestimmeik.  MÄiiafttifty=x\  ^={^x* 
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6y  n— 1  (sinx 

alsOg^=nx       .  «  =  )_eotx'  "°^^**• 

/■  .      «  ■  1         /   ■— *  ft         /    »  «  tt  .  /   n— *  . 

X  sinxcx  =  — z  cosx-f~n  /  z       coszcz,   /  z  coszoz  =  z  sinz — n/z       8inz8z. 

Daraus  fol^,  indem  man  n — 1  für  n  setzt: 
X      sinz6z=  —  z      cosz+(n — 0/ »       coszPz,/ z       cosz8z=z      «inz — (n—l) 

/*-*  o  . 

/  X      nn  z  o  z,     also 

« 

z  smz8z=  —  z  cosz  +  nz       smz  —  n(n  —  l)  /  z       sinzf^z. 

z  cosz8z  =  z  sinz-i-nz       cosz — n(n  —  1)  #  z       coszdz. 

Fürn=l:  j 's.voiJ.^'s.^ — zcosz+sinz  +  C,    /zcosz6z  =  zsinz  +  cosz+C, 

so  dass  allgemein    /x  cosxdx  und    /x  sinxOx  bestimmt  werden  können  in  der- 
selben Weise,  wie  oben  in  ähnlichen  Fällen.     Man  hat  etwa 
/z*sinz8z=  —  z*cosz+2z8inz  —  2 /sinz 8z, 

/z*8inz8z  =  — z'cosz+Sz'sinz  —  3.2/zsiDz8z, 

/z*8inz8z  =  — z*cosz+4z'ginz — 4.3 /z'8inz8z,  u.  s.  w. 

/8z  z 

,        ,  bestimmen.     Man  setze,  gemäss  (42),  x  =  az,  z=: — , 

dl  ,,   ,       1       8z  1  1         1  ,       /*    8z  /"     1      Öx^ 

g^=a  und  hat  iq:p8^=ir^:]^»-»--T- 1+^'  ***^/äM^»=/iMR8^^' 
^ly  H^»~ä*'*'^^^~*^~T^**0^~^J'  ^^^  ***** 


voTon  man  sich  durch  unmittelbare  Differenzirung  sehr  leicht  überzeugen  kann. 

8z       ,     8z       1  .^  8: 

-—  =  l ,  -—  =  — ,    so  ist  cos  a  X  .  — 

8z  8z       a  8z 


o  X  ^  '     r  o.  8z       ,     8z       1  .  ^  8z 

Setzt  man  m  /  eosax8x  :  ax=rz,  a;^—  =  l,  ;;—  =  —,    so  ist  cos  a  x  .  ^- = 

C08  2  .  — ,  also 
a 


/  C08az8z  =  —  /  cosz8z  =  — 8m£-fC= — smaz-f-C. 


Eben  so 


y*.in«,8x  =  _  lco.ax+C.yip^ip  =  i-y^,  =  i-«c(tg  =  z)+C  = 


— arc  (tg  =  az)  +  C. 


VII.    Um   /  x""*  sin(a-t-bx   )  8x  zu  bestimmen,   setze  man  a-j-bx    ==  z, 

rabx        r-  =  l,x        5— =— T»'^        sin(a+bx   ) r"  =  Zn: *»** * •  *™  ^^^^ 
8z  8  z      mb  '  8z      mb 

Jx        ^n(a+bi  ;^x=^ys,nz8«=--^-^C=- ^J^— 
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Für    /sin'xoo8x8x  setze  man  8inx  =  z,  also  cosx^  =  l  und  sin'xcosxr- 
=z',  mithin 

/8in»xcosx8x=   /e*8z=:~^+C=?^+C. 

Diese  Gattung  von  Integralen  lässt  sich  allgemein  darstellen.  Ist  näa- 
lich  y  eine  Fonktion  von  x,  so  heissen  sie 

8x 

und  wenn  man  die  Umformungsformel  (42)  beachtet,  so  ist 

yfCy)^8x=yf(y)8y.» 
So  wäre  /JM8x===-|-l(x)»+C,  (y  =  l(x).  Ter^-Nr-IV), 


/'«'>^;^ 


/ 


•       .        o  C08*X    ,    ^      ,  . 

C08'x8mx8x= -: — +C,  (y  =  — cosx). 


/aro(8in  =  x)  o         ^       1/ •        \in   /  /.i_      -kx 

— ^==z===~8x=  -5-*'c*(8ms=x)-|-C,  (y=are(8in=x)),  IL8.W. 

Vin.  um    /   ,  ,     ,  zu  bestimmen,  sey  a'+x'=^z,  2xg— =  1,  x«— ^-ö. 
X       8x      1    J[_ 

Kben  so  »ry  ^-jj^  .ey  l(x)=z.  Y  r,=  ^  '  ^)  n  =  T'  *'«' 

Auch  diese  Integrale  lassen  sich  allgemeiner  darstellen.     Ist  nämlich 
z  eine  Funktion  von  x,  so  sind  sie 

Q 

So  ist      /tox8x=  /-^^8x  =  — l(oo8x)-t-C,(E  =  co8X,h  =  — 1); 
^  j  C08X 

/ootgx8x==/-^?^8x===l(8inx)+C.  («  =  8lnx,h==l); 
J  j   smx 

/ilfe=Ä't*+^«')+^'  (.  =  a+bx»,  h  =  J5)o.8.w. 

8x 

/•     x8x  »  ,     .  ^     8x      ,       8x      1         *8«  1 

IX.  In   /^y,.    =  »ey  a +^  =g»  2xs--=::l,  x^  =  ir»  ^/     '       ^tttt^ 
•/ V*M"X       -^        '  *        8z        •     8z      2*  Va'+x*     2|/8* 


*  Kennt  man    /f(z)8x,  so  ergibt  sich  /f(y)87,  wenn  man  x  mit  7  fertanscht. 
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>üt  /  !ii^=i  P^=i  A"*e«^  «4+c=V?T?+c. 

*eii.o  /l /?L--=  -  V^^^^»+C,  («=a»-x»);   Ali£-  =  arc{tg  =  e*) 

./  Vft'— X*  •/  1  +  e 

+  C,  (»  =  e*); 

--j-8x=— hC,  (s  =  iiiix);  / — r:8x=: hC,   («  =  coix); 

rin'x  linx  '  '  y  co8*x  cosx 

/•-^  = ?--^+c.  (.=.(x)M^..N.vn). 

^  xl(x)  (in-l)l(x)" 

^:^v,  zu  bestimmen,  sey  in  (41)  y=e*x,  ^  =  ^^  .    v,.   alio  ^-^ 

=  e*+xe^=e^l+x).z==/^^.=/5j(u=l+x)  =  -j^ 
od  mithin 

/'»»*8«  _       'o'    L  A'0+»)» »•*  _i_ /."fl.-       »**  J..»-l.^_ 
§37. 

Funktionen  von  z,  welche  die  Form  a-|-bx-f-cx'-f-...  haben,  heissen 
[anze  Funktionen  von  z;  der  höchste  Exponent  von  z  gibt  den  Grad  der 
"iinktion  an.  So  ist  124"8z*--9z*+7z*  eine  ganze  Funktion  von  z  des 
echsten  Grades.  Seyen  nun  f(z),  F(z)  ganze  Funktionen  von  z,  so  soll 
B  sich  um  Bestinmiung  von 


f\ 


8x  (a) 


F(x) 

mdeln.  Zunächst  ist  es  nun  allgemein  genug  anzunehmen ,  f  (z)  sey  von 
edererem  Grade  als  F(z).  Denn  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  dividire 
an  mit  F(z)  in  f(z),  und  erhalte  als  Quotienten  9)(z),  als  Rest  V^(z),  wo 
(z)  von  niedererem  Grade  ist  als  F(z),  so  ist  (39) 

mn  y(z)  von  der  Form  A+Bz4"Cz'+--'  i*<^  ^«^  ^'^^  integrirt  werden 
nn;  mithin  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückgeffihrt  ist,  in 
ilchem  der  Zähler  von  niedererem  Grade  ist  als  der  Nenner.  Können  wir 
Iche  Integrale  bestimmen,  so  können  wir  überhaupt  alle  Integrale  dieser 
ittung  bestimmen. 

Nun  weiss  man  aus  der  Analysis  (^Grundzüge^  S.  138)>  dass  F(z) 

imer  in  ein  Produkt  von  reellen  Faktoren  zerfällt  werden  kann ,  die  vom 

sten  oder  zweiten  Grade  sind.     Die  Faktoren  des  ersten  Grades  haben  die 

>rm  z+a*  oder  (z+a)"  'löd  entsprechen:  die  erste  d«t  reellen  Wwciel 

t^derG}eicbangF(x)=0,  wenn  diese  nur  einmal  votViWiäLetivaX.,  äv^^'^^^ä 


I 
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derselben  reellen  Wurzel  — a,  wenn  sie  ramal  vorkömmt     Die  Faktoren 

zweiten  Grades  haben  die  Form  [(x+a)'+/^^J  öder  [(x+«)'+/^*]"  ™^ 
entsprechen:  die  erste  den  beiden  imaginären  Wurzeln  — a+/9i,  wenn  sie 
nur  einfach  vorkonmien ,  die  zweite  denselben  imaginären  Wnrzeln ,  die  jV 
doch  mmal  vorkommen. 

Daraus  folgt,  dass  man  setzen  könne : 

F(x)  =  c(x+a)...(x+br...[(x+«)»+^«]...[(x+y)»+5«]".... 

WO  ganz  wohl  nur  Faktoren  der  einen  oder  anderen  Art  vorkonmien  können; 
ausser  diesen  vier  Arten  aber  keine  anderen  vorkommen ,  und  die  Grösse  c 
der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x  in  F(x)  ist.  Dies  vorausgesetzt, 
setze  man 

f(x)   _     A 

F(x)-x+a"^ 

^x-hb^(x-hbr^  (x+b)* 

+ >  (b) 

,        Mx+N 

"^(x+«)*+i9*"^ 

P,x  +  Q,  P,x+Q,  .       V"^^« 

+ 

WO  jedem  Faktor  der  Form  x-j-a  ein  ähnliches  Glied  wie  -q;^-,  jedem  Faktor 

(x+b)**  eine  ähnliche  Summe  von  m Gliedern  u. s.w.  zugehört.  Die  Grös- 
sen A,...;  B|,  B,!...,  B^^^,...;  M,N,...;  Pi,  Qi,...,  P^9  Q^, ...  sind  noeb 
zu  bestimmende  Konstanten.  Man  wird  sich  leicht  überzeugen,  dass  diesel- 
ben der  Anzahl  nach  genau  eben  so  viele  sind,  als  der  Grad  von  F(x)  ist. 
Ist  man  nun  im  Stande,  diese  Konstanten  so  zu  bestimmen,  dass  die  Glei- 
chung (b)  eine  identische  wird,  d.  h.  dass  sie  richtig  ist,  x  mag  irgend 

welchen  Werth  haben ,  so  kann  man  statt  =^  die  Summe  der  zweiten  Seite 

setzen.  Um  aber  diese  Konstanten  zu  bestimmen ,  multiplizire  man  beider- 
seits mit  F(x),  so  werden  dadurch  auf  der  zweiten  Seite  alle  Nenner,  da  sie 
sämmtlich  in  F(x)  enthalten  suid,  wegfallen,  und  es  wird  eine  ganze  Funk- 
tion von  X  zum  Vorschein  kommen,  deren  Grad  um  1  niedriger  ist»  als  der 
von  F(x),  da  in  einer  gewissen  Anzahl  von  Gliedern  der  zweiten  Seite  nur 
je  ein  Faktor  aus  F(x)  ausfallt.  Diese  Funktion  hat  also,  wenn  man  sie 
nach  den  Potenzen  von  x  ordnet,  genau  eben  so  viele  Glieder,  als  der  Grad 
von  F(x)  beträgt,  *  und  deren  Koeffizienten  die  zu  bestimmenden  Konstan- 
ten» jedoch  alle  in  der  ersten  Potenz  und  nicht  mit  einander  multiplizirt, 
enthalten;  höchstens  eben  so  viele  Glieder  hat  f(x),  da  diese  Funktion  von 
niedererem  Grade  ist  als  F(x).     Man  setze  nun  in  den  beiden  Seiten  dieser 

*  Die  aJJ^emeinste  ganze  Funktion  des  Tierten  Grades:  a-^bs-|~cs*-|-dx'-|-ex*  hat 
/0n/O//edera.M.w. 
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Gleichung  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  einander  gleich ,  8o 
erhält  man  genaa  eben  so  viele  Gleichungen,  als  zu  bestimmende  Konstanten, 
nnd  kann  dieselben  also  ermitteln.  Da  nunmehr  die  Gleichung  eine  identi- 
sche ist,  d.h.  da  die  beiden  Seiten  derselben  genau  dasselbe  sind,  so  ist  auch 
(b)  eine  identische  Gleichung.  Einige  Beispiele  mögen  das  Verfahren  er- 
läotem. 

1.)  Sey  5^iq:^rZ5^  vorgelegt.     x»+x*— 6x=x(x+3)(x--2). 

7i  — 5  AB C_ 

x»+x»— 6x~  X  "*"x+8'^x-2' 

7x— 6  =  Ah+3)(x  — 2)+Bx(x— 2)-|-Cx(x+3) 
=  A(x»+x— 6)+B{x»— 2x)  +  C(x'-|-3x) 
=  x*(A+B  +  C)+x(A-2B+3C)  — 6A. 
A+B+C=:0,  A--2B+3C  =  7.  — ÖArr— 5. 

7x— 6  5  26  9 


x*+x*  — 6x      6x      lB(x+3)^10(x  -  2) 
^  5x^--2 5x»--2 

"^  X*  — 8x»+18x»--27~'(x-3)»(x+l)-     ^^®® 

5x»— 2 ABC D_ 

X*  — 8x»+18x*— 27"'x— 3"*"(x-3)*"^(x--3)»"'"x  +  r 

5x»— 2  =  A(x-3)*(x+l)+B(x-3)(x+l)+C(x+l)  +  D(x-3)^ 

=  A(x»-6x»+3x+9)  +  B(x»— 2x— 3)  +  C(x  +  l)  +  D(x»— 9x' 

+27x— 27) 
=  x»[A+D]+x»[-6A+B  —  9D]  +  x[3A  -  2B  +  C-j-  27D]  -|- 
9A  — 3B+C— 27D, 
A-t-D  =  6,  — 6A+B— 9D  =  0.  3A— 2B+C+27D  =  0,  9A  — 3B+C  — 27D=-2. 
.318    _      407    ^      133    -.       7 

^"64'®-T6"'  ^-"r'^~64* 

5x»  — 2 313_.        407         ■      ^33  7 

x*-8x»+18x»-27~64(x— 3)'^16(x-3)»"^4(x~3)»"^64(x+iy 
x*~3x»— 2x»+5x+2        X*— 3x»—2x*+5x+2         A ■       B 

^•^        .  x»+x*— 2x«-2x>+x+l""        (x+l)»(x-ir  x+i"^{«+n' 

.        C        .      D      .       E 

"^(x+l)»'^x— l'^(x-l)»' 
X*— 3x'~2x»+6x+2=A(x+l)*(x-l)*+B(x+l)(x-l)»  +  C(x-l)' 

+  D{x+l)»(x-l)+E(x+l)' 
=A(x*  -  2x»+l)  +  B{x>  -  X»  -  X  +  1)  +  C(x«  -  2x  -t-  1) 

+D(x*+2x»— 2x— l)+E(x»+3x»+3x+l) 
=x*(A4-D)  +  x»(B  +  2D+E)+xH— 2A-B  +  C  +  3E) 

+x(— B-~2C  — 2D  +  3E)+A+B  +  C-D  +  E; 
A-hD  =  l.B+2D  +  E  =  -3,  — 2A— B  +  C+3E  =  -2, -B-2C— 2D+3E=6, 

A+B+C— D+E  =  2; 
33_,  5  1'  ^'^ir_A 

^  =  16'   ®  =  ""T'    ^==""T'  ^""^16'  *^""  8' 

x^— 3x»— 2x*+6x+2  33  6  1  ___Jg._-j ?-— ,. 

x»-t-x*— 2x»—2x»+x4-l~"l6{x+l)      4(x-|-l)*      4(x+l)^      I6(x  — 1)      SCx-l)" 

3x*-5x' Ax+B  .    Cx+P    .      E 

*-^  (M'-i-4y(j-'5)  -  x'-f  4  "^(x»-f-4)»"^x  — 5' 
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3i»-5x»=(Ax+B)(x*+4)(x-6)+(Cx+D)(x-5)+E(i»+4)* 

=  (Ax+B)(x»  — 6x«+4x— 20)+(Cx+D){x— 5)+E(xH-8«M-W 
=  x»[A+E]4-x»[— 6A4-B]+x»[4A-5B+C  +  8E]+x[-aOA 
+4B  — 6C+D]— 20B  —  5D+ieE; 
A-t-E  =  3. —6A+B=— 6,  4A  — 5B+C+8E  =  0,— 20A+4B— 5(H-D=a, 

— 20B  — 5D+16E  =  0; 
^       1273  2160     p_      11?     r._      1^     ^1250 

^"  841  '  ^~  841  •    ^"-~29'   ^""       29'*^"  841'     * 
3x*  — 6x»  1273X+2160      148x+ie0,        1250 


(x»+4)*(x— 6)~    841(x»+4)        29[x»+4]*  *  841{x     5)* 
8x*~3x»+&       8x*~3x»+&         Ax+B      ,       Cx+P        .       E»~t-F      ,  Q 
^''     (x'-H2x  +3)»x""[(x+  1)H  2]»x"xH2x+3     (xM-2x-h8)»"*'(x»4-2x-+8)»'^* 
8x»-8x»+6=(Ax+B)x(x»4-2x+3)«+(Cx+D)x{x»+2x+3)+(Ex+F)x+G(x> 

+  2x+3)» 
=  (Ax  +  B)  (x»  +  4x»  +  lOx»  +  12x»  +  9x)+(Cx+  D)  (x»+2x»+8x) 

H-Ex»+Fx+G(x»+ex»+21x*+44x»+63x»+B4x+27) 
=  x»(A+G)  +  x»(4A+B  +  6G)  +  x*(10A+4B+C+21G)+x*(12A 
+  10B+2C4-D+44G)-(-x»(9A+12B+8C  +  2D+E+6S6) 
4-x(9B+3D+F+64G)+27G; 
A+G  =  0,  4A+B+6G  =  0.  lOA-f  4B+C-|-21G  =  8,  12A+10B+2C+D+440 
=  —  8,  9A+12B+3C+2D+E-l-63G  =  0,  9B+3D+F+54G=iO,  2rG  =  ft; 

A  =— 2^.  "— ~27'  9"'  9^'  y'      ^^*  27' 

8x*— 3x»+5  _  _        6X+10         .       67x— 181       .       37i+161  5 

(x»4-2x+3)»x"'      27(x»+2x+3)"^9(x«+2x+8)»"*'8(x»+2x+8)»^27x 

§38. 
Wir  haben  in  $.  37  die  einfachste  Methode  der  Bestimmung  der  Kon- 
stanten angegeben ,  wenigstens  in  so  weit  die  einfachste ,  als  sie  sieh  wohl 
zunächst  darbietet  und  meistens  auch  am  schnellsten  zum  Ziele  f&hrt.  Wir 
wollen  jedoch  hier  noch  anderer  Methoden  gedenken,  nach  denen  dieselben 
bestimmt  werden  können. 

I.  Gesetzt  F(x)  enthalte  den  Faktor  x-|-a  nur  einfach,  so  dass  F  (x) 
=  (x4-a)9>(x),  wo  9)(x)  eine  ganze  Funktion  von  x  ist,  die  nicht  Null 
wird  für  X  ==  —  a.     Alsdann  folgt  aus  (b) : 

fW A       »(x) 

F(x)-"x+a"^,>(x)' 

wo  -^  die  Summe  aller  übrigen  Brüche  vorstellt.     Hieraus : 

Setzt  man  hier  x=  —  a,  so  wird  -4^  zu  -g-,  und  es  ist  der  wahre 
Werth  (§-22)  gleich  F'(— a),  so  dass 

f(-a)  =  AF'(~a),A  =  ||^j. 

Um  das  — Zeichen  zu  vermeiden,   setze  man  F(x)=:(x — a)  cp(x), 

f(x)        A      ,  ,  ,    , 

« j-r  = h  . ....  und  nat 

F(x)      x~a^  ^.v 

A  =  ^y  ^^> 
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II.  Es  enüialte  F(x)  den  Faktor  (x— a)",  d.h.  x=a  sey  mmal  Wur- 
«el  der  Gleichung  F(x)  =  0,  so  dass  F(x)  =  (x  — a)"y  (x),  wo  y(x)  nicht 
den  Faktor  x — a  enih&lt.    Alsdann  ist 

X     a  (x-aj  "(x— a) 

=  A4^(x)(x-a)*"*+A,»»(x)(x-a)"'"*+...+A^^(x)+fr(x)(x-ar. 
Femer: 

f(x)-A_^(x) 


=  A^_^,>(x)+A^_^(x-a),>(x)+...+A,v(x)(x-ar   * 


X— a 

+^(x)(x-ar""* 
f(x)-A  v(x)-A__(x— a)^(x) 


^Hiji =  A^^j«p(x)+...+Ai«p(x)(x  — a) 

+^(x)(x-a)""*, 

f(x)-A   ^(x)~A        (x— a)«p(x)— ...— A,(x-»r""%{x) 

=  A,v(x)+^(x)(x-a). 


(x-a)' 

Setzt  man  in  dieser  Reihe  von  Gleichungen  nach  einander  x  =  a,  so 
beachte  inan,  dass  in  der  Regel  auf  den  ersten  Seiten  die  Nenner  0  werden» 
80  dass»  Weil  f&r  x  =  a  aof  der  zweiten  Seite  etwas  Bestimmtes  zum  Vor- 
schein l^ommt»  auch  der  Zähler  0  werden  muss  (§.  23,  Note),  und  in 

f(x)-A^^(x)-A^^(x-a)«p(x)-....^-(x-ar"V(x) 


) 


f&r  x=:a  nicht  nur  Zähler  und  Nenner  0  werden,  sondern  auch  die  m — r 
ersten  Difierentialquotienten  des  Nenners,  also  nothwendig  auch  die  m — r 
ersten  Differentialquotienten  des  Zählers,  man  zu  den  m — r-j-l^ Differen- 
tialquotienten gehen  muss.  Aus  §.  10  Formel  (19)  folgt  nun  leicht,  dass 
für  x  =  a: 

^-— rTlf(x)-A   <p(x)-A^      (x-.a)»»(x)-....-A  (x-a)        ^(x)  1 

=  f""*^*  (a)- A^  ^"""'^  (a)- A^^(m-.r+l)  v"*" (a) -  A^_^^(iii-r+ J) 

(m— r)«p""''"*(a)—  ....  — A^(m— r+ 1) . .  .2«»'(a). 

m-4-H  m    r  I  i 

^ ]ZJh =  (m-r+l)  (m-r)  . .  .  .  1. 

dx 

Demnach  hat  man : 

f(»)  =  A^v(a). 

f(»)-A"v'(a)  =  A       •'(»>, 
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f-(a)~A   y"(a)-2A        «'(a) 

172 ""     m-2  ''^^^  • 

f»(a)  — A   »)»(a)  — 3A        »>"(a)-3.2A        y' W 

TlTs =  Vs  »<*>  • 

f"'~Va)—A    »>"~*(a)-(m— 1)A       9""'%)— (m— l)(m— 2)A       9"   ^a)— .. 
n  n — 1  Ä— 2 


...  —  (m— 1)  (m— 2)  . . .  2  A,  »>'(a) 


— «t 


A»f(»). 


1.2 (m— 1) 

Nun  ist  v{x)=— ^^,  F(x)  =  (x-arv(x), 

(x-a) 
also  Dach  §  10: 

F°(a)=m(m— l)...l9(a),  F""^\a)  =  (m+l)m...2^'{a),  F""*'%)  =  (m+2)(m+l) 

...3»>"(a), F  "~  (a)  =  (2m  — l)(m  — 2)...nnp"""*(a). 

Zieht  man  hieraus  yCa),  y'(a), ,  ^"'"^(a)  und  setzt  diese  Werthe 

in  obige  Gleichungen,  so  erhält  man: 

m(m -l)...lf(a)  =  A   F"(a), 

n 

(m+l)m...2f(a)  =  A   F""*'\a)+(m+l) A        F"(a). 

n  m — 1 

(m-H2)(m+l)...3f'(a)  =  A    F"'^\a)  +  (m+2)A         F""*'*(a)-f(m-|-2) (m+l] 

m  m — 1 

A        F-(a).  ^<''' 

m — S 

(2m-l)(2m— 2)...mf~"\a)  =  A    F*"~\a)  +  (2m-l)A        F^^^'Ca) 

2  m— 8  M 

+  (2m— l)(2m— 2)A^_^F         (a)+...-H2m-l)(2m— 2)...(m+l)AtF    (a)J 

aus  welchen  Gleichungen  fthn  A  ,  A  _,....,  A^  nach  einander  gefunden 

werden. 

m.  Der  Faktor  (x+a)*^-/?'  sey  nur  einfach  in  F(x)  enthalten,  ata) 

F  (x)  =  [(x  4"  a)  * + /?  *J  9>  (x) ,  wo  ff  (x)  jenen  Faktor  nicht  enthält.  Jetit  ist 

f(x)        Mx+N     ■  v.(x) 

F(x)~(x+«)«+^*"^»(x)' 

f(x)  =  (Mx+N)^^_^^j'^_^^,+  »(x)[(x+«)»+^*]. 

Nun  ist  aber(x+a)'-|~/^*  =  (xH"«+/^0(*H"* — /^O»  undwennman 

Mx+N  AB 


(x+«)«+/?*      x+a+/?i  '  x+«-/?i' 

also  M  =  A4-B>  N  =  (A-j-B)a — (A — B)/?i  setzt,  so  hat  man  wieder  deo 
Fall  I.  vor  sich,  wo  a  =  —  (a+/Ji)  ist.  Uebrigens  kann  man  auch  ganx 
direkt  verfahren.      Setzt  man   nämlich  x  =  — «  +  /?!,   so   wird  j«weik 

f(-«+l»i)=  {M(-«+^i)+N}  ?^^±^,  f(-«-^i)  =  j«M(a+^i)+N| 

—  2p\      • 
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woraus  M  und  N  gefunden  werden.     Man  sieht  schon ,  dass  diese  Formeln 
nicht  mehr  bequem  sind »  und  dass  dieser  Fall  noch  mehr  eintreten  würde, 

wenn  F(x)  den  Faktor  [(»H- «)'+/*']"  enthält,  so  dass  wir  darüber  nichts 
Weiteres  zufügen  wollen.  —  üebrigens  gelten  natürlich  die  Formeln  in  II. 
immerhin,  wenn  auch  a  imaginär  ist.  Man  kann  überhaupt  die  quadratischen 
Faktoren  vermeiden,  wenn  man  immer  (x-|-a)*-{-/9'  =  [x4-«+/Ji][x  +  a 
—ß'i]  setzt,  und  nun  nach  I.  und  II.  zerföllt.  Kommen  dabei  auch  imagi- 
näre Grossen  zum  Vorschein,  so  werden  sie  sich  schliesslich  immer  aufheben, 
so  dass  nur  Reelles  bleibt. 

Anm.  Ans  der  Formel  (c)  lAsst  sich  ein  analytisch  interessanter  Satz  ableiten,  den  wir 
noch  angeben  wollen.  Gesetzt  nSmlich,  es  bestehe  F(x)  blos  aas  den  einfachen  Faktoren 
X— a,  X — b,  X — c,  .  .  .,  und  es  sey 

f(x)  A  B         _C^^...^ 


F(x)     X — a     X  — b     X — c 

f(»)..         f(a)         (         f(b)  f(c) 

F(x)  ~  (x—  a)F'(a)"''(x  -  b)F'(b)"^ (i  -  e)F'(ey  

Bexeichnet  man  nim  mit  S  -. \:',  >  die  Sanine  7 fr„..  .  + 


(x-«)F'(x)  (a-a)F'(a)    '    (b-a)  F'(b) 

^(c~yP(c)+ "^  *"*  ^^'"^^ 

y        fW  f(a) 

(x-a)P(x)-'       F(«)- 
SpezaeUfiirf(x)=:il: 

(x-a)F'(x)  F{«)- 

Entwickelt  man  non  die  erste  Seite  nach  faUenden  Potenzen  Ton  a,  so  hat  man 


*'~F'(x)  Ca  +  a^+a'^-'-J* 


«elelie  Gitese  offenbar  der  nach  fallenden  Potenzen  a  entwickelten  zweiten  Seiten  gleich  seyn 
nmts.    Daraas  folgt,  dass 


r 

X 


JE"  « 

gieich  ist  dem  Koeffizienten  Ton  —tt  in  der  Reihe ,  die  entsteht,  wenn  man  -=-7-r   nach  fal- 

«T-»  F  (o) 

r 

lendeii  Potenzen  entwickelt.    Dabei  bezeichnet  2  ^^77-7  die  Summe  derjenigen  Werthe,  welche 

F  (x) 

r 

isan  eifallt,  wenn  man  in  =;--.  fär  x  die  sSmmtlichen  Wnrzehi  der  Gleichung  F(x)  =  0  setzt, 
Tonmageeetit,  dass  diese  Gleichung  nur  einfache  Wnrzehi  habe. 

§.39. 
Hat  man  in  einer  oder  der  andern  Weise  die  einzelnen  Brüche  bestimmt, 

ia  welche  der  Bruch  =j^.  zerlegt  werden  kann ,  so  wird  man  statt  des  Inte- 

grals  /-r^dx  Integrale  erhalten,  welche  eine  der  folgenden  vier  Formen 
haben: 
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/'A81     r   B8»         r  Mx+N     „_     /•      Px+Q       . 
y-+»V(x+a)"V('+«)'+/"y[(,+a).H-^J-''** 

Was  nan  die  Integration  dieser  vier  Formen  anbelangt,  so  ist,  wenn 
man  (§.36)  setzt  x-{-a=z,  ~=1: 

/^.=/lT;lf-=/T--/T-«=A.(x+.),        (., 

/(x+a)'     /(x+a)"8»         /  ."  J  —»+» 


B B 


(m   -l)s  (m-l)(x+«) 

Ferner  ist 


C  Mx-HN     ,_       /^(x+«)-hN-M«,_     „  /•     x+«       ,_.. 

y(x+«)'4-/»'*"-y   {x+«)'+i»'   ''*-V{x+«)'+ji«''*"'" 

Sey  nun  (x+a)»+/?»=z,  2(x+a)||=l,  (x+a)  |f =i-.  so  l 

/*(x+o)8x  /*     x+fc        8x.         1    /*8i       1,,,    ,    .,  ,  ^ 


Ist  femer  x+a  =  i?z,  r— ^/?,  so  ist 

Ol 


1      r      x+«"v 

.    = —- aro  I  tg  =  — ^ — I, 


Femer  hat  man 


Man  setze  nun  (x+a)*+/?»  =  z,  2(x+a)?^  =  l ,  (x+a)5^=|,80 
hat  man 

r    (x+tt)8x  /*_l±fL_?2ex  =  -L  /li  = 1 


1 

Setzt  man  femer  n-^-a-^^ßZy   ^=ßy  so  ist 


/ '-^ / '- 1^».=  /*-— i ^8.=-JL_/-_l«_-. 

^  [{x+«)'4-/»»]"    ^[(x+«)'+/»']"'*»        ^QJ'.'+^l"  ^•"^V(,»+i)" 

/8c 
r  handelt.    Man  beachte  nun.  d»« 
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_l 1 »» r     8»  /*       ^*         _  f   '*^' 

(z«+ir"(i»+i)*~*  d+o"*  •/(x»+ir''*/(x»+i)'"''  •/(«'+ir 

ist,  und  setze»  am  das  letzte  Integral  zu  ermitteln  in  der  Formel  (§.  36) : 

jetzt  u=^z,  ^— = z-,woraus^=  1,  v=  / -= 

'»'      (l+.f  »«  •/ (!  +  «*)"  2(m-l)(] 

(llir  l+z'  =  y  nach  §.36,  Formel (42)),  so  ist 

/'  t*ei X 1       r     8z 
(z»+l)"           2(m-l)(l +!»)■"*      2(m-l)y^^,_|_jj— !• 

^thin  f      ^'        = ? +0 ^1  f—^ . 

^(.•+1*      2(111-^  1)(««+1)"~*       ^        2"~2^-/(««+l)"~* 

•/(.»+1)~      2(m-l)  («»+!)"    *      2m      2/(^,^,^-1 

welche  Formel  zur  Bestimmung  des  betreffenden  Integrals  hinreicht.     Sie 
gibt,  wenn  man  m — 1,  m — 2,...för  m  setzt: 

/8i 1 ■  2m  — 5    r 81 
(x«  +  ir~'  "'2(m  -  2)(z»+l)— '      2m-4y  ^^^_^  jj«-2' 

/8» X 2m  — 7    r       8» 
(««+l)""*'"2(m-3)  (.*+!)""*      2m-6y(^,^lj«- 
/"    8z 1^ 1  f  dz 

y  («»+1)»~2.1(«'+1)"^  2/ ««+1; 
90  dass 

r    dt «  r     1 2m -3    z'  +  l   ■  (2m -3) (2m  — 6)  (»»+1)* 

AiHD"  "2(£»+l)""*  Lm-l'*'2m-2m-2"*'(2m-2)(2m-4)    m-8    "*" 

(2m-3)(2m-5) 8  (»'+l)''"'l  .  (2m-3)(2m-5) 1 

•"^(2m— 2)(2m  — 6) 4       1  J"^(2m-2)(2m— 4) 2        ^^        ^' 

Setzt  man  hier  z  =  — r*»    *<>  ^»t  z'-f-l  =  — '     ,        , 

^  ^  (x'+l) 

'^ _.,  und  wenn  man  zurücksetzt,  so  ergibt  sich  schliesslich: 

•^  [(x+«)«+^»]*  2(m-l)[(x+«)*+^»r~*  2^*       [(x+«)*+|^*l"""* 

r    1         .     2m~3    (^+a)»+^'    ,    (2m-8)(2m-5)    [(x+tt)'^!^']'  , 

Ln-l  "^  2m— 2*    (m— 2)|9*     "^  (2m— 2)  (2m— 4)  *       (m— 3)^*      "^ 


f    •  •    •  t 


z 


+ 


rJ-1      Q— Pa    (2m  — 
J"^    «■-*  •(2m^ 


(2m— 8)(2m— 5)...3    [(x+a)«+^»l       1  ,  Q— Pa    (2m  — 3)  (2m— 5) 1 


(2m-2)(2«— 4)...4*  »—4  J'   ^««-4  '  (2m ^2)  (2m  —  4) 2 


(-^)    <•> 


Vt      _ 

ß 

So  iat  »bo  (§.  37) : 


/•8x*-8x'+t  „    _      _6^   /•     x+2      .     ,  J.    /•  g7x-181 
y  (x»+2x+3)»x''*~      ZtJ  x»+2x+3'*"^  »  /  (x'+2x+3)»° 

1  /•  37x4-161     „_  .    5    /•8x_ 
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Da  ferner  x^+2x4-3=r(x4-l)'+2,  so  ist  «  =  1,  ß=V2,  also  nach(c) 
und  (e) : 

7X-181     ^ 67 62(x+l)   _e2        f        x+I"V 

(ji^+2ii-\-Zy  2[x»+2x+3]      x«-h2x+3      |/2 *^  U^ ""  V2  J ' 

f  37x4-161     g  37                    31(x+l)      fl    .    3  x>4-2x+3-l 

y(x*+2x  +  3)»  4(x*-f2x+3)»'*'(x»-h2x  +  3)*L2"^4            2          \^ 


fl 


3.1         f         x-|-l"V       Ax      w  X 


31 

Demnach 


/*8x»-3x»  +  5  ^  5  1  r Vx*+2x-h:3^  5  r         x-fl^  1 

y(x*+2x-h3)^^'"'27^l  i  j  "27172""  U^^TS'J  ~  1 

I91-t-124x  62    ^    r        »+n  ■    1        25+62X  31(x+l)  31 


/; 


/. 


•  2(x'+2x+3)      9V2       V^       V2   /  '    3  4(x»+2x+3)*  '  8(x»+2x+3)  '  8^2 

r         x+i"V  5    rVx»4-2x+3^         485+217X  26+62x 

arc  ^^tg _  ^2  j  -       ^ly^  ^  j      72(x»+2x+3)  "^     12(x»+2x-h8V 

691  r         x  +  1^  ,  _, 

-2i6V2""U«=  vrj+^ 

Eben  so 

x*-8x'-2x'i-6i+2    ,        33,,     ,  ,.   ,         6  1  17,,       ,, 

x»-x«-2x'-2x'+x+l^*=i6'<*+^^  +  4(r+l)+8S+Tp-i6  '  •"-" 

Zur  Uebung  mügen  etwa  dienen: 

x-n:S^'^x=-(i^^  (x*-8x3+3x'-x 

=  (x-l)'x). 

yx'+x-^x'-7-»  =  -   4x»(x+i)   +^'l;q:Tj+l-r-J-'T"'^»g-'^ 

+C.  (x«+x^-x*-x*  =  x'(x»+l)(x+l)«(x-l)), 
y  r+8^~  12*        27"^  ^54*  ^8l'^243'l     3      J^^ 

Sobald  nnomehr  ein  Integral  auf  die  hier  betrachtete  Form  reduzirt  ist, 
80  kann  es  als  bestimmt  angesehen  werden ,  da  wir  im  Vorstehenden  alle 
möglichen  Fälle  erledigt  haben. 

Von  den  Formen ,  die  ganz  unmittelbar  auf  die  vorstehende  zurfickge- 
tilhrt  werden  können,  gehören  zunächst  diejenigen  hieher,  die  Potenzen  mit 
negativen  oder  Bruchexponenten  enthalten.     So  wird  das  Integral 

a£+bx_+cx 
mx     -f-nx-f-px 

unmittelbar  die  frühere  Form  annehmen,  indem  man  Zähler  und  Nenner  init 
x^  multiplizirt     Eben  so  wird  das  Integral 

aVx-fbVx+cx 

ex. 


/; 


/: 


eVx+fVx+gVi 

wenn  man  x=^z^\  aJso  5-=12z**  seUt«  -v^tääiv. 

0  I 


h 
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J    ez*-|-f«*+gi*  J    e+f«»+gz 

hat  nan  die  frühere  Form.     Wie  man  sich  in  andern  ähnlichen  Fällen 
zo  helfen  hat,  ist  hiernach  leicht  zu  übersehen. 

§.40. 
Auf  die  in  den  vorstehenden  §§.  näher  hetrachteteForm  lassen  sich  nun 
leicht  diejenigen  Integrale  bringen ,  die  ausser  ganzen  Potenzen  von  x  noch 
die  Grösse  V»+tx+cx*  enthalten.     Ein  solches  Integral  wäre  etwa: 

5x«+8Va-Hbx+cx» 

7  X  —  1 2- V(a+bx+c~x^) » 
Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  ausser  dieser  Grösse  keine  andere  ahn« 

lieber  Art  mehr  in  dem  Integrale  vorkomme.     Dabei  müssen  wir  drei  Fälle 

unterscheiden. 

I.  c  =  0,  d.h.  die  vorkommende  Quadratwurzel  ist  bloss  V^+bx.   Mau 
setze  nun  (§.  36) : 

t/     .   V  IV  X   vöas     „      Öx     2z  1*  — a 

Va-f-bx=i,  a+bx  =  i*,b  — =  2i,T-  =  — .   ^= —r — , 

0  Z  0  B  D  D 

SO  wird  das  Integral  nach  z  bloss  Potenzen  von  z  enthalten.   Käme  übrigens 
Vä+bx  vor,  so  hätte  man  zu  setzen 

n  n — 1 

V(a+bx)  =  i,  a+bx  =  i  ,  x  =  -— —,  — =  — - — . 

b        OS  b 

r 8x 

Sey  z.B.   /  ^      "~  zu  integriren,  so  ist 

/Va  +  bx     yVa  +  bxÖ«  b/z  b  b  ' 

Eben  so 

II.  c>0.     Man  setze 

V»-t-bx-|-cx*  =  z— xVc,  a+bx+cx*  =  i*— 2zxVc4-cx*,  a+bx  =  z*— 2ixVc, 
T        «*~>       83t     2(«»Vc+b«+aVc)  ^.    ,  V  _i_v    1      %  1/     .  V  -L.  I 

'  =  irf2M7i'8-i=         (b+2.Vc)»        >«  =  xVc  +  Va+bx+cx»,Va4-bx-hcx» 

=  i  -  ^  fr"*    Vc  =         '.^^^J"*      ,  so  wird  das  Integral  auf  die  Form  in 

b-|-2z|/c  b-f-2zVc 

§.  37  zurückkommen. 
Also  z.B.  fibr  c>0: 

L gi_ ^C    _     ^    gla.  =  2/     b+2iVc       iVcj-bi+aVc 

^/Va-hbx-fcx»   y  Va+bx+cx»Ö«  ybi+xVc+aVc'     (b+2xVc)» 
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+c. 

III.  c<0,  d.  h.  c  negativ.  Setzt  man,  um  dies  deutlich  zu  machen, 
— c  fiir  c,  so  dass  man  im  Integral  die  Grösse  V»+*>«— «*'  h**»  ^'^  •""' 
c >(),  so  beachte  man ,  dass 

'^— "— [•■-V-7]=-[C-ö'-'^^] 

woraus  folgt,  dass  wenn  nicht  b'+^^c  positiv  ist,  sicherlich  a+bx  — ex* 
tiir  alle  mögliclien  Werthe  von  x  negativ,  also  V«^  +  ^*  — ex'  imaginär  ist. 
so  dass  nothwendig  b'4~^^^^0f  ^^'I  imaginäre  Grössen  in  den  Integra- 
len, wie  man  sie  zu  betrachten  hat,  nicht  vorkommen.     Alsdann  ist 

(b  \^     b*+4ac      r         b    ,  -1  /b»+4acl  F         *>       -€  /b»+4icl 

SU  dass,  wenn  zur  Abkürzung 

-2^+V^c— =  «•  -2-c-V-Tc— =  ^' 
man  setzen  kann 

a+bx— cx*  =  ~c(x+«)(x+/^), 
wo  begreiflich  die  etwa  anzuwendenden  Werthe  von  x  so  sind,  dass  — c(x+«) 
{x-^-ß)  positiv  aosföllt.     Man  setze  nun 

Va  +  bx  — cx»  =  (x+«)xVc,  a+bx-cx»  =  c«»(x+a)», 
d.h.  _c(x  +  «)(x+/?)  =  cxMx+«)»,-(x+/?)  =  x»(x+«), 

TT? '  8^  =  TTT^r J_5:^;^^^ 

Va4-bx-cx'      -l/-(x+/?) 
(x-ha)l/c       ~    V       x+a     • 

wodurch  mau  die  gewünschte  Fonn  erhält. 
Als  Beispiele  wählen  wir: 

y  Va+bx-cx*     y  Va+bx-cx*Öz  a-ß  J    zyc    '   1  +  iV 

/'S«  ..^  6,.*/26^-  5.4/25  6-, 

y  V5l=3r«  ^''*  "=  -  6"+ V36  =  <>'  ^=- 6"- V 86=-8-'  »^  "^ 


x  =  — 


Integfral 


=-Ä-o.=\/if-')+c=-Ä-('«=v^o 

+c. 

Anm.  Beispiele  zur  Uebnng  werden  wir  nanmehr  selten  yorlegen,  da  die  Integrahaftln 
deren  in  Menge  liefern,  und  man  des  praktischen  Gebrauchs  wegen  doch  anrathen  nmss,  tidi 
solche  zu  yerscbaffen.  Man  besitzt  in  der  deutschen  Literatnr  solche  ron  MeierHirich. 
Sohncke,  Schabert,  Minding  a.  s.  w.  Für  uns  genügt  es  nun,  die  Formeln  aofinutellen, 
und  an  ein  paar  Beispielen  zu  zeigen ,  wie  sie  zu  gebrauchen  sind. 
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§.41. 

Bereits  in  §.36  haben  wir  mehrfach  Gelegenheit  gehabt,  sogenannte 
Redoktionsformeln  zu  entwickeln,  vermittelst  welcher  ein  Integral  auf 
ein  anderes  ähnlicher  Art  zurückgeführt  wird;  diese  Reduktionsformeln  spie- 
len überhaupt  in  der  Integralrechnung  eine  wichtige  Rolle  und  wir  werden 
Dan  vielfach  Gelegenheit  haben,  solche  zu  bilden.  Zunächst  soll  dies  der 
Fall  seyn  für  das  Integral 


/ 


x"  (Ax"+b)'8x, 


welches  man  ein  „binomüches"  zu  nennen  pflegt.     Setzt  man  in  der  Fonnel 
(41)  des  §.  36 : 

y  =  (ax+b),— =  x    alto  ~=  anr(ax  +b)       x       .  »  =  — TT» 

ö  X  0  X  ni-p  1 

/*""/     ».u^'o        x"'^*(ax'^+b)'        anr  ./'m-fn,     »  ,  v^'-^o  /x 

»«t         y  X   (ax -f-b)   8x=  ^qjj ^^rryx       (ax  +b)      8x.       (a) 

Beachtet  man,  dass  x"''"*  =  x"*x°=x"*r^^^-^t T,  so  ist 

/r-+^.xVbr*8x=/[x-(i4±W(ax'+br♦-lx"(.x•^-br*]8x 

=  i-/x-(ax"+b)'8x-|/x"(ax"+br'8x. 
also  in  (a) : 

I  fax  +b)  8x= A_p.-rj____y  X  („  +b)  Ix^^^^Jx  (ax  4-b)     ex. 


Woraus 

«+1 


mithin  da  1-| — XT  =  ~^i:i — >  so  ist,  wenn  man  beiderseitig  durch  diese 
Grösse  dividirt: 

Setzt  man  r-|- 1  an  die  Stelle  von  r,  was  man,  da  r  beliebig  ist,  sicher- 
lich kann ,  so  erhält  man : 

/■/     *i  v\H-iß        x"      (ax"-|-b)         ,       nb(r+l)         /*m,     u  ,  ^.r 

woraus  unmittelbar  folet : 

x    (ax  +b)  8x= ;ü^(rFir— +      nb(r+0-/  '    ^"  "^''^      ''•       <'^ 

Setzt  man  in  der  Formel  (a)  an  die  Stelle  von  m  und  r:  m — n  und 
r-f-l»  so  hat  man: 

X— (.x'+b)'^^8.  =  '  »'+"> A^    A-(ax"+b)'8x, 

m  — n-|-l  xn— n-VW 

woran« 
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Da  nun  x"-"(ax"+b)'+*=x'""(ax"+b)(ax'+b)'=:ax°  (ax"+b 
4-bx"""(ax"+by,  so  ist 

«/.   "iu\'a        ? (ax  +b)  m  —  n+l  /   m       ■  ,  .v'a        b(m— nj 

X    (ax4-b)8x= j-m TTVrl^    (ax-i-b)8x 7— — 

an(r-Hl)  n(r+l)y  an(r-f 


/•■ 


■(ax''+b)'8x. 


■+•  /        »    ,    .v'+l 


w.»„fci,s(i+5^-t!y.-(..-+b)-8„'"  ■■■("+'•)■■  M—.- 


/■ 


an(r+l)  an(r+. 

x""    "(ax"+b)'8x. 
und  da  l-j-^T""  ,,   ='"T^i\    »  so  folgt  hieraus 

•     n(r+l)  n(r+l)  » 

/m        ■  ,  ,x'o         X              (ax  -f-b)              b(ni  —  n-l-l)    /*  m— n .     b  ,  ,.r^ 
X    (ax+b)8x  = -—r- — ±r^ /     .      "\_  , ,  /  »        (ax+b)8x. 
a(m  +  nr-|-l)            a(iii+nr+l)y 

Setzt  man  in  der  Formel  (e)  m-|-n  an  die  Stelle  von  m,  so  erhält  n 

/IB-|~1            B               '~i~l  /• 

m-f-B,     n  ,  ,  v'^          X         (ax  +b)  b  (in+ 1)  /    ■>     »  1  ,  x'r 

X       (ax  +b)  8x  =     .    _;    _^  j--. T- .     _7   V,.  /  X    (ax  +b)  8x. 
a(m-|-n+nr-f'l)      a(m+n-|-nr+l)y 

woraus  dann  folgt 

/■»/     »1  1^%'«         X         (ä*  +W              a(in  +  nr-i-ii  +  l)   /*  m-f b .     n  ,  ^.r. 
.     ^   <"  +''J  »'=         b(m  +  )) b(n.+  1)     -/'       <"  +'">  »^- 

Die  sechs  Formeln  (a)  —  (f)  sind  nun  die  gesuchten  Rednktionsforn» 
Sie  haben  die  Eigenschaft : 

die  erste :  m  zu  erhöhen ,  r  zu  erniedrigen , 
„   zweite :  m  nicht  zu  ändern ,  r  zu  erniedrigen , 
dritte :  m  nicht  zu  ändern ,  r  zu  erhöhen , 
vierte:  m  zu  erniedrigen,  r  zu  erhöhen, 
fünfte :  m  zu  erniedrigen ,  r  nicht  zu  ändern , 
„    sechste:  m  zu  erhöhen,  r  nicht  zu  ändern. 
Man  wird  leicht  einsehen,  dass  dieselben  in  allen  Fällen,  m  und  r  mö 
positiv  oder  negativ  seyn,  genügen,  um  das  vorgelegte  Integral  auf  ein  c 
facheres  derselben  Art  zu  reduziren.     Die  obigen  Reduktionsformeln  s 
übrigens  nicht  anwendbar,  wenn : 

in+l=0,  m+nr+l=0,  r+l=0, 

da  in  diesen  Fällen  die  Nenner  zu  0  werden.     Diese  drei  Fälle  müssen  ; 
besonders  erledigt  werden. 

1.)  Sey  m-f- 1  =0>  also  ™  =  —  1 ,  so  ist  das  vorgelegte  Integral 

tax*+b)'8x 


ß 


Jst  nun  r  eine  ganze  (positive  oder  negative)  Zahl,  so  gehört  das  Ii 
gral  zu  den  in  §.37  näher  betrachteten;  sey  also  r  allgemeiner  ein  Bi 

=  -^,  80  dass  das  vorgelegte  Integral  gleich 


Bxtalrtioiwfcnndn  für  die  binomischen  Integrale.  151 

ß 


A^ 


+b)"ex 


ist.  Man  setze  nun  ax"+b  =  2*,  also  x=  1 )   ,  ^==  —  1 / 


n 


ß 


f  '  =;^^°"'(^)"    '(a^'+b)"=/.  so  ist  (§.  36): 


—1 


welches  Integral  nun  wieder  zu  §.  37  gehört  und  also  nach  der  dortigen  Weise 
erledigt  werden  kann,  da  ß  und  a  ganze  Zahlen  sind.     Schliesslich  ist  dann 

z=(ax  +l>)".     Ist  r  eine  ganze  Zahl,  so  sey  /?=r,  a=  1 ,  und  ax    +  b 
=z,  wodurch  dann 

X  u  J  z — b* 

2.)  Sey  r-t-l  =  0,  r=  —  1,  also  das  vorgelegte  Integral 

«/  ax  +b 
so  kann  es  immer  leicht  auf  die  Form  des  §..37  gebracht  werden.     (§.39.) 

3.)  Sey  endlich  m4-nr+l=0,  so  setze  man  (S.36),  wenn  r=  —  : 
ax+b=x  1  „  x=  1 I    =b    («  —  a)       ,^  = («  —  a) 

(ax+b)=x    z*^  = ^z**,  X    = ST*  *'•** 

(z«=a)  ^^a_^^ 


'  ,   n  ~— — 1 


b»  b'  -     -^» 


X    (ax+b)«8x=—  / -^— j-z«*.-— z        (z  -a)        8z  = 


(z  -a) 


—  -^b   ' 

n 


?*7."+^',.--.r('^*"'''.. 


]  52  Beispiele  för  die  Bettimmimg  binonuseliaff  lut^ale 

Da  aber  ra+nr+1  =0,    so  ist  5i±i+r=  0,  5!±1  4.  l  +  r  = 
also 

x"(ax"+b)*8i  =  --/i 8«, 

welch  letzteres  Integral  direkt  zu  denen  in  §.37  gehört     Schliesslicl 


a 


z  =  (  — - —  J    .     Für  ein  ganzes  r  ist  /9= r,  a  =  1 ,  also 

X    (ax  +b)  8x  = / .  «=  '      '    . 

n,/  x  —  a  ^» 

Einige  Beispiele  mOgen  das  Verfohren  erläutern. 

/*  x*8x  1 

r-7-- zu  bestimmen.     Hier  ist  m  =  5,  r  =  —  -^ ,  n=2,  a= 
Va*— X*  ^ 

b=a^  und  also;  wenn  man  m  erniedrigen  will,  nach  Formel  (e): 

r  x»8x x*(a»->xy     4a»    /*     x» 

Auf  das  letzte  Integral  wendet  man  dieselbe  Formel  an,  in  der  m=:3  ist,  und 

4 
/• X» x»(a^— xT      2a»    /*    x8x 

y  VaTZ?  3  "^  3  y  ViiZv* 

Das  jetzt  noch  Torkoromende  Integral  ist  bereits  in  §.  36.  IX  bestimmt ,  g 
— Va*— X*,  so  dass 

n.    um    /— T-7==  zu  ermitteln,   wird  man  die  Formel  (f)  anwenden 
J  x*V»  — »* 

finden  : 

4 
/*       8x        ^      x-*(a»  — xr.     3      /*       8x 

4 

/*       8x  x-»(a*~xT  .     1      /*      8x 

yx«Vin?"  2a»      J^VxVi^II? 

Um  das  letzte  zu  bestimmen,  sey  "\/a*— x'=z,  a*  —  x*=z*,  x'=a' 

8x  1   8x  z        — z        , 

x^— =  — s,  —  5~~= i  =  ri — i<  also 

8s  X  8z  x'     a'— z' 

yxVa-^^^V«  az    Viff?' 'V*'-^'«  y«-»*"      2aya 

+  ray7iri  =  2l'(^"^>~2^^^'+*^=2i*CVi^^q^ 

und  also  

/•__8x Va'-»'  r  1    I      8-1         8       rVa'-»'-a^ 

yx'V/p^T'"  *»''    Lx*^2a'x'J^16.''l,yi?=7.4-,^^ 
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/x*8x 
/2-t  I  3\>  eimitteln.     Nach  Fonnel  (c),  worin  m=8,   n  =  3, 

:-5,a=2,  b=:3: 

f  x'8»  x*(2x'-t-3)~*      1     r    x'Bx 

^2i»+3)»  36  "^12y(2x»  +  8)*' 

f   x»ex          x»(2x»+3)~'* 
(2x»  +  3)*^  27 '  ^'"'^®'  °^^'  '=— *•  »=2,  b=3,m+nr+n+l=0), 

/     »'8' r  1    ■  2»»+3T 

y  (2x»  +  3)»~9(2x»+3)«L4"^     36     J"^ 

/x'8x  J 

^  ..  bestimineii.     Hier  ist  m  =  3,  n :=  8,  r  =  —  -^ ,     also 

yi+x»  -6 

nr+ 1=0,  so  dass  nach  Nr.  3 : 

(i'-D* 
.=_£__.  /'-i;i^  =  -l/'<''-^^^<''-l)^,.-i-)n8,=-l/-^. 

a(|.88);  __  =  ______, 


'^.->-.)+i.<-+'Ho«i,(i±i)+c4(^i:) 


1»  ^=±=|±^  =  ( Vi +X') +»•)*.  soiitauch 

V.   Auf  die  hier  betrachtete  Integralform  kommt  zunächst  das  Integral 


/' 


(ax+b)"<a'x-|-b')'8x 


ck.     Setzt  man  nämlich  ax4-b  =  z,  x=: ,  ^-  =  ~,  so  ist 

a      0  s      a 

y(ax+b)'(a'x+b')'  8x  =  |y,-(^«+V— ^'j's.. 

lies  Integral  zu  der  in  diesem  §.  betrachteten  Gattung  gehört. 
Dessgleichen  lässt  sich  das  Integral 

y(a+bx  +  cx*)'8x 
lieselbe  Form  reduzireo.     Da  nämlich 

.  .    b  8x     ,  b 

tzeman  »  +  2^  =  «' 87  =  *' ='  =  *-2i' 

lat  yia+bx+cx'/  8x  =  c'y([«'+i^|^*y  8z. 

tea  Jategr»!  zu  den  oben  betrachteten  (m  :=  0)  ge\i&Tt. 
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VI.  Für  das  Integral 

"(ä+bx+cx*)'8x 

lässt  sich  direkt  eine  Rekursionsformel  entwickeln.     Setzt  man  in  der  For- 
mel (41)  des  §.36:  ^^, 


/■ 


y  =  (a+bx  +  cx»)'  .  |^=x',  ?^  =  r(a+bx+cx=)'~*(b+2cx),   »=- 


•*/*"/   j^L      I       jx'q       »        (a  +  bx+rx*)           rb      /*«+!,     ,  ,      ,       ..r-i. 
so  18t  /  X    (a+bx  +  cx*)  8x= ^^ —    .  ,  ' -rr  /  *       (a+bx  +  cx^)     8x 

vermöge  welcher  Formel  das  vorgelegte  Integral  auf  zwei  andere  derselbe 
Art  zurückgeführt  ist.  Setzt  man  zur  Abkürzung  a+bx4-cx*  =  X;  fernei 
r+1  für  r,  m  —  2  fiirm,  so  folgt  aus  (g): 

J  m — 1  m  —  IJ  m — 1  J 

undday*x-~*x'+*8x=/x"~V(a+bx+cx»)8x==a/x"-V8x+b/x""Vei 

+c/x"x'8x,  so  ergibt  sich  aus  vorstehender  Gleichung  leicht  : 


m— 1    H-l 


Setzt  man  hier  m-|-2  für  m,  so  zieht  man  auch  daraus: 
,/  (in  +  l)a  a(m+l)  »/  a(m-|-l)    y 

Tst  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  kommt  nach  (h)  das  Integra! 
/x"X'  8x  schliesslich  auf /xX'9x  und  /X'3x  zurück;  ist  m  eine  nega- 
tive ganze  Zahl  dagegen  auf  /  —  9x  und  /%'  9x.  Von  diesen  Integralei 
ist  /  X' 9  X  bereits  in  V.  erledigt.     Ferner  aus  (h)  für  m  =  1 : 

f  t'a  ^'^*  b(r+l)     Ar  X'^'  b     Ar 

/xX  8x  =  57-- :-— \    ,   -.  /X  8x  =  ,.     ;  -^ 5-  /X  8x.  (k) 

y  2(r+l)c     2c(r+l)y  2(r4-l)c     2eJ 

SO  dass  auch  dieses  Integral  als  erledigt  anzusehen  ist. 
Femer  ist 

/•|:8,=/^'"W«"+"')8,  =  >/.^8x+b/x'-8,+  ,/,X-'8». 
oder  da  /x'-*ex  =  ^-,V*X-8x= 

vermöge  welcher  Formel  das  zu  erledigende  Integral  auf  ein  anderes  dersel* 
den  Art  zuräckgefübri  ist     Setzt  maa  \ti  (V) — t -V^  ^  ^  ^  ^  «Ä«^Vt  uab : 


RediikftieiisIbnBehi  für  /  fin   xeot  idx.  155 


X 

(m) 


/>8x 1 b^    /*8x    .    \    p^j. 

Diese  Formeln  genögen,  um  die  sämmtlichen  Integrale  der  angegebenen 
Art  zu  rednziren.     (Vergleiche  auch  §.45.  III.) 

§.42. 
Das  Integral 


/• 


ji  a 

•in    xcos  x8x 


Itot  sich  leicht  auf  die  Form  in  §.41  reduziren ,  wenn  man  setzt  cosx=^z ; 
doch  ist  es  besser,  dieReduktionsformcln  für  dasselbe  unmittelbar  abzuleiten. 
Setzt  man  in  der  Formel  (41)  des  §.  36: 

.  «-1      8z  a      .        8y      ,         ,.    .  «— «  coa       x 

y  =  Bni        X,  ^-  =  coi    XfiDX,  — ^  =  (in — l)siii        xcosx,  z  = I~r  • 

8x  8x  n-hl 

/k                                          .   m — 1           n-f-1  ,      /• 

un    xcoix8x^ —; r-r  /  »»«       '^«os       xcx.  (a) 

n4-l  n  +  iy 

Beachtet  man ,    dass   sin^^'x cos""*'*x  =  sin"*~*x  cos"x  cos  x  =  sin"    x 
«08'x(l — sin*x)  =  sin"~*xcos'x — sin^xcos'x,  so  gibt  die  Gleichung  (a): 

/.  «         n                   sin         X  cot       X  ,  m  —  1  /* .  m— »         n«         m— l/.m         n 
«in   xcosx8x  = r-: tt  /  sin       xco»  x8x rr /"in    xcos  8x. 
n+l                n-fV                                   n+V 

woraus  sich  ergibt: 

yk                                                           .     ■ — 1               B-f-1  /• 

.  m          tt   ^              «in         X  cos       X  ,  m  —  1    /  ,  m— 2         n 
iin    xcosx8x  = ; H ; —  /  sin        xcos  x8x.  (b) 

m+n  m-\-nJ 

Setzt  man  hier  m-{-2  an  die  Stelle  von  m,  so  ergibt  sich  leicht : 

/*    «         Oft        »in         xcos       X  ,  m+n+2  /  .  m-\-t        n  ,. 

fin   xeosxdx  = r-; .   1     /sin       xcos  x8x.  (c) 

m4"*  m-|-l   y 

Hätte    man   anfänglich  •  gesetzt  y  =  cos"~  x,  r—  =  sin'^xcosx ,  ^  = 
-~(n — l)cos°  'xsinx,  z  =  "°  .    ^,  so  hätte  man: 

.  m         a  sin         xcos       X  ,    n— 1    /  .  «+2        a— t 

sin     xcos  X8x=  r—- r-7   /  n^  3L  COS         XOX,  (ü) 

m.^  j        •    ■i*4~2  n — 2  .    B     y  I  2    \  n — 2  .    m  a— 2 

woraus,  da  sm      xcos      x  =  sm  x(l  —  cos  x)  cos      x  =  sm  xcos       x  — 
sin"xcü8*x,  folgt: 

/k                                   .  m+l          a— 1  ,      /» 

.  m           a               sin          xcos        X   ,    n —  l     /   .   m  n— 2 

sm    xcosx8x= ; ; —  /Sin    XC08       x8x,  (e) 

m  -[-  n  m  +  °«/ 

und  endlich,  wenn  man  n-f-2  statt  n  setzt: 

/*.  «         a  ^             sin        xcos       X  ,  in  +  n+2  /*.  m         n-|-2 
sm    xeo8x8x= — ; —-; — /«in    xcos      xöx.  u) 

n-f-l  n+l    J 

Für  den  Fall,  dass  m  und  n  ganze  (positive  oder  negative)  Zatvlew  «\w4^ 
föhreD  diese  Formela  ßcbließBlich  aof: 
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/l        /       ft       /•'    ft        A°»a       /co8x8x      rex        /ex       V    8x 

/8x,    /co»x8x,  /nni%i,   / 8x,   /  — : ,    / -: — ,   / ,    /-: . 

J         J  J  J  cosx         J     Binx      J  unx    J  eogx    «/  smxcosx 

Aber  ldx=x,  /co8x9x  =  8inx,  /8inx9x  =  — cosx(§.35), /!^^x 

=  — l(co6x),  /52ii-i  =  l(8inx)  (§.36),  so  dass  bloss  die  letzten  drei  In- 
tegrale zu  bestimmen  bleiben.     Nun  ist 

/*    8x  /*    8x  /*8i  X     w  V    w     V 

/  sinx       2/    .    X        X      /iiDZCossV2         ^  *'        V      2j 


sin -CO»  2 


/if;"/^;'=f-'=-'<4-';-'[<T-^)]-;[<l+10] 

da  tg  (-fJ^  +  Y ^)  =<'®*8Ct~2^^)  ""<!  lcotg(x~Y*)  — 

Die  Integrale  /  tg'^xdx,  /cotg'  3x  können  gleichfalls  nach  diesen  For- 
meln reduzirt  werden.  1 
Aus  (a)  oder  (d)  nämlich  folgt  (für  n  =  —  m ,  oder  m  =  —  n) ;  J 

cotg  x8x=: ~ /cotg       x8x. 

Wenn  man  will ,  so  können  als  besonders  zu  benutzende  Formeln  auf- 
gestellt werden : 

/',  m    .              sin        xootx  ,  tu — 1  /*.  «—I   . 
sin   x8x  = /im       x8x, 
m                  m  J 

/'.  m    -         sin       xcoix  ,  in+2    /*.  «+1  ^ 
ün   x8x  = -j-z — ±-r/im       x8x. 
m-|-l  m-\-lJ 

/n   ^         sinxcot       x  ,  n — 1  /*     a— 1   . 
C08x8x  = 1 #co8      xdx, 

/n   -              linxeos       x  ,  ii+2  /*     a+t  « 
co8x8x.= 1— ; H r-7  /  C08       xox. 
n  +  l           n+l«/ 

Beispiele  hiezu  liefern  die  Integraltafeln  in  Menge. 

§.  43. 
I.  Die  Integrale  der  Form 
/fOW)-~.  A(e*  )e'  8x,    /f(eosx)Mnx8x,    /f(iinx)0Mx8x, 

wo  f  ein  beliebiges  Funktionszeichen,  kommen  auf  /f  (z)  9  z  zurück,    wenn 
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man  setzt  z  =  l(x)y  e*  ,  cosx,  sinx,  • . . ;  das  Integral  /f(e')  9  x   wird   für 

1  i,  X  6x      1  pMdz 

e  =z,x  =  l(z),g^  =  — ,  za/-^^^  U.S.W. 

n.  Gesetzt  femer,  es  sey  P  eine  Funktion  von  x,  so  dass  man  /  P3  x 

]ach  den  bisherigen  Methoden  ermitteln  könne,  und  sey  /Pdx=  Q;  ferner 
;  eine  Funktion  von  x,  so  dass,  wenn  man 

/«^«'=»'/»H«'=^ 

etzt,    R,  S,  .  .  .  .  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  so  ist  nach  §.  36: 

/■-i 8«  .  .-1  /    .— i8i„ 

Q<        8^8x  =  R«      -(n-DyR.       g^8x. 

Rz        g^8x  =  SE       — (n-~2)/Sz        g^öx. 


/Pz-  3 


ilso  /Pz'  9x  bestimmbar. 


Sey  r.  B.  P=l,  z=l(x),  g~=^  — ,  so  ist 

Q  =  x,  R  =  x,  S  =  x, 


üso     yi(x)'8x  =  x[I(x)'^nl(x)*    *+n(ii  — l)l(x)*   *-....  ±n(n-l) 2I(x) 

+  n(n-l).  ..  1]  (8.36). 

82  1  /• 

Sey  weiter  P  =  l,  £=arc(sinx),   also  q~  =  ^/         , *       /P8x  =  x  =  Q, 

Rr=A-~===  8  =  -  /8x=— x,  T=Vr:r7» also 

/B  B  /         V  X     B— 1 

(ftre(iin  =  x))  8x=:xarc(tin  =  x) — °/ Q  ä~*     .ö*» 

/8z   a — 1  «  / B — 1  /       B—I  8z 

Qg^E       8x=~Vl-x*arc(sm  =  x)       -(n-DyRz     'g^8x. 

üioendlich         /arc(sln  =  x)"8x  =  arc(.in  =  x)'rx+-!^^^l^ 

J  L        arc(8m  =  x)     arc(8iD  =  xV 


n(ft~l)(D— 2)Vl~x» 
arc 


(8in  =  x)'  J  ' 


8e 


III.  Setzt  man  in  der  Formel  (41)  des  §.36:  y==e**,  r-=cosbxoder 

8x 
•  i  ,       8y  BZ         sinbx     ,  eosbx  .  ^ 

inbx,  also  ~  =  ae    z  =  — r—  oder r — ,  so  ist 

O  X  D  D 

/BZ          <N       e   sinbx      a  /   bz 
e   C08bx8x=:± r/ ®   •inl>x8x, 

/"  .  1.    a           «    cosbx  ,    a  /*  BB     ,    ^ 
e    siDbxdx=: r 'ir/ ®    cosbx8x. 


/*  ax       u  /  wx      n 

]5g  Die  Integrale  /  e    cos  x&z;    /e    sin  s6z»  «•••  w. 

Setzt  man  ia  jede  dieser  Gleichungen  auf  der  zweiten  Seite  den  Werth 
des  betreffenden  Integrals  aus  der  andern,  so  hat  man: 

/ax      .     ^       e    sinbx  ,  ae     eosbz      a*  /*  •«      .     ^ 
e    co8bx6x= r 1 n h*/ ^    cosbxöx, 

/M  .   .     „            e    cosbz  ,  ae    sinbx      a*  /*  •»  .   ,     . 
e    8inbx8x= 1 jt b*"/ ®    •""^"ö*» 

woraus  ganz  unmittelbar  folgt : 


/ax                    e    (biinbx  +  acoibx)  ^  ^ 
e    cosbxox= _,  ,  ^, f-C, 


a»-|-b» 

/ax  e    (asinbx  —  bcosbx)   ,   ^ 

e   ainbx8x=      v»»»^"       ^«>vu»     ß ^^ 

IV.  Für  die  Integrale  /e**sin"  x9x,   /e**cos'  x9x  ergeben  sich  eben- 
falls  leicht  Reduktionsforraeln. 

ax 

tr,   .   .  «i'i  .n8z         ax8y  .  B — 1  e 

Setzt  man  nämlich  y  —  sin  x,  ^=^e   ,  --  =  nsin      xcosx,  z=  — ,  ^ 

^  '   8x  '   8x  a 

ist  /    **.  "  u  e    sm  X       n     /*.  n— i  ax 

**'^  /  e    sin  x8x= /sin       xcosze    ox, 

•^  a  a  ^/ 

und  wenn  y  =  8in"""*xcosx,   r^  =  e**,  ^  —  (n  —  1)  sin*"^xcos'x  — sin"x 

J  px  8x  ^ 

■X 

n  —  l)sin      x(l  — sm  x)—  sin  x  =  (n  —  l)8in      x  —  nsin  x,  z  = — : 

a 

/ax  .   n— 1                           ,    /•  /• 

»X  .  u— 1                    e    sin       xcosx      n  — 1  /   ax      n— 1  ^^      .     n  /   ax  .  a 
e    sm      xco8z8x=: ; —  /  e    sin       xox-i /e    sinzoi, 

also  : 

/ax     n  „         e    sin       X  .     .                    .   ,  n(D — 1)  /*  ax  ,  n— 2  ^         n*  /*■».•  o. 
e   *inxox— 1 (asinx  — ncosx)H j — #e   sm       x8x »/ ®   sin  xWf 

/ax  .  n   .         e    sin      xfasinx — neosx)  ,  n(n  —  1) /*  ax  .  a— 2   ,^ 
e     iinx8x=: ; r-j 1 i"; — r/e     SID         XOX. 
a*4-n*                       a'+ny 

„,  /*  ax     B  ^         e  -cos      x(acosz4-nsinx)  ,  n(n  —  1) /*  ax     b—2  „ 

Eben  so       /  e    cos  xox  = r-; — = ttt — r I  ©    cos       xox. 

J  a*+n  »  +n  V 

Für  positive  ganze  n  führen  diese  Formeln  schliesslich  auf /e^cosxdx, 

/e"sinx3x,  /e**9x:    Das  letzte  Integral  ist--  ,  die  zwei  ersten  ergeben 
sich  durch  die  Formeln  für  n  =  1 : 


/ax  .      .         e    (asinx — cosx) 


sinxox  = ,  ,  - — r^ * 


e    cosx8x='^    ^"TTi         '  +  C.     (Nr.IU). 


/ax                 e    (acosx-l-sinx) 
e   co«8x  = ^^^ 


Die  Integrale  / e**sin"  bx9x,  /  e**cos"bx  9x  werden,   wenn  b  x  =  z, 


8x      1 
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e      cos    z  0  z 


1    /*¥  1    /• 

^Jb      sin-z8z,    -ye 

und  haben  obige  Form  wieder.     Setzt  man  oben  — n4~2  ^ur  n,  so  hat  man: 

/'e^'ex  _  e**(aiinx+(n  — 2)co8x)      (n  — 2)(n  — 1)  /*  e" 
.in-*,"     .in-*,(a'+(n-2)')    ^  ■»'+(— 2) V   Un'x      '•' 

/e"8x        e"(acasx  — (n  — 2)iinx)       (n--2)(n  — 1)  /*  e** 
*-*   ""  »-*  /  11/       oM%     "*"  a»+(n  — 2)V       " 

cos       X         cos      x(a*-4-(n--2)')  '  ^         '  •'   cos  x 

/e**  ^  e"[aihix-f(n>-2)cosx]  ^    a»4-(n  — 2)*     /*e"8x 

^^      — Jr""^;^^    n^«^-*  ■^(n-2)(n-i)y":^;=r- 
im  X  (n— 2)(ii — l)siii       x        ^         ^^         '•^   sin       x 

/e** e**[aco8X— (n  — 2)sinx]       a'+(n--2)»     /*  e"8x 
■  /        o\/        i\      »-^      "^(n  — 2)(n  — 1)7       n-t  ' 

cos  X  (n~2)(n — l)cos       x        '^  '^  ' '^   cos        x 

Für  n  =  2  mid  n  =  1  sind  diese  Formeln  nicht  anwendbar. 

V.   Für  die  Integrale  /x"sinx9x,    /x"co8x9x  erhält  man  eben  so 

/m  n  /    an — 1 

X    slnx8x=— X    cosx-f~m  /  X        C08x8x, 

/x     cosx8x=:x    sinx — mix       sinx8x, 

wodurch  immer  eines  dieser  Integrale  auf  das  andere  reduzirt  ist,  was  ge- 
Qgt.     Setzt  man  hier  — m-j-1  für  m,  so  zieht  man  daraus: 

/cosx  — cosx  1       /*sinx8x 

X  (m  —  l)x  Ä'     X 

/sinx^    —       — ''P*  1       ^'     /*cosx8x 

m      *"",         ,v  »— 1  '  m  —  l/      «—i 
X                (m — l)x  «^      X 

Die  End-Integrale  bei  diesen  Rednktionsformeln  sind  : 

Ainx8x,  /cosx8x,  /^8x.    /"^Ö*» 
on  denen  die  zwei  letzten  nicht  weiter  angegeben  werden  können.  (§.  36.  Y.) 
Als  Beispiel  wollen  wir  das  Integral  /x*cosx8x  wählen.     Man  hat: 

/x*cosx8x  =  x^sinx — 4  /x'iinx8x,  /x*sinxbx  =  — x*cosx-|-3 /x*cosx  Öx, 

/x'cosx8x  =  x'sinx  —  2/xsiox8x, 

/xsinx8x  =  — xcosx4~ /cosx8x,    /cosx8x  =  tinx,  also; 

/x*cosx8x  =  x*iinx+4x»cosx— 12x»sinx— 24xco»x+24sinx+C. 

§.  44. 
I.  Wir  wollen  setzen 

»/  (a4-bcosx)  (a-f-beosx)  «^  (a-f-bccix) 


160  1>«  lotegral  / — '-^ jö». 

J  (a-|-beosx) 

WO  A,  B,  C  noch  zu  bestimmende  Grössen  sind.     Hieraas  folgt  darch  Diffe- 
rentiation : 

f+gcot»    __ A.[cogx(a+bco8i)  +  (p — l)biin*x]  .       B-HCcoix 

(a4-bco8x)  (a+bcosx)  (a-f-b  cotx) 

d.  h.  wenii  man  sin'x=l — cos'x  setzt: 
f4-gcosx  =  (n  — l)bA  +  Ba4-(Aa-f-Ca4-Bb)coix+(Ab+Cb  — (n— l)Ab)cot»x. 

Bestimmt  man  also  A,  B,  C  so ,  dass 

(n  — l)bA+aB  =  f,  aA+aC-t-bB  =  g.  bC— (n— 2)bA  =  0, 

AU  K      __^IZ1^1 R_»^-^«    ^      (n— 2)(ag-b0 

d-b  ^^  =  (o-l)(a»-b»)'^-.i^-^b^'  ^-(n-l)(a»-b»)'  ^^ 

so  ist  obige  Gleichung  identisch  und  die  Gleichung  (a)  folglich  richtig.  Ver- 
möge derselben  ist  das  Integral  erster  Seite  auf  ein  ähnliches  reduzirt,  in 
welchem  nun  B  und  C  an  die  Stelle  von  f  und  g  treten,  damit  die  RechooDg 
wieder  nach  den  Formeln  (b)  zu  fuhren  ist. 

Die  eben  angegebene  Reduktionsformel  ist  unbrauchbar,  wennn  =  l, 
oder  a'  =  b',  da  dann  die  Formeln  (b)  nicht  benützt  werden  können.  Diese 
Fälle  hat  man  desshalb  direkt  zu  erledigen. 

II.  Sey  zunächst  a  =  b,  so  ist  das  vorgelegte  Integral 

r  f+gcosx    g^^  p     g+g(l  +  cosx)g^^f-g  /*      8x  g    r        du 

*/ a"(l-i-cosx)"  ^       a*(l-(-co8x)*  a**  »/ (1+cosx)"     aV  (i+cosx)'"* 

80  dass  man  diese  letzteren  Integrale  zu  bestimmen  hat.  Man  setze  x  =  2z, 
1  4-cos2z  =  2co8'z,  so  ist 

/8x       _   r  28z     1  _  r  8z  r         8x 1_  r 8z 

(l+cosx)      «^  2  cos    z     2     •/  cos    z    «^  (l-fcotx)  2     «^  cot        z 

welche  Integrale  nach  §.  42  erledigt  werden  können. 
Sey  weiter  b  =  — a,  also  das  Integral 

r  f+gcosx     ^^^   /^+g-(l~cosx)gg^^f+g  /*       8x  g  /*         ex 

in  n/n  n  ^    f  bb/  ■"!* 

*^  a  (1  -  cosx)           *^        a(l— cosx)  a   •^  (1— cosx)       a  •/  (1 — eosx) 
worin  wieder  für  x  =  2z: 

/*___8x i_  f  8z        r       8x i_  r    8z 

(1— cosx)       2      »/  sin    z  •/  (1— cosx)           2     »^  sin         z 

III.  Ist  weiter  n  =  1 ,  so  ist 

/V+gcosXg^^^ /* 8x ,       /'cosx8x 
a-j-bcosx           y  a-f-bcosx      V  a+bcosx' 

Da  ferner  f-^^  =f(\r- CT-r^v ;1 6 x . 

J  a-j-bcosx     */  vb       b(a+bcosx)^ 

.oi.t  ^^««««»g^^g,     bf-ag/-      8« 

y  a-f-bcosx  b  b     y   a-f-bcotx 

SO  dass  bloss  das  letzte  Integral  zu  bestimmen  ist.  Man  setze  nun  cosx =2, 
—  sinxr-  =  l,^  =  —  -r—  =^  ,  wo  das  obere  oder  untere  Zei- 

0  z  0  z  sin  X  \/  2 2 ' 

chen  gilt ,  je  nachdem  sinx  positiv  oder  negativ  ist,  so  ist 


/8x       __   r  8z 

a-Hbco8x  ""*"y(a-V-bi)VT^=T** 


welches  letztere  Integral  nun  nach  §.  40  behandelt  werden  muss.    Man  setze 
also: 

Vü:?=(i-,)u.  i-.'=(i-.)'u'.  i+.=(i-i)u«.  «=^J.|-^=_*°--. 

\r, i     f,       n'— 1^  2n  ,  .         (a+b)u«+a  — b 

Sind   nun   a  —  b  und   a  -{-  b   beide   positiv ,    so   ist   diese   Grösse 

=  --=i^=arc|  tg=n\/ -^^  i;  sind  weiter  b  —  a  und  a  +  b  eben  so  beide 
ya»  — b»       V*        V  »— b7'  ' 

positiv ,  so  ist  sie :  

Vb»"^^»    vVb^^~Vb4^u^' 


Vb^  

Da  aber  u  =  -^ =  V  T~"^  =  V  i =  i  <^<^^K  "^»  wodas obere 

1 — E  Tl Z  T        1  — C08X  2 

Zeichen  zu  wählen  ist,  wenn  cotg ^  positiv,  das  untere,  wenn  cotg-^-  nega- 
tiv, indem  u  immer  positiv  ist,  weil  \/i  — »*  und  1  —  z  es  sind,  so  ist  jetzt  also 

ya+bcosx      ^  y a» - b*        V«      -      »  2      Va  — b/        ^ 

y<Vb^±VbTicotg~x 

^±— Ji 1  I   — : ^    r  a'<b'. 

Vb»-a»    VVb^^+Vb+acotg4>' 

Was  nun  die  Doppelzeichen  anbelangt,  so  gilt  zu  Anfang  das  obere, 
wenn  sinx>0,  das  untere,  wenn  sinx<0;  im  Ausdruck  das  obere,  wenn 

cotg4->0,  das  untere,  wenn  cotg-|-<0.     Da  aber  fiir  sinx>  0,  cotg  |- 

auch  >0,  für  sinx<0  auch  cotg-|-<0,  so  gehören  die  oberen  Zeichen  zu- 
sammen ,  eben  so  die  unteren ,  und  da 

arc(tg  =  -.«)  =  -arc(tg  =  «).  l(^)=  -l(^)' 
so  hat  man  endlich 

f      »'       =  -  -^L=  «c  r  tg=  cotgi .  \/^  )  +  C.  a'>b' .  a>-0. 

y  Vb--a  +  VM-ä  cotg-*  x 
=  — -J 1  I  ■ =-   l+C,  »'<b',  b>0. 

IV.  Das  Integral 

f+ggjnx     ^_ 


/; 


(a-{-bsinx) 


n 
(a4"bco8z) 


^ird  für  X  =  ~  +  z  zu  /- 

^  */  (i 

Qnd  ist  also  dem  ^orstehenäen  gemäSB  zu  behandeln. 


Ig2  Differentifttion  unter  dem  Integralitichen. 

Das  Integral 


/ö 


sinz  8z 


(a  +  bcosz) 

wird  fQr  cosx  =  z  zu 

6z 


-/; 


(a  +  bz)' 


und  ist  also  nach  den  früheren  Methoden  integrirbar.     Aehnlich  verhält  es 

sich  mit  dem  Integral  / 1,  das  fUr  8inx  =  z  zu  / ^  wird.  — 

J  (a+bsinz)  J  (a+bz) 

Auch  das  Integral 


h 


dz 


(a + b  CO»  X  4"  c  lin  z) 

wird  auf  das  frQhere  reduzirt ,  wenn  man  setzt 


b  =  rcosa,  c  =  r8ina,  r=  y  b'  +  c*,  cosa=  — ,  Fina= — , 

woraus  a-j-bcosx-i-csinx=a-|-r(cosaco8x+sinasinx)=a-|-rco8(x— «). 
Setzt  man  nun  x  —  a  =  z,  so  ist 

r «f r=/— ^•— 

J  (a+bco8z-|-C8inz)       J  (a+rcoez) 

V.  Das  Integral  / — pü ~j r"  wird  für  cosx  =  z,  ^=±—^== 

®       J     a+bcofiz+ccos'x  '  8z        \/l— i* 

y^                  8z 
^y  und  gehört  nun  zu  den  in  §.  40  betrachteten 
(a+bz+cz»)Vl— z'  *  ^ 

Integralen.     Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Integralen : 

8z r 8z r 8z 

a-|-bsinz-f-C8m*z   y  a-|-b8inz-t-cco»*z  y  a-|-bco8z4-csin*z' 

S.  45. 

Gesetzt  es  sey  a  eine  von  x  unabhängige  Grösse,  und  femer  f(x,a) 
eine  Funktion  von  x  und  a,  so  wird,  wenn 

/f(z,«)8z  =  F(z,«)+C.  (a) 

die  Grösse  C,  die  nur  konstant  ist  nach  x,  ganz  wohl  von  a  abhängen  kön- 
nen.    Daraus  folgt,  dass 


Ö      /)(,^^xa_        ÖF(z,«)   ,    8C 


«)8x=:*^-^^^^-H 


8«y    '  8  a       '8a 

Nun  ist  aber  (§.  3) 


8a 


.  r/f(z.a+J«)bz~/f(z,«)8zl  ^   /v       .  ^  ,    I,     ,    A 

..     .,  A^(»»«)  o        8F(x,a)   ,  8C 

so  dass  also  / — \         8z  = ^-^— ^-l-r— . 

J        8a  8a        •8a 

Nun  erhält  G  kein  x,  also  wird  auch  ^  kein  x  enthalten,  mithin  koP- 

Oft  ' 
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stant  nach  x  8eyn,  so  dass,  wenn  wir  ^^  =  0' setzen,  C  eben  eine  (willkür- 
ücke)  Konstante  nach  x  ist.     Aus  der  Gleichung  (a)  folgt  somit 


Af(x,«),_      8F(x.a) 


8x  =  ^V^^4C'.  (b) 


da  8a 

Dieser  Satz  ist  f&r  die  Bildung  von  Integralen  sehr  fruchtbar,  wie  wir 
000  an  einigen  Beispielen  sehen  werden. 
I.  Es  ist  (§.36.  VI): 

r  1 

/iinaz8x=: cosax-j-C. 

Daraus  folgt,  wenn  man  nach  a  differenzirt: 

/xco8ai8i=  -jcosax-^ sinax+C, 

allgemein,  wenn  man  nmal  nach  a  differenzirt  und  beachtet,  dass 

n. 

Eben  so  /  x  cosi  ax-f^  löx^ — j|l  — »inax  ■  +C. 

8a 
Was  die  Dffferentialquotienten  der  /weiten  Seiten  anbelangt,  so  können 
sie,  da 


ö   r  1  "^     /    ,v'1.2...r     8  »      r       1   ^^\    Ösinax       r.    r      ,  Tn\ 

~\-)=i- 1)   -^,  ^co,  .X  =  X  co.(^ax  +  -J ._--.-.  ,  „„  (^ax+-2  J. 

mittelst  des  Satzes  in  §.  10  leicht  bestimmt  werden.    (Man  vergl.  §.  43.V.) 
IL  Da  immer 

/— ii-  =  M+C 

J  a+bcosx 

vo  M  von  a  und  b  abhängt  (§.  44) ,  so  folgt  hieraus ,  da 

^^r 1         "V  »        1.2...n  8*    r 1         "^      (     n°  ^-^...ncos'x 

^liTb^osxJ-^-       (a-fbcosx)""^*'    ^l,»\a4-bco7U~  (a+bcosx)-^*" 

f       8x  i^ir'      8'^Sf    ,   ..     /■eos'^-\8x   _  (-1)'-^    8-'m 

Aa^bcosx)'      '•2...(n-l),-i-^    ^(.^l,,,^)-      l...(n-l)  e»,-*  "^    * 

^  da  auch  ^-  ( '- ^  ^  (~  1)'  u(n4-l)....(n+r--Uco.s^  ^ 

8b' Ma+bcosx)*-^  (a-fbcosx) 

*lso  wenn  n  ^  ni — r : 

8     f l      _       "\-_/      ,^r  (m  — r)(in^r-t-1)...(ni— l)cosx 

T  I  m^  ■  —  (—')    -  i  ♦ 

8b    V(a-t-bcosx)       -^  (a+bcosx) 

/k            r                                      m— 1  n — 1 

c„.8x_^_(-j) 8_^L_  +  c. 
(»+bco..)"      l-2-<— »)8a"-'-*8b' 
III.  Das  Integral 


]  Q4  Integration  mittelst  unendlicher  Reihen. 

8z 


/-. 


a+bx-f-cx* 

kann  immer  als  eine  Grösse  A,  welche  von  a,b,  c  abhängt,  gefunden  wer-     I 
den,  80  dass 

"       ,  =  »+€. 


A 


a+bx+cx' 

Daraus  ergibt  sich,  wie  in  II. : 

8x (-1)  8 A_  .  ^ 

x'8x  i-lf-'  8-*A      ^^ 


A 
f. 


m 


f     1.V      I       i\-       1.2...(m  — l)ft   »-'— ^ök' 
(a-f-bx+cx*)  ^  '8a  8  b 

IV.   Aus  den  Werthen  von  /e**sinbxBx,    /e**cosbxBx  in  §.43.111 
folgen  durch  n  malige  Diiferention  nach  a: 

/a           MX 
a  «x                    8      /e    (asinbx— bco8bx)"V  ,   _ 
X,  ..„bxe.=— (^ ;^j:^:P J+c. 

/n  »X       .     o          8     /"e    (bslnbx4-acosbx)"V  ,  _ 
X,     cosbx8x=— (^ -,-^, J+C. 

§.46. 
Gesetzt 

tti+«i-h"«-|- 

sey  eine  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  Funktionen  von  x  sind  und  sey 

diese  Reihe  innerhalb  gewisser  Gränzen  von  x  konvergent,  so  wie  U  deren 

Summe ,  so  ist  auch ,  innerhalb  derselben  Gränzen 

/u^  8 x+ /u,  8x4- Zu.»  8x+ . . . .  = /u8x+C. 

Denn  sey 

u.4-u,-t- u  =U — R  , 

a  a 

SO  wird  R   mit  wachsendem  n  sich  der  Gränze  0  immer  mehr  nähern.    Aber 

a 

es  ist  hieraus  sicher 

/n,8x+/iH8x+....4-/u^fcx= /ü8x  — Aöx+C, 

woraus,  wenn  man  n  immer  mehr  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  weil 
r-    /R^9x  =  R^   mit   unendlichem   n    verschwindet  /R,9x  konstant  ist, 

der  Satz  unmittelbar  folgt.     Es  ergibt  sich  übrigens  daraus,  dass  der  Diffe- 
reutialquotient  von 

yu,8x+yii,8x+yii,öx+ ....     (a) 

gleich  Ui  +  u,  +  u,  "l- ,  also  endlich  ist,  dass  auch  die  Reihe  (a)  selbst 

stetig  ist.     Da  nun  ihr  Differentialquotient  gleich  U  ist,  so  muss  sie  gleich 

/Udx-j-C  seyn.     Man  sieht  hieraus,  dass  eine  Integralreihe,  die  aus  einer 

konvergenten  Reihe  entsteht,  innerhalb  derselben  Gränzen  immer  konvergirt. 


n         n— 1  n~^l 

u8x  =  C+xn-~--+— — .- ±5-7r— :-^r:7  + 
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Hierauf  gröndet  sich  die  Methode  der  Integration  mittelst  unendlicher 

Reihen.     Soll  man  nämlich  das  Integral  /udx  bestimmen  nnd  ist  im  Stande, 

JJD  eine  konvergente  unendliche  Reihe  zn  entwickeln,  so  erhält  man,  wenn 
i,+Uj+Uj4- =  0: 

/ü8x= /n4  8x+/n,8x-l-/o,8x-f- +  C. 

Die  Entwicklung  selbst  kann  in  beliebiger  Weise  geschehen ,  etwa  nach 
em  Mac-Laurin*schen  Satze  (§.16),  oder  in  anderer  Alt.  Es  lässt  sich 
brigens  auch  eine  direkte  Formel  aufstellen. 

Man  hat  nämlich,  wenn  man  in  der  Gleichung  (27)  des  §.  15  setzt: 

F(x)  =  /tt8x,  h  =  — X,  F(0)  =  C: 

1     "*"l.28x      1.2.8  8x»"^*'"^1.2...n  g^«-t"^    l.2..(ii  +  l)* 

0  Oj  gleich  ist  dem  Werthe  von  — ,  wenn  man  nach  der  Differentiation  an 

8x' 
e  Stelle  von  x  setzt  (1  —  ö)x  oder  0x,  da  auch  1  —  G  zwischen  0  und  1 

egt.     Daraus  folgt 

Jx,  ,  .»       2  8x  '  2.38x»      ~2.3..ng^a-i"^2.3..(ii  +  l) 

Einige  Beispiele  mögen  wieder  das  Verfahren  erläutern. 

yi      e'sin'^ 
»stimmen.     Da  (§.  1 7)  für  e'<  1 : 

^l  — e»8in»f»  2  2.4  2.4.6 

ist 

Vl~e»smV  2    y  2.4  y  2.4.6  / 

1  DUD  die  noch  rorkommenden  Integrale  nach  §.  42  ermittelt  werden. 

n.    Um  /       ,IIl^=^-8x  zu  bestimmen,  wenn  e'<l  und  x'  eben  so  <1 ,  hat 
J     Vl-x» 

VTir^»=l^le«x»-i^e-x*-^e-x-- 

/Vl-e*x»,  /*     8x  1    ,/*_^l8i_      1.1   4  /  x*8x 

•      J  vr=T«  ^"=yvr3Ti'""2'VVr3p-2:4VVi^*"" 

-    2.4  6     y  Vl-x»  ^ 

Was  nun  die  hier  vorkommenden  Integrale  anbelangt,    so  ist  in  §.  41  (e): 

^       ^         ,  ,    ,    ,    /^«  8x       X     yi  — ^ » L 

=2n.  r=---^,  n==23  a==— 1 .  b=l .  also /yj=== jS  '"^ 

— ^ —  /  ,  vermdge  welcher  Reduktionsformel  jedes  dieser  Integrale  be- 

unt  werden  kann. 


Igg  Integratiol»  mittelst  onendUcher  Reihra. 

Man  erhält  allgemein : 

/i     *n                                                In— 1       ^           .       2n— S        ^           _    -.           ,       2b— 5 
X    8i             t/r"^»r!5 t  ^°— ^  i .  2a— 8  2n— 1    x , 
yfi:7t"""  ^'""^  L  2n    "^     2n     2n— 2"^2n  — 2'     2n      2d  — 4"^ 

(2n-l)(2n-3)...3  j:  "l      (2n  -  l)(2n-j)^^ 

^       2n.2n-2...4        2j^     (2n)(2n— 2)...2     ""^  '^ 

/'  p  _ 

-—=====  bestimmen,  wo  e'  und  «'  kleiner  als  1 
V(l  — e»x»)(l  — «»X*) 

und  dessgleichcn  x'  unter  1  ist.     Da  sowohl      ,       —=  als  •    .  =    sich   nach 


\/!-e»x*         Vr~ 


«»X» 


§.17  in  unendliche  kouTergente  Reihen  entwickeln  lassen,  so  ist  dies  andi  mit 

,  =  der  Fall.     Sey  also 

^  ^Ao  +  A^x*+A,x*+ , 


V(l-e*x»)(l-e*x») 
wo  man  offenbar  berechtigt  ist ,  nur  gerade  Potenzen  ron  x  zuzulassen ;  alsdann  Mi 

(l-eV)(l-6»x«)    =(^o+At  x'+A,  x*+ )» 

=  A„»+2A„A,x»  +  (A,»-f  2AoA,)x*  +  (2AoA,+2A,A,)x«+ 

woraus,  wenn  man  mit  (1— e'x')(l— «'x')  =  l — (e'-(-c')x'-4-e'e'x*  multiplizirt: 

l=A«'-h[2AoA,— Ao*(e*  +  e«)]x»  +  [A,»+2AoA,  — 2AoA.(eH«*)  +  A.VeV+ 

,  mithin 

Aq  =  1 »  Aq  =  1 » 

2AoA,-Ao»(e»+e»)  =  0, 

A,»+2AoA,— 2AoAj(e»+e*)+AoV«*  =  0, 

aus  welchen  Gleichungen  nun  Ag,  A|,  A2»  .  .  .  .  folgen.  * 
Hieraus  folgt  dann : 


*  Will  man  das  allgemeine  Gesetz  dieser  Gleichungen  erhalten ,  so  beachte  man ,  4si& 

(Ao  +  A,x»+ )»  =  Aj+2AoA,x«+  .  .  .  4-(A|;  +  2A,.^  K^i+^K^  K-^-^ ' 

.  .  .  .  +2A„A,^x^+2(A„  A.^,+A^_,A„^,+  ...+AoA,.^,)x*»+*+  ....  so  di» 

also,  wenn  man  mit  1  —  (e'-|-e^x'4~®*A'x^  multiplizirt,  folgende  allgemeine  Gleichuigen 
entstehen : 

Al+2A„_,A„^,+2A„_2A„^,  +  .  •  •  +2Ao A,„-  2(e*+e«)  (A„_,A,+A,_,A.^,+ 
....+AoA,„_,)+e»e«(Aj_j+2A^_2A^+2A„_,A,^,  +  ...+2AoA,^,  =  0. 

2(A„A„^,+  A„^,A„^,+...+AoA2„^,)-(e*+««)(A;+2A^,A^,+2A^_,A.^, 
+...+2AoA2j+2e«e»(A„_,A„+A._,A^^^  +  ...AoA,„_4)  =  0. 

woraus,  bei  bekanntem  Aq,  A,  . .  .,  Aj^^.i  folgen:  A^^,    A^j^j.!   nnd  zwar  nnzweideatig. 

Hiemach  würde  obige  Reihe  sich  in  folgender  Weise  fortsetzen : 
2(A,A,+A«A,)-(e»+e*)(Aj+2AoA,)+2e»e»AoA,=0, 
A5+2A,A,+2AoA.-2(e*+e»){A,A,+A„A,)+e»e»(A«+2A«A,)  =  0, 
2(A,A3  +  A,A,  +  A„Aj-(e«+e»)(A«+2A^A,+2AoA4)+2e»e»(A,A,  +  AoA,)  =  0. 
AjH-2A,A,  +  2A,A,+2AoAe  -  2(e^4-e*)(A,A,+A,A4+AoAj+e»e»(Aj  +  2A»A, 

+2AoA,)^0, 
2(A,A.+A,A.+A,A,+AoA,)-(e»+e«)Aj+2A,A4+2A»A»+2AoA.)4-2e»s»(A,A, 


/ 
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V(l-e»x>)(l~.V)""^'+    3    +    5    +      •+C- 
£s  Tersteht  sich  ron  selbst,  dass  man  dasselbe  Integral  auch  nach  Nr.  IL  be- 

l  1  1.3 

handeln  könnte,  da  --p==L=  1+— e*x*+ö"-;®***"1"*  •  •  • »  *l*o 

yl  —  e*x*  ^  ^'^ 

+c. 

/'     8x 
77=^  zu  bestimmen,  wenn  x^l ,  setze  man 
Vx+x 

und  hat  jetzt 

wo,  da  -y  <^  I ,  die  JSeihe  konvergirt. 

Eben  so  für  x^  1 : 

rjx       _   r  6iL         1   /*8i     ,  1.3  /•8i_  ,_ 

Wo  nun  die  einzelnen  Integrale  nach  der  Formel 

/•a»    _  /•,— »^ 8,_  2  -  (-T-) 2_   Vx 

yxVxV  — älS^^*  -     2n-r,. 

bestimmt  werden. 

V.  Da  (för  x«<  1) 


I      •  '    2        '   2.4 


=  afe(sin  =  x) ,  so  ist  also 
yl  —x* 

«(.m  =  x)=y+-  3-+—  y+2:^  y+  ....  x*<l. 

wo  die  willkürliche  Konstante  sogleich  weggelassen  wurde,  indem  sowohl  arc(sin=x), 
aU  auch  die  unendliche  Reihe  Null  geben  fftr  x  =  0,  also  G  =  0  seyn  muss. 

Dieselbe  Reihe  hAtte  man  auch  aus  §.  10.  V  ableiten  können.     Bezeichnet  man 

oimlieh  dinoh  j„,  jr,',  y,",  ...  die  Werthe  ron  y,  fr«  ö^.  •  •  •  fii'  x=0,  so  ist 

y;=(n-2)'y*-*.  y,  =0.  y;=  I.  y;  =  0. 
Daraus  folgt  dann, ^ass  j^,  7*»  •  •  •  Null;  femer: 

^0=70=1»  yo=^  y«=8  •  y«=^  ^0=^.^ y  o      =(2n-l)(2n-3)...8 

"x*                • 
also  da  (§.16)  aro(«in  =  x)  =  y^+y^y-i-j^+y*  j^+ 

.^       .       X    ,    X*       1.8  X»  ,  .   1.8...(2n  — 1)    x 

so^  arc(1n  =  x)=-p-f-^3+— -  +  ....+      ^  ^^^^^        ^^\^     ^ 

weJcbe Beute koBrergiH  mr  x^<l  und  auch  für  x*=l.     (S-ll-^^ 


]  68  Snmmirnng  von  Reihen  darch  IntegratioB. 

VI.  Ganz  eben  so  findet  man 


! 


/ 


:,  =  x— -S-+-7 — +C,  woran* 


x'      X*      x' 
arc(tg  =  x)  =  x  — y+— —  y+ x«<l. 

^ 

Dieselbe  Reibe  könnte  man  aus  §.  10.  VI  in  der  so  eben  angegebenen  Wei^e   1 
ableiten ,  indem  dort :  ^  j 

y"=-(n-2)(n-l)y;"',y^:^0,y;  =  l,y;'=0.  | 

Vir.  Dass  man. auch  endliche  Reihen  mittelst  des  obigen  Verfahrens 
summiren  kann,  ist  \i'ohl  klar  und  es  mögen  einige  Beispiele  zur Erläutenof 
dienen. 

Sey 

(a-i-nb)(c-t-nd) (k+nl)«""  (ä) 

das  allgemeine  Glied  einer  Reihe ,  deren  einzelne  Glieder  erhalten  werden ,  wenn 
man  n  =  0,  1,  2,....  setzt;  bezeichne  ferner  y  die  Summe  der  n-f-l  ersten  Glie- 
der, so  ist 

r     y  ac.k/?  yH-i   ,  (a+b)(c-hd)..(k+l)/'^.tt+y+' _^ 

J  7+1  «+r+i 

.    (a+nb)(c+nd)..(k+nl)jy_na-Hy-H^^ 

na  +  y+1 
Bestimmt  man  nun  ß  und  /  so,  dass  für  jedes  n : 

(a  +  nb)/9=na+y+l,  d.  h.  a/»  =  y-f  1 ,  b/f  =  o;  ß  =  ^'  )'  =  ^^T— • 
was  inmier  möglich  ist ,  so  ist 
/9/*yx^8x  =  c..kx^V(c+d)..(k+l)x"'^^"^*+...+(c+Dd).  (k+nJ)x'""^^"^'.  (•') 

Gesetzt  man  könne  die  hier  Torkommende  Reihe  summiren  und  sej  z  deren 

Summe ,  so  ist 

y      8s      ,  1     8z 

^yx   =-.alsoy=--^-. 

wodurch  j  gefunden  wird.    Was  aber  die  Reihe  z  anbelangt,  so  hat,  abgesehen  tob 

dem  Faktor  x^     ,  ihr  allgemeines  Glied  die  Form 

(c+nd)..  .(k+nl)x"",  (b) 

d.  h.  wie  das  Glied  (a) ,  nur  fehlt  ein  Faktor  im  Koeffizienten.     So  wie  man  Ton  (») 
auf  (aO  gelangt,  kommt  man  jetzt  von  (b)  auf 


/r/2x^'8x=e..kx^''^*-f-(e+f)..(k+l)x""^^'''"*+...-He+nf)..(k+nl) 


OÄ-fy'-l-i 

X. 


a  ca  —  d 


wenn  /?'=-j,  /=      ^      , 

so  dass ,  die  Summe  der  bleibenden  Reihe  =  u  gesetzt ,  man  hat 

1      8n 

"~^.,y'8x- 

Wie  man  hier  weiter  geht ,  ist  klar.     Schliesslich  hat  man  die  Reihe 

k+(k+l)x«+....+(k-*-n1)x"" 
zu  summiren.     Ist  s  die  Summe ,  so  hat  man  abermals 

A  /*.x''8x  =  xi-'+'-H  x»+yi+'+ . . . .  +x"+'.+«  =  ,r.+*  tünJ. 
•^  x"-l 


I 
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In  ähnlicher  Weite  kann  eine  Reihe ,  deren  allgemeines  Glied 


(0 


(a+nb)(c4-nd).  ..  (k  +  nl) 
iit,  auf  eine  andere  suriiekgefahrt  werden,  in  der  das  allgemeine  Glied  einen  Faktor 
weniger  im  Nenner  hat.  Ist  n&mlich  j  die  Summe  der  n-f- 1  ersten  Glieder  der 
Reihe  (c) ,  so  hat  man 

8x  ac.k  "^  (a+b)  (c-fd). ..  (k+nl)  "'■••"^(a+nb)(c  +  nd)...  (k+nl)* 

und  wenn  nun 

/9(an+y)  =  a+nb,  «/?  =  b,  /?y  =  a;  /?=— ,  y  =  ^, 

«Ut  81yxy)^y>ir     Ix«"  .  ^'^  1 

'       8x  Lc...k^(c  +  d)...(k+l)^*"*  '  (c+nd)...(k+nl)J' 

und  wenn  man  diese  Reihe  summIren  kann ,  so  ist  (ihre  Summe  z=  z  gesetzt) : 

Da  für  X  =T.  0  immerhin  y  = r ,  so  kann  die  eintretende  willkürliche  Kon- 

a  c  •  •  K 

itSDte  leicht  bestimmt  werden.    Durch  mehrfache  Anwendung  desselben  VerflUirens 

gelangt  man  schliesslich  zur  Reihe: 

I  a  ta  na 

T+k+i"*"k+2T+--'-+k+sr' 

ftr  welche  sich  ergibt  (wenn  s  deren  Summe)  : 


8(>ixy)  _   7'-i        «+y'-i  .  .     n«+y'-i  _   y'-i 

P   — ö~ — =X  "TX  "T "T  X  —X 

vorausgesetzt,  es  sey 

o         •       1 

MdiM  •= — ^— /x^-^i  *.      '  lex. 


\9zt] 


Die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 


(a  +  nb)(c+nd)....(k+nl)        n« 

X  (d; 


(a'+nb')(c'+nd0....k'  +  nl') 
laut  sich  durch  Anwendung  beider  obigen  Verfahrungsweisen  auf  eine  andere  redu- 
siren ,  in  der  in  Zähler  und  Nenner  ein  Faktor  ausgefallen  ist.  Heisst  n&mlieh  j 
die  Summe  der  n+1  ersten  Glieder  der  Reihe  (d),  so  bekommt  man: 

^  A   Tfl,  _  i  (c+Dd)...(k+nl)     no+y+i 

J  y*  "  "  7  (a'-^nb')(c'+nd')  ...  (k'+nl')  * 

m 

wenn  wir  durch  S  die  Summe  der  Glieder  bezeichnen,  die  man  erhält,  wenn  man 

D=0,  1, . . .  n  seist,  Toraosgesetzt  es  seyen  ß  und  y  bestimmt  durch  die  Oleiebimgen 

b/9  =  a,  y+1  =a/?. 
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Ist  femer 


■    (c+pd)...(k+iil)     "«_, 
7(a'+iib')...k'+nlO         "■    • 

.«Uf  ^8(«»y')      "    (c+Dd)..,(k+pl)     mo^-y^-l  .... 

.o«t  ^-87-  =  ?(c'+nd')...(k'+nlO*  '  ^^ 

wenn  o,r  =  b',  ^7'  =  *'; 

femer  ist  dann 

während  die  Ermittlung  Ton  z  möglich  ist,  wenn  man  die  Summe  (d')  bestimmt,  h 
ist  leicht,  diese  Betrachtungen  zum  Schlüsse  zu  fOhren,  was  wir  d«n  Leser  Qbe^ 
lassen  wollen. 

§.  47. 

Da  die  Grösse  /f(x)dx  wieder  eine  Fonktion  von  x  ist,  so  kann  man 

ganz  eben  so  ihr  Integral  suchen,  was  man  durch  if  /f(x)dz  J  dx,  oder 

abkürzungsweise  durch  /  f(x) 3 x' bezeichnet  Daraus  wird  schon  klarseyn, 
was  man  durch  das  Zeichen 

y   f(x)8x" 

bezeichnet.  Es  lassen  sich  nun  leicht  einige  Formeln  aufstellen,  mittelst 
derer  man  solche  vielfache  Integrale  bestimmen  kann.  Ist  nämlich  y 
eine  Funktion  von  x,  so  ist  (§.  36) 

/  y8x*  =  x/y8x— /xy8x, 
/•y8x-x/y8x.-/(x/y8x)8x 

=  x»y*y8x  -  xyxy8y-^y8x+iyx'y8x 
=  i-x'/y8x-x/xy8x+i/x'yex. 

■ 

Man  schliesst  hieraus,  dass  allgemein: 

1.2...(n— l)y    y8x    =x      J jd^ —x     J zyBx-^ f^ ^x      yx'y»» 

— ±— — X  /  X      x6x-f  /  X      yöx 

sey.  Der  Beweis  dieser  Formel  geschieht  durch  den  Schluss  von  n  auf  n-f^' 
Da  nämlich 

y2"''yx'-Va08x=.3rlL/-,..__L^/.N,.. 
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0  erhält  man  ans  obiger  Formel  durch  nochmalige  Integration : 

Nan  ist 

-i+'-T^+--^T^±'=-i-[>-T+"-^-±'-^'-] 

also  wenn  man  mit  n  maltiplizirt : 

1.2.. .ny       y8x^  =xyy8x— yx     y»yÖ*+-V.2     *      yx*y8x— 

+  Yx/x*"Vex±yx"y8x. 

welche  Formel  aus  der  früheren  entsteht,  wenn  man  n-[-l  ^r  n  setzt,  and 
also  deren  Richtigkeit  beweist,  da  sie  für  n  =  2  gilt. 

Da  man  bei  jeder  Integration  eine  willkürliche  Konstante  zufügen  soll, 

so  wird  man  schliesslich  bei  /  y9x*  hinzusetzen  müssen  ax'~  -f-bx'"  4"-  • 

•  ..-f-k,  wo  a,b.. .,  k,  der  Anzahl  nach  n,  willkürliche  Konstanten  sind. 

An  Dl.  Der  so  eben  angegebene  Satz  fübrt  die  BeitinmtaDg  einea  rielfachen  Integrals 
uf  die  Ton  einlachen  Integralen  zurück.  Man  hat  auch  weitere  Sfttse  angestellt,  nach  denen 
die  Bestimmang  Tielfacher  Integrale  Ton  zasammengesetzten  Formen  auf  die  der  einfzcheren 
zait^kommt.     So  wenn  y  und  z  Fonktionen  von  x  sind ,  hat  man 

J  ^'^'  =v  '**  -Teif    •**    +-r2-8r' 


J      '®* 1:2:3 — elj/     "*' 


«+8  , 

~|        •     •     •    •    « 


velehe  Reihe  ins  Unendliche  gehen  kann.     Da  jedoch  diese  Untersuchungen  fQr  uns  Ton  ge> 
nngerdm  Interesse  sind ,  so  mögen  sie  im  Augenblick  dahingestellt  bleiben. 

Es  bleibt  uns  nur  noch  Einiges  in  Bezug  auf  vielfache  Integrale  von 
mehreren  unabhängig  Veränderlichen  zu  sagen  übrig.     Die  Grösse 


//'<■• 


.y)ex8y 

ist  ein  doppeltes  Integral  für  die  zwei  unabhängig  Veränderlichen  x  und  y. 
Schreibt  man  sie  in  folgender  Weise : 

'      /8x/f(x,y)8y, 

^  ist  dadurch  deutlicher  angegeben ,  was  zu  thun  sey .     Man  hat  nämlich 

^erst  die  Grösse  /f(x,y)dy  zu  bestimmen,  wobei  x  die  Rolle  einer  Kon* 

stanten  spielt;  ist  diese  Jute^ation  vollzogen,  so  mtegdtl  m%a^ 
^^cA  X,    Ißt  nun 


//= 
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yf(x,y)8y  =  F(x,y), 

SO  wird  allgemeiner 

yf(x,y)8y  =  F(i.y)+9>(i) 

seyn,  wo  9)(x)  eine  ganz  willkürliche  Funktion  von  x  ist,  indem  ja  die 
zuzufügende  Konstante  wohl  von  x,  das  hier  konstant  ist,  abhängen 
Hieraus  folgt: 

y8xyf(i,y)8y=yF(x.y)8x+yi.(x)8x+ir.(y). 

WO  V^(y)  eine  willkürliche  Funktion  von  y  ist  Da  auch  /  9  (x)  3  x  v 
des  willkürlichen  ^(x)  eine  willkürliche  Funktion  von  x  ist,  so  ist  allgt 

y8xyf(x.y)8y=yF(x,y)8x+^(y)+^,(x), 

WO  t//(y)  eine  ganz  willkürliche  Funktion  von  y,  ohne  x;  9)1  (x)  eine  eb 
willkürliche  Funktion  von  x,  ohne  y,  ist 

Als  Beispiel  wählen  wir  etwa  das  Doppelintegral 

ei8y 

Zunächst  ist  yi^,  =  larc(tg==I.), 

wo  T  eine  willkürliche  Funktion  von  y,  X  Ton  x  bedeutet  Das  Integral,  da 
noch  vorkommt,  und  in  welchem  y  konstant  ist,  konnte  etwa  nach  §.  46  en 
werden. 

Man  wird  beachten ,  dass  wenn 

8'a        ,.     . 

daraus  folgt  u  ^JJf(x,y)b^hy+X+Y, 

WO  wieder  X,  Y  Grössen  sind ,  wie  oben.    Da  nun  in  r— ^-  die  Ordnunj 

öxoy 

Diflferentiation  ganz  willkürlich  ist  (§.12),  so  wird  auch  in  dem  Inl 

/ /f(x,y)dxdy  die  Ordnung  der  Integration  eine  durchaus  willkürliche 

immer  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  es  sey  f (x,  y)  immer  eine  en* 
Grösse. 

■ 

Ganz  eben  so  folgt  ans 

3^^g\^  =  f('>y»');  1  =yyy  Kx.y.«)8x8y8z-V9>(x.y)  +  vKif.«)+A(y,2) 

wo  9>(x,y)  eine  willkürliche  Funktion  von  x,  y:  i^(x,  z)  eine  willkü 
Funktion  vnn  x,  z;  A(y,  z)  eine  eben  solche  von  y,  z  ist.     In  dem  dreif 

Integrale  /  / /f(x, y, z)9x9y9z  ist  die  Ordnung  der  Integration  eine 

beliebige,  in  so  ferne  nur  f(x,y,z)  end\\cYi\Äl. 
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Man  ersieht  hieraus  schon  im  Allgemeinen ,  was  man  unter  dem  viel- 
facheo  Integrale 


/// 


. . .  f(z,7,s )  8x8761... 

ZU  verstehen  hat.  Dabei  ist  die  Ordnung  der  Integration  willkürlich,  so  dass 
num  also  zunächst  f(x,y,z, ...)  nach  x  integriren  kann,  wobei  alle  anderen 
Grössen  y,  z,  - .  •  als  Konstanten  betrachtet  werden.  Diese  so  erhaltene 
Grösse  integrirt  man  sodann  nach  y ,  wobei  x,  z, . . .  konstant  sind,  u.  s.  w. ; 
schliesslich  werden  dem  Resultate  willkürliche  Funktionen  zugefügt  von  je 
allen  Veränderlichen,  eine  ausgeschlossen,  also  so  viele,  als  es  Veränder- 
liche sind.     So  ist  etwa 


/// 


xy.8x8y8.  =  -5^^+^(x.y)  +  9>t(i.«)  +  9>,(y,i). 


WO  y,  9)1, 92  ganz  willkürliche  Funktionen  sind. 
Allerdings  genügt  das  Integral 


//' 


f(x,y)8x8y  =  u, 

vo  u  eine  bestimmte  Funktion  von  x  und  y ,  ohne  die  zuzufügopden  willkür- 
lichen Funktionen,  ist,  der  Gleichung 

=  f(i.y). 


8x8y 
ist  aber  nicht  ihre  allgemeine  Lösung,  da  dieselbe  befriedigt  ist,  wenn  man 

ZQ  obigem  Werthe  von  u  noch  willkürliche  Funktionen  von  x  und  y  hinzufügt. 

Wollte  man  nun  gemäss  §.  29  an  die  Stelle  der  unabhängig  Veränderlichen 

x,y,  andere,  9  und  tp  etwa,  einführen,  so  würde  man  nach  §.  29  wohl 

r-r-  durch  die  Diflferentialquotienten  von  u  nach  g>  und  ^  ausdrücken  kön- 
nen; für  das  Integral  //f(x,  y)  8x8  y  wäre  damit  Nichts  gewonnen.  Wollen 

vir  überhaupt  dieses  letztere  umformen ,  so  werden  wir  uns  gar  nicht  an  die 
obige  Diflferentialgleichung  zu  halten  haben,  die  ja  doch  mit  dem  Integral 
in  einem  lockeren  Zusammenhang  steht,  sondern  wir  werden  kurzweg  das  In- 
tegral als  eine  Reihe  auf  einander  folgender  einfacher  Integrationen  ansehen, 
und  somit  nach  §.  36  für  jede  einzelne  Integration -zu  verfahren  haben.  Da 
wir  jedoch  im  nächsten  Abschnitt  hievon  allgemeiner  handeln  werden,  so 
wollen  wir  die  Lösung  dieser  Frage  dorthin  verschieben. 


Neunter  Abschnitt 

Das   bestimmte   Integral. 

§.48. 
Seyen  a  und  b  zwei  bestimmte,  endliche  Grössen,  f(x)  eine  Fanktion 
Von  X,  die  für  alle  Wertbe  von  x,  von  a  bis  b,  enäÄdi  \A«ito%\  Iwdä\  v^* 


174  ^  Definition  eines  bestimmten  Integrals. 

.  .  .,  a^  eine  Reihe  von  Werthen  zwischen  a  und  b,  so  dass  wenn  b>a, 

aucha^>a,  a,  >ai,...,  a^>a^__^,  b>a^,  and  wenn  b<a,  auch  a|<a, 

a,  < a^, . . . ,  a^  <  \__^i  b  <  a^^,  dass  mithin  die  Diflferenzen 

fti  —  a»  *t — Ä£,  E)  —  E},...,  Äjj     Ä^ — ^t  b     *n 

sämmtlich  dasselbe  Zeichen  haben,  so  heisseu  wir  die  Grösse,  der  sich 
(t,-a)f(a)  +  (i,-a,)f(aJ  +  (a,~».)f(a,)+...+(a.-8,_4)f(a,_.,H<b-a^)l(m^^  (i) 

mehr  und  mehr  nähert,  je  kleiner  die  Differenzen  a^  —  a,  a,  —  ai,...,  b— *, 
werden,  d.  h.  je  mehr  man  Werthe  zwischen  a  und  b  einschiebt,  das  be- 
stimmte Integral  von  f(x),   genommen  zwischen  den  Gränzen  i 

und  b,  und  bezeichnen  dieselbe  durch/  f(x)dx,  so  dass  als  Erklärung  die- 
ses Zeichens  die  Gleichung  gilt : 
y'Vx)8x  =  Gr.|^(a,-a)f(a)+(a,-a,)f(a,)+(a,-aJf(a,)+...+(^ 

+  (b-ajf(ajj  (48) 

Was  nun  die  Grösse  zweiter  Seite  in  (43)  anbelangt,  so  wird,  da  die 
Differenzen  a, — a,a2  —  a|,.  ..,b  —  a^  sämmtlich  dasselbe  Zeichen  haben, 

die  Grösse 

(a,-.a)f(a)+(a,-a,)f(a,)+  •  •  •  +(b-a,)f(a^)  («) 

ihrem  absoluten  Werthe  nach  (d.  h.  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen)  kleiner 
seyn,  als  diejenige  Grösse,  die  man  erhält,  wenn  man  f&r  f(a),  f(ai)  .  •  -i 
f(a^)  die  grösste  dieser  Grössen  setzt,  und  grösser  als  das,  was  man  eihäU 
wenn  man  die  kleinste  setzt.  Sind  die  obigen  Differenzen  alle  positiv,  so  ist 
dies  von  selbst  klar,  da  dadurch  jede  einzelne  Grösse  zu  gross  oder  zu  klein 
wird ,  und  alle  addirt  werden ,  da  sie  dann  natürlich  sämmtlich  dasselbe  Zei- 
chen haben;  sind  die  Differenzen  alle  negativ,  so  nehme  man  sie  mit  den 
entgegengesetzten  Zeichen  und  hat  dasselbe  Resultat.  Ist  also  f(a^)  die 
grösste,  f(a^)  die  kleinste  der  Grössen  f(a),  f(ai),  .  .  .,  f(aj,  so  liegt  die 

Grösse  (a)  immer  zwischen 

(a,-a)f{a,)-h(a,-ajf(a,)+.  .  .+(a,-a._.,)f(a,)+(b-a,)Ka,)=(b-a)f(a^  und 

(a,-.a)f(aj  +  (a,-a,)f(a,)+  . .  .  +(a„-a^_,)f(a,)+(b-a^)f(a,)=(b-a)f(a,), 

SO  dass  man  also  sagen  kann ,  es  sey  dieselbe  gleich  einem  Werthe  zwischen 
(b — a)f(a^)  und  (b  —  a)  f(a^).  Schiebt  man  zwischen  a  und  b  mehr  und 
Werthe  ein,  so  wird  man  immer  mehr  Werthe  von  f  (x)  erhalten,  so  dass 
man  wird  sagen  können,  alle  W^erthe  von  f(x),  für  x  =  a  bis  zu  x  =  b  seyen 
nach  und  nach  erschienen.  Da  immer  (a)  gleich  ist  (b  —  a)  multiplizirt  mit 
einem  Zwischen  werthe  zwischen  f(a^)  und  f(a  ),  und  da  man  alle  Zwischen- 
werthe  zwischen  f(a^)  und  f(a^)  erhält,  wenn  man  in  f(x)  x  von  abisb 

gehen  lässt,  so  kann  man  offenbar  sagen,  es  sey  /  f(x)dx  gleich  (b — a) 

multiplizirt  mit  einem  Werthe  von  f (x) ,  fiir  den  x  zwischen  a  und  b  liegt. 
Bezeichnen  wir  denselben  durch  a-{-9(b  —  a),  wo  9  zwischen  0  und  I  liegt 
(^rer£'/.  jf,  13.  U),  80  ist  also 
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f. 


f«8x  =  0>-»)f[»+»(b-t)].  (44) 

Anm.    Et  folgt  hlerant  lofort,  dau  wenn  f  (z)  endlich  iit  Ton  x  =  a  bii  z  =  b  die  OrOue 

f(z)8z  sich  der  Null  nibert,  wenn  b  sieh  a  nähert.  Denn  iit  b  —  a  =  a ,  so  itt  /    f  (i)  8z 

cf[a+9a]*  nnd  da  fCa-f-^«]  endlieh  ist,  so  nähert  sieh  diese  GrOsse  der  Null ,  wenn  er 
h  NoU  nlhert,  d.  h.  wenn  b  =  a  za  werden  strebt 

Ya  fragt  sich  nun  vor  Allem,  ob  die  gewählte  Ein8chieban|;swei8e  der 
erüie  a^,  a,,  .  .  .,  a^,  die  wir  nach  irgend  einem  Gesetze  geschehen  uns 
nken  können,  nicht  von  Einfluss  ist  auf  den  Werth  des  bestimmten  Inte- 

ib  /   f(s)dx.     Zu  dem  Ende  wollen  wir  zunächst  in 

(i-a)f(a)+(v-*i)f(a,)+...4-(».-H_i)f(»._i)+(b-a^)f(a,)  (a) 

lachen  a  und  a^,  a^  und  a,,...  weitere  Grössen  einschieben,  und  zwar  zwi- 
ben  a  und  a^  die  Grössen  ß^^  /^i>***>  /^a»  zwischen  a^^und  a,  die  Grössen 

•  h>**>Xr»  zwischen  a^  und  b  die  Grössen  $i,  $2>«">  $•>  ^^  ^^i*^  ^^^^^  (^) 
2t  erscheinen : 
(^.-a)f(a)+(A-ft)f(^,)+....+(^^-/?^_^)fO*^_P+(a,-/»^)fO»^) 

-Kr.-at)f(at)+(7,-yt)f{ri)+.  ..+(y-7'    )f(y,  ,)+{*.-y  )f(y  ) 

+ r         r-l  r-l  r         r  w^j 

Genau  wie  oben  wird  man  aber  zeigen  können ,  dass  jede  einzelne  Zeile 
m  (e^)  als  ein  Zwischenwerth  darzustellen  ist  und  zwar,  wenn  wir  sogleich 
18  denken,  es  seyen  schon  an  und  für  sich  genügend  viele  Werthe  a|,  a,,  . 
. .,  a  vorhanden  gewesen,  wird  man  die  Grösse  {af)  setzen  können  gleich 
,-a)fW«»(»i--»)]-Ha,-a,)f[a,+e,(a,-a,)]+...4-(b-a^)f[a^+«,(b-0]. 

o9|,...,  ©^  zwischen  0  und  I  liegen.     Da  aber  a^  — a,  a, — a^, , 

^— a^  immer  kleiner  werden,  je  grösser  n  ist,  so  wird  man  setzen  können  : 
V»+«»(»i-»)]=W+-«>.fK+e,(a,-a,)]=f(a,)+s, f[a^4-«(b-0] 

fo  «t,  «t , . . . ,  e,  mit  a|  —  a,  a, — a|,...,  b — a^  verschwindend  klein  werden. 

Uso  bt  (o^)  gleich 

(a,-a)f(a)+(a.-aJf(a,)+....  +  (b-a)f(a) 

■       ■ 

U.  die  Differenz  zwischen  dem  Werthe  von  (a)  und  dem  von  («')  ist 

Diese  Grösse  liegt  aber  zwischen  (b  —  a)«^  und  (b  — a)«,,  wenn  e^nnd 
die  grösste  und  kleinste  der  Grössen  e^^  ^d  •  •  •,  «^  sind,  und  damit  wach- 
endem n  diese  Grössen  immer  mehr  abnehmen,  so  wird  also  der  Werth  von 
ß)  sich  immer  mehr  der  Null  nähern,  so  dass  mit  unendlichem  n,  d.h.  wenn 
lan  zur  Gränze  übergeht ,  der  Werth  von  (a)  und  der  von  (af)  einander 
ieich  sind.  Daraus  folgt  also,  dass  das  Einschieben  von  weiteren  Zwischen- 
erthen  keinei?  Ewßaas  auf  den  Werth  des  bestimmten  \nUgc«\%  >x^X^ 
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Aber  auch  eine  ganz  andere  Einschiebungsweise»  als  die  anAnglich  ge- 
wählte, hat  keinen  Einfluss.  Denn  seyen  anfänglich  eingeschoben  a^, . . ., 
a  ;  dann  wieder  einmal  b. ,  .  .  . ,  b  ,  wo  natürlich  schliesslich  n  and  m  un- 
endlich  gross  sind,  und  auch  von  b^,.. . ,  b^  angenommen  wird,  dass  b^— i, 
b,  —  b| , . . . ,  b  — b^  sämmtlich  dasselbe  Zeichen  haben,  so  werden  die  Grio- 

zen  von 

(a,-a)f {a)+(a,  -  tjf  (a,)+  •  ■  •  +  (b  -0'(\) 
und  (b,-»)f(a)+(b,-bJf(b,)  +  ...-|-(b-b    )f(b    )    H*^ 

einander  gleich  seyn.  Denn  man  denke  sich  zwischen  a  und  b  alle  GrrOssen 
aj , . . . ,  a^,  b^ , . . . ,  b^  in  der  gehörigen  Ordnung  eingeschoben,  so  wird  diese 
neue  Eintheilung  nothwendig  in  Bezug  auf  jede  der  durch  (S)  angegebenen 
Eintheilungsweisen  eine  solche  seyn,  die  man  erhalten  hätte,  wenn  manii 
(S)  Z wischen werthe  eingeschoben  hätte.  Da  nun,  dem  Obigen  gemäss i  der 
Gränzwerth  dieser  neuen  Grösse  derselbe  ist,  wie  die  Gränzwerthe  der  bei- 
den Grössen  (()),  so  müssen  diese  letzteren  Gränzwerthe  selbst  einander 
gleich  seyn. 

Wie  man  also  auch  in  (43)  die  nach  einander  folgenden  Zwi- 
schen werthe  a^,...,  a^  wähle,  der  Werth  von  /   f  (x)  9x  ist  immer 

derselbe. 

Wählen  wir  also  diese  Zwischenwerthe  so ,  dass  sie  alle  gleich  weit  vod 

einander  abstehen,  d.h.  setzen  wir  -^^=.//x,  so  ist,  wenn  Gr.  sich  auf  ein 

unendlich  wachsendes  n,  also  unendlich  abnehmendes  Jx  bezieht,  auch 

/*f(x)8x  =  Gr.Jx[f(a)+f(»+Jx)+f(*+2Jx)  +  ...  +  f(*+i"=TJx)],  (46) 

wenn  man  a^  =a-|-//x,  a,  =a-|-2//x, .. . a^  =  a4-(n  —  l)Jx  setzt. 

Man  kann  das  oben  Gesagte  auch  noch  in  etwas  anderer  Form  ausspre- 
chen ,  was  für  manche  Anwendungen  von  grosser  Wichtigkeit  ist.  Sind  näm- 
lich zwischen  a  und  b  die  Werthe  a^ ,  a, , . ..  a^  eingeschoben,  und  man  Iftflst 
n  mehr  und  mehr  gross  werden,  so  werden  die  Diflferenzen  a^ — a,  a^ — Sn 
.  .  .  . ,  b  —  a^  immer  kleiner  und  man  wird  also  sagen  dürfen,  sie  werden  un- 
endlich klein  (§.3),  statt  zu  sagen,  man  gehe  zurGränze  über.  Da  die  Grös- 
sen f(a),  f(a^ ),...,  f(a^)  sämmtlich  endlich  vorausgesetzt  wurden,  so  sio^ 
dann  die  Grössen  (a^  —  a)f(a),  (a,  — a^)  fCa^ ),...,  (b  —  \)f(,^^  auch  un- 
endlich klein,  und  bilden  das,  was  man  die  Elemente  des  bestimmten  Inte- 
grals nennt.  Dasselbe  ist  somit  gleich  der  Summe  seiner  unendlich  vielen 
unendlich  kleinen  Elemente.  Sobald  man  also  irgendwo  auf  eine  solche  Som- 
mation  kommt,  so  hat  man  immer  ein  bestimmtes  Integral  zu  ermitteln. 

Anm.     Es  mag  Tielleicht  zur  klaren  Einsiebt  in  das  Wesen  der  letiten  Angabe  beitftgiit 
Fig.  17,  wenn  wir  an  einem  Beispiele  erUaten,  wie  dies  xaTenteheni* 

Gesetzt,  ein  Körper  bewege  sich  anf  der  Geraden  AM(Fig  17)  w' 

A  H  y  sey  am  Ende  der  Zeit  t  nach  M  gelangt;  seine  Geschwindigkeit  i> 

M  8eys=f(t),  so  duu  aho  dieielbe  zu  Jeder  Zeit  bekeomt  \&\*,  miA  wUl  wliaen ,  welchen  Wcf 
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lerKflrper  in  der  ZtÜ  i,  von  Anfang  an  gerechnet,  snrückgelegt  habe,  wenn  die  Bewegung 
1  A  angefangen  haC^  Sey  t  eine  unendlich  kleine  Zeit  —  ein  Zeitelement  —  v  die  6e- 
Mndigkeit  des  KOrpers  in  M,  gleich  f(t),  so  ist  der  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg  =  vt 
:i(t)«  (S.  34. 1) ,  welcher  Weg  nnn  das  Element  des  ganzen  zurückgelegten  Weges  bildet. 
^mH  man  also  die  Zeit  s  in  unendlich  viele  unendlich  kleine  (gleich  grosse  oder  Terschieden 
Mse)  Zeittiieilchen  t  ab,  so  hat  man  für  den  Weg  in  jedem  derselben  einen  Ausdruck  wie 
D  obigen ,  so  dau  die  Summe  aller  derselben ,  d.  h. 

f(0)r+f(t)r+f(2tr)t+....+f(z-r)t 
r  sur&ckgelegte  Weg  ist.     Derselbe  wird  also  gegeben  se]m  durch  die  Formel : 

x=A(t)8t 

Daaa  man  dauelbe  Resultat  auch  in  der  strengeren  Form  erhalten  kann ,  ist  leicht  zu 

mthao.     Man  würde  Jetzt  sagen ,  der  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg  sey  zwischen  vr 

1  (v4~^v)t  enthalten,  wenn  ^v  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  wfthrend  der  Zeit  t  ist. 

ist  also  =  (v'l-e)^,  wo  e  eine  GrOsse  ist,  die  mit  t  Terschwindet.     Daraus  folgt,  dass  der 

nt  Weg  gleich 

(»o+eb)^+(«'t+«i)*+ ••••+(»  +«)*. 

n         A 

an  Vq ,  o^ , . . .. ,  V  die  Geschwindigkeiten  in  den  Zeitmomenten  0,  t,2f , . . .  sind.  Diese 
nme  ist  gleich 

I  bleibt,  was  auch  t  sey,  dem  Wege  gleich.     LAsst  man  aber  t  immer  mehr  abnehmen,  so 

!d  der  erste  Theil  VQt-\'...-\-v  t  als  Grftnzwerth  die  GrOsse  /    i;8t=  /    f(t)8t  haben, 

■  J  0  J  0 

hrend  der  zweite  (s^-|-. . «-H'  )^  ^^^  ™^^  unendlich  abnehmendem  t  der  Grftnze  0  nfthert 

34,  U).    Darans  folgt  dann  obige  Gleichung.     (Man  Tergl.  {.  53.) 

§.49. 
In  §.  13. III  wurde  gezeigt,  dass 

Gr.  Jx[F'(x)+F(x+Jx)+...+F'(x+h-iix)]  =  F(x-hh)— F(x). 

8tzt  man  hier  x  =  a,  h=b— a,  Jx= ,  also  x-f-h  —  Jx=^h 

!*!Z±±^  =  a+(n-l)^x,  so  ist 

Gr.  Jx[F'(a)+F'(a+i4x)-|-...+F'(a+S:^iix)]=rF(b)-F(a). 

lemnach ,  wenn 

F(x)=/f(x)8x,  F'(x)  =  f(x). 

«Hl  (§.48) 

Gr.  Jx[f(a)+f(a+Jx)+. . .  +f(a  + n— liix)]= /*  f(x)8x, 
>iit  /'Vx)8x  =  F(b)  — F(a).  wo  /f(x)ar=F(x).  (46) 

Vermittelst  dieser  Formel  ist  die  Ermittlung  des  bestimmten  Integrals 
f(x)dx  auf  die  des  unbestimmten  Integrals /f(x)dx  zurückgeführt, 

rf  wenn/f(x)9x  =  F(x),  so  ist /*  f(x)9x  gleich  der  Differenz  derWerthe 

«1  F(x)  für  x  =  b  und  x  =  a.  Die  Werthe  a  und  b  von  x  heissen  die 
ranzen  de^s  bestimmten  Integrals.     Man  sieht  leicht,  daa%  d\ft l^xsSSk^g^^ 

Dl0Mf0r,  DWtnutiai-  a.  iategnl- Rechnung.  \^ 
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der  willkürlichen  Konstanten  bei  der  ühbestimmten  Integration  nicht  noth- 

wendig  ist,  da  wenn  /f(x)9x  =  F(x)+C,  der  Werth  ffir  x  =  b  i8tF(b) 

-|-C,  für  x  =  a:  F(a)  +  C  und  die  Differenz  beider  istF(b)  —  F(a),  wo  nun 
die  willkürliche  Eonstante  verschwunden  ist.  Dies  setzt  natürlich  voraus, 
dass  C  dieselbe  Grösse  ist  für  x  =  a  und  für  x  =  b.  Gemäss  §.  35  wird  dies 
der  Fall  seyn,  wenn  f(x)  endlich  ist  von  x=^  bis  x  =  b,  oder  ^innerhalb 
der  Gränzen  der  Integration^,  was  wir  auch  immer  vorausgesetzt  haben  und 
noch  voraussetzen  werden.  Eben  so  muss  nOthwendig  die  Grösse  F(x)  stetig 
verlaufen  von  x  =  a  bis  x  =  b,  d.h.  ein  jeder  folgende  Werth  muss  unendlich 
wenig  verschieden  seyn  vom  vorhergehenden.  Diese  Bedingung  ist  von  gros- 
ser Wichtigkeit  und  es  könnte,  wenn  sie  übersehen  wird,  leicht  ein  ganz 
falsches  Resultat  zum  Vorschein  kommen.  (Vergl.  §.  50.)  Die  Fundamen- 
talgleichung (46)  rechtfertigt  auch  die  Bezeichnung  des  bestimmten  Integrals, 
da  es  nichts  Anderes  ist,  als  die  Differenz  zweier Werthe  des  unbestimmteo. 
Dass  übrigens  z.  ß. 

/b  /»b  /»b 

f(x)8x=y^f(i)8i  =  /^f(u)8u. 

ist  wohl  von  selbst  klar,  da  wenn  /f(x)9x=F(x),  auch  n{z)^z  =  F(ij, 
/f(u)au  =  F(u),  also 

A(i)8x  =  F(b).-F(a),  /f(E)8«==F(b)-F(a),  A(a)8u  =  F00-F(a). 

Wie  man  also  die  „Integrations- Veränderliche^  auch  beseichnen  mag, 
ist  ganz  gleichgiltig.  Wir  können  nun  mittelst  des  Vorstehenden  sogleieh 
einige  wichtige  Sätze  über  die  bestimmten  Integrale  nachweisen. 

I.  Es  ist  immer  f  f  (x)  8  x  =  - /**' W  0  «• 
Denn  ist  /f(x)dxz=Fix)f  so  ist 

/f(x)8x  =  F(b)-F(a).  A(x>8x  =  F(a)-F(b), 

woraus  der  Satz  folgt. 

II.  Sind  c»  e,  m,  n  beliebige  Grössen,  so  ist 

/  f(x)8x=/V)ex+/V)8x+/*%)8x+ A(x)8x+/*V«)»x. 
Beachtet  man ,  dass 

A(x)8x=F(c)  — F(a).   A(x)8x  =  F(e)-F(c) A(a)*8x  =  F(b) -F(ah 

80  wird  der  Satz  ganz  von  selbst  folgen.  Dabei  ist  nur  vorausgesetzt,  dass 
f(x)  innerhalb  aller  Integrationsgränzen  endlich  sey,  da  sonst  von  einem  be« 
stinunten  Integral  keine  Rede  seyn  kann.  Man  heisst  den  in  obiger  Formel 
ausgesprochenenSatzdenvonderEinschiebung  der  Gränzen.  So  also  wäre 

y*Vx)8x=yjr(x)8x4y'^^^^  u...w. 
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HI.  Ist  C  eine  Konstante ,  so  ist 

y  CfWex  =  C  A(x)6x. 
Weser  Satz  folgt  unmittelbar  daraus ,  dass  • 

/cf(x)8x  =  c/f(x)8x. 
!ben  so  ist 

j(j  ±«±.-)8x=y   y8x±  /*^«8x± 

IV.  Da  wenn  x  als  Funktion  von  z  angesehen  wird ,  man  hat  (§.  36 ) : 
»  ^Wg^  zuerst  in  z  auszudrücken  ist,  so  ist  auch 

orin  a  und  ß  die  Werthe  von  z ,  die  den  Werthen  a  und  b  von  x  zugehören. 
Denn  es  sey 

yf(x)8x  =  F(x).yf(x)|^8B  =  ^(z), 

)  geht  F(x)  in  ip(jL)  über,  wenn  man  x  durch  z  ersetzt,  und  yCz)  in  F(x), 
eon  man  z  durch  x  ausdrückt.  Folgt  also  aus  der  Annahme  x  =  a  noth- 
endig  und  unzweideutig  z  =  a,  aus  x  =  b  hingegen  z  =/?,  so  ist 

F(a)  =  ^(a),  Yfy)  =  9{ß). 
■•  F(b)  -P(»)  =  vtf)-^(«),d.h.  /f(x)8x=/  fWf^8a. 

Was  die  Werthe  von  a  und  ß  anbelangt,  so  sieht  man  leicht,  dass  sie 
Q  Allgemeinen  durch  Auflösung  einer  Gleichung  zu  erhalten  seyn  werden, 
tt  nämlich  t^(x,z)  =  0  die  Gleichung,  welche  den  Zusammenhang  zwischen 
und  z  ausdrückt,  so  folgt  aus  der  Gleichung  t//(a,z)=:0  der  Werth  a  von 
,  and  aus  i^(b,z)  =  0  der  Werth  ß  von  z.  Dabei  kann  es  sich  nun  ereig- 
in,  dass  eine  solche  Gleichung  mehrere  Wurzeln  zulässt,  und  man  also  in 
weifel  kommen  kann ,  welchen  der  Werthe  man  zu  nehmen  hat.  Im  Allge- 
leinen  lässt  sich  hierüber  Michts  aussagen,  und  man  wird  also  im  speziel- 
!Q  Falle  durch  demselben  angemessene  Betrachtungen  sich  entscheiden 
lassen,  desshalb  auch  möglichst  vermeiden,  in  solche  Lage  zu  kommen.  £s 
um  aber  noch  eine  zweite  Schwierigkeit  auftauchen.     Man  hat  nämlich  in 

})~^  die  Grösse  x  durch  ihren  Werth  in  z  zu  ersetzen,  wozu  im  Aljgemei- 

^D  ebenfalls  die  Auflösung  einer  Gleichung  nothwendig  ist.  Wenn  nun  diese 
leichung  mehrere  Wurzeln  zulässt,  so  entsteht  die  Frage,  welche  derselben 
an  zu  wählen  habe.  Auch  hier  muss  der  spezielle  Fall  entscheiden.  Es 
sst  sich  darüber  nur  Folgendes  im  Allgemeinen  sagen.  Gesetzt  f&r  x=:a 
y  z  =  a  und  für  x=b  sey  z=/?,  welche  Werthe  unzweideutig  seyen  uijd 
yz  =  9>(x)  die  Gleichung,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  x  und  z 


180 


UmfonnaDg  einet  besUmmten  Integrals. 


ausdrückt.  Gesetzt  nun  9  (x)  wachse  beständig,  oder  nehme  beständig  ab  von 
x=a  bis  x=b  (^'(x)  habe  dasselbe  Zeichen  innerhalb  dieser  Gränzen),  so  mnss 
dasselbe  auch  mit  z  der  Fall  seyn,  und  es  kann  daher  auch  nur  ein  Werth 
von  X  aus  der  Gleichung  folgen,  indem  sonst  zu  zwei  verschiedenen  Werthen 
von  X  derselbe  Werth  von  z,  oder  zu  zwei  verschiedenen  Werthen  von  z  der- 
selbe Werth  von  x  gehören  müsste,  was  unmöglich  ist  Hat  aber  9(1) 
zwischen  x  =  a  und  x=:b  Maxima  oder  Minima,  so  verhält  sich  die  Sache 
freilich  anders.  Gesetzt  es  komme  ein  solcher  Werth  zwischen  a  und  b  vor 
für  x  =  c,  so  wird  von  x  =  a  bis  x  =  c  der  eine  der  Werthe  in  z,  für  x=c 
bis  x  =  b  der  andere  gelten,  d, h.  wenn  für  x  =  c:z  =  y,  so  wird  man  von 
z  =  a  bis  z=/  den  einen  Werth  von  x  in  z,  von  z  =  y  bis  2=/?  deiP andern 
setzen.  Welchen,  wird  man  in  jedem  Falle  leicht  entscheiden.  —  Man  wird 
^-  i^'  sich  das  hier  Gesagte  am  Bequemsten  an  einer 

Kurve  zur  Anschauung  bringen  (Fig.  18).     Sey 

Ox  Axe  der  x,  Oz  der  z,  ferner  z  =  y(x)  die 

Gleichung  der  Kurve,  Oa  die  Abszisse,  die  der 

unteren  Gränze  des  Integrals  (x  ==  a)  zugehört. 

Geht  nun  die  obere  Gränze  des  Integrals  nicht 

über  Ob  hinaus,  so  wird  zu  jedem  Werthe  von  x 

auch  ein  einziger  reeller  Werth  von  z  gehören  und  umgekehrt,  so  dassfür  x 

aus  z  =  9)(x)  auch  nur  ein  einziger  reeller  Werth  (innerhalb  der  betreffenden 

Gränzen)   folgen   kann.      Liegt  dagegen  die   obere  Gränze  des  Integrals 

/    f(x)9x  zwischen  Ob  und  Oc,  so  werden  zu  demselben  Werthe  von  z 

mehrfach  zwei  verschiedene  Werthe  von  x  gehören,  so  dass  jetzt  nothwendig 
aus  ^(x)  =  z  zwei,  aber  auch  nur  zwei  reelle  Werthe  von  x  in  z  folgen 
müssen;  davon  wird  der  eine  von  x=Oa  bis  x=Ob,  der  andere  von  x=Ob 
an  gelten,  d.h.  von  z=:aA  bis  z  =  bB  der  eine,  von  z  =  bB  an  der  andere. 
Liegt  die  obere  Gränze  des  Integrals  zwischen  Oc  und  Od,  so  werden  zu 
demselben  z  drei  verschiedene  Werthe  von  x  gelten  können,  df>  dass  also 
jetzt  auch  drei  Werthe  von  x  in  z  folgen  müssen.  Der  eine  gilt  von  x=::=Os 
bis  x:=Ob,  d, h.  von  z=aA  bis  z=bB,  der  andere  von  x=Ob  bis  x=Oc, 
d,  h.  von  z  =  bB  bis  z  =  cC,  der  dritte  gilt  von  hier  an.  Wie  man  diese 
Betrachung  weiter  verfolgen  kann,  ist  leicht  einzusehen. 
V.  Da  (§.  36) 

worin  durch  (yz)^_.^  der  Werth  von  yz  für  x  =  b  u.  s.w.  angedeutet  wird. 


so  ist  auch 


VI.  Die  Grössen 


y*(X>  /•»  /•+ao 

f{x)8x.     /  f(x)8x,    /  f(x)8x 
»  J  —00  J  —00 
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sind  die  Werthe  von  /    f(x)9x,   /  ^f(x)9x,   /    f(x)9x,  wenn  man  darin 

t  und  e'  unendlich  klein  werden  lässt.  Sind  also  letztere  Grössen  noch  end- 
lieh  and  bestimmt,  so  sind  es  auch  die  ersten.  Man  wird  also,  wenn  unend- 
lich grosse  Integrationsgränzen  vorkommen,  damit  zunächst  rechnen,  wie  mit 
endlichen  Gränzen  und  sehen,  ob  das  Ergebniss  ein  endliches  ist  oder  nicht, 
bt  es  endlich,  so  wird  man  es  als  richtig  ansehen  müssen;  ist  es  unendlich, 
so  kann  man  das  bestimmte  Integral  in  der  Rechnung  nicht  weiter  zulassen. 
Dabei  ist  natürlich  immer  vorausgesetzt,  dass  f(x)  innerhalb  der  Integra- 
tionsgränzen endlich  sey. 

YII.  Ist  in  dem  Integrale  /  f(x)dx  die  Funktion  f(x)  so  beschaffen, 

dass  sie  von  x  =  a  bis  x=i(a-f-b)  dieselben  Werthe  hat,  wie  von  x  = 
i(a+b)  bis  zu  x  =  b,  gleichgiltig ,  in  welcher  Ordnung  diese  Werthe  auf 
einander  folgen ,  so  ist  (Nr.  II) : 

/•b  /»i  (•+>>)  /»b 

f(x)8x  =  /     f(i)8x+/     f(x)8i. 

«od  wenn  Jx='-^JJ^^^  =  '-:zii-±^.. 

jbBi  m  m 


i  (•+b) 

f(x)8x  =  Gr.  Jx[f(a)+f (»  +  i4x)  +  . . .  +  f(i(a+b)-  Jx)] . 


/f(x)8x=Gr.Jx[f(4(»+b))+f{i(a+b)  +  Jx)  +  ...+f(b-Jx)]; 
J  J(H-») 
mithin,  dadieSummenf(a)+...+fß(a+b)  — ^xj,  f[l(a+b)]+ 
-|-f(b — Jx)  einander  gleich: 


lliO 


/b  /•^(•+b) 

f(x)8x=2y     f(x)8x. 


Wären  dagegen  von  x  =  a  bis  x  =  i(a4-b)  die  Werthe  von  f(x)  zwar 
gleich  denen  von  x  =  ^(a-|-b)  bis  x  =  b,  jedoch  immer  mit  entgegengesetz- 
tem Zeichen,  so  wäre  oflfenbar 

/4  (a+b)  /.b  ^b 

f(x)8x=  — /     f(x)8x.  /   f(x)8x=0. 

Es  lassen  sich  diese  Sätze  leicht  auch  in  anderer  Weise  nachweisen. 

Sey  Dämlich  in  dem  Integral  /  f(x)9x  für  x  gesetzt  i(*+^) — ^»  *®  '®^ä^ 
=  — 1  und  für  x  =  a  ist  z==J(b  —  a)  für  x  =  4(a+b):z  =  0,  also  nach IV: 


f(x)8x  =  -/   fÖ(a+b).-«]a 
•  *^  Üb—) 


z. 
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Ferner  setze  man  in  dem  Integral  /  f(x)9x:x  =  J(a+b)-f-Ä,  also~  =  1. 
und  die  Gränzen  von  z  :0  und  ^(b  —  a),  also 

Mb-*) 


i(»+b) 

Demnach  ist 

i(b-*) 


f(x)8i=  /     fÖ(b+»)+«]8«. 
J(a+b)  »^  • 


A(x)8i  =  /*^fÖ(»+b)+«]8«-/%Ö(a+b)-i]8E 

/4  (b-a)  /.{  (b-a) 

f[i(a+b)4-«]8B4-/     fß(»+b)-«]8«  (I) 

|m(a+b)+«]  +  f[i(a+b)~«]|8E  (UI). 

0 

In  dem  einen  der  beiden  obigen  Fälle  ist  f[J(*H~*^)  —  2]  =  f[4(a4-fc) 
-f-z],  im  andern  f[K*"h^) — ^l^ — ^[K^"!"'^)"!"^]»  *'^  entweder 


jHi)bz  =  2j^  fÖ(a+b)+z]8« 


oder  =  0.  ♦ 


Setzt  man  aber  ^(a+b)-|-z  =  x,  g—  =1.  so  sind  die  Gränzen  von  x 
mrz  =  0:4(a+b),  für  z  =  i(b  — a):b,  also 

/f(x)8x  =  2/     f(x)8x,oder  =0. 


i  (•-hb) 
Dass  man  eben  so  auch 


ph  /^(M-b) 

/  f(x)8x  =  2/     f(x)8x 


erhalten  könnte ,  ist  wohl  klar. 

Wie  man  ähnliche  Sätze  aufstellen  kann,  ist  so  leicht  zu  übersehoi, 
dass  wir  uns  dabei  nicht  weiter  aufhalten  wollen. 

Vm.  Sey  t//(x)  eine  Funktion  von  x,  die  von  x  =  a  bis  x  =  b  endlieh 
bleibt  und  immer  dasselbe  Zeichen  beibehält,  9)(x)  endlich  von  x=abis 
x  =  b,  so  ist 

y*^^(x)tp(x)8xW^[Ä+e(b-»)]  A,(x)8x. 

wo  Q  zwischen  0  und  1  liegt.     Denn  es  ist  (§.  48) : 

b 

^(x)V'(x)8x  =  Gr.[^(a)iri(a)+^(a+Jx)iri(»+Jx)4-...4-*>(b~i4x)^(b— Jx)]ifi. 

Da  nun  die  Grössen  V/(a),  i^(a4-^x),...,t^(b — Jx)  sämmtlich  von 
demselben  Zeichen  sind ,  so  liegt  die  Grösse 

Gr.  fr(a)if;(a)+^(a4-Jx)if;(a+Jx)+....  +  ^(b  — Jx)^(b  — Jx)]Jx 
nothwendig  zwischen  den  Werthen 


/. 


EigeotUeb  =  J     OBx,  nnd  da  /08z  =  C,  soiit/     Q8x=G  — C  =  a 


. 
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Gr.  Ji^(a-hr^x)[^(»)+,f,(a4-/lx)+  • . .  +  »/'O) -  Ax)]  =  ^f(%+rJx)J   ifi(i)8x 

«id     Gf.  Jx<p(*+i  Ji)[^(»)+,^(»-|-Jx)+...  +  v(b  -  /lx)[=9»(a+tJx)/*iri(x)8x, 

▼ean  g)(a+r^x),  ^(a  +  ß^x)  der  grösste  und  kleinste  der  Werthe  y  (a), 
9(&-}~'^2)>'-->  9>(l> — <<:/x)  sind.  Daraus  folgt  die  Behauptung  ganz  un- 
mittelbar.    Für  t/;(x)  =  1  folgt  hieraus  die  Formel  (44)  in  §.  48. 

IX.  Gesetzt  endlich  man  solle/  ydx  bestimmen  und  es  sey  y=f(x) 

von  x=a  bis  x  =  c;  y  =  F(x)  von  x  =  c  bis  x  =  b,  wo  c  zwischen  a  und  b 
liegt,  so  hat  man 

y8x=  /  y8x+/  y8x  =  /  f(x)8x+/  F(x)8x. 

Wie  man  in  anderen  ähnlichen  Fällen  sich  zu  helfen  habe,  folgt  hieraus 
QDmittelbar. 

Anm.     Wir  haben  immer  auf  die  wesentUehe  Bedingmig  anfinerksam  gemacht ,  dau  in 

9 

f(x)8x  die  Grösse  f(x)  endlieh  seyn  müsse  innerhalb  der  Grftnzen  der  Integration.  Diese 

Bedingung  ist  auch  ganz  nnerlAssKolL  Nichts  desto  weniger  kann  es  sich  ereignen,  dass  wir 
bestimmte  Integrale  betrachten  werden,  für  die  f(x)  an  den  G^Anzen,  d.  h.  für  x=a  oder  x  =  b 
loeDdlich  ist.  Kann  man  nachweisen ,  dass  man  nach  den  allgemeinen  Methoden  für  solche 
Integrale  endliche  Werthe  erhalt,  so  mnss  man  dieselben  gelten  lassen,  da  die  Gleichung  (46) 
oar  wesentUch  Toranseetzt,  dass  f(x)  innerhalb  d^r  IntegrationsgrAnzen  endlich  sey.  Doch 
gehört  immer  gehörige  Vorsicht  bei  der  Anwendung  solcher  Integrale ,  znmal  bei  deren  Ans- 
vefthoDg  dazu ,  nicht  in  Irrthttmer  zn  Terfallen. 

§.  60. 

Ehe  wir  zn  Beispielen  übergehen,  wollen  wir  nochmals  auf  die  schon  in 
§.49  gemachte  Bemerkung  hinweisen,  dass  nämlich  die  Formel  (46)  ganz 
aothwendig  voraussetzt,  nicht  nur  dass  f(x)  endlich  sey  von  x=a  bis  x=b, 
sondern  auch  dass  F(x)  innerhalb  derselben  Gränzen  stetig  verlaufe,  d.h. 
dass  wenn  man  x  von  a  bis  b  sich  stetig  verlaufend  denkt,  auch  die  auf  ein- 
ander folgenden  Werthe  von  F(x)  in  derselben  Lage  sind.  Im  Allgemeinen 
wird  dies  nun  auch  wohl  der  Fall  bei  F(x)  seyn  (§.35),  doch  können  Fälle 
eintreten ,  die  als  zweifelhaft  erscheinen.     Betrachten  wir  z.  B.  die  Grösse 

tg=-'^ '  I  und  lassen  x  von  — a  bis  +a  gehen,  wobei  wir  immer 

m(tg  =  z)  zwischen  — -5-  und  4--=-  wählen,  so  wird  für  x  =  —  a,  V»*--»* 

^  Sä 

r  t/a* x*"V  r  l/a* x*^ 

=0,  also  arcl  tg  =  ^ 1=0 ;  eben  so  für  x=a  wird  arcl  tg  =-  — J 

=0.     Aber  die  Grösse  arcrtg==         ""^  J  verläuft  nicht  stetig  von  0  zu  0. 

tg  =  ^ I  aller- 
dings Bteüg  verlaufen  von  0  bis  —  — ;  von  x  =  0  b\a  x.-^-V^  ''^^'^  ^t\^\^ 
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nicht  von  —  -^  nach  0  zurückkehren,  da  jetzt  -^ positiv  ist,  vielmehr 

wird  sie  far  x  =  0  von  — —  «uH--«"  überspringen  und  dann  stetig  von  j 
nach  0  zurückkehren.     In  diesem  Falle  muss  man  das  Integral  in  zwei  ih 

trennen.    Da  r—  arc  Cie  =  i— ^^—  |  =  —  —7=== ,  so  ist  also  /  — ==;= 

—  arc(  tg  =  -5— ^^^  j  und  wenn  man  setzten  wollte  /      —;====— 

arc(tg=:0)-4-arc(tg  =  0)  =  0,  so  würde  man  einen  wesentlichen  lirthom 
begehen.     Man  hat  jetzt : 

/  ex       ^f^JL^-^f     _ll_  =  -arc(tg=-QO)-f  arc(tg=0) 

—  arc  (tg  =  0)  +  arc  (tg  =  00 )  =  ir , 

wie  auch  schon  daraus  folgt,  dass  (§.  49.  VU) 

f     — ii=  =  2/_J4=  =  -2arc(tg  =  0)+2arc(tg  =  +<»)  =  «- 

Uebrigens  ist  auch  /   ^ =  =  arcl  sin  =  ~ J,  woraus,  davon  x=    , 

—  a  bis  x  =  -|-a,  arc  r  sin  =  — 2  stetig  von — Y^^^^Y  verläuft,    folgt 

=  arc(sin=:l)  —  arc  (sin  =  —  l)  =  ir.     Man  kann  überdies« 

a     V*'— X» 

noch  bemerken ,    dass   wir  in    §.  6   in  Wahrheit  nicht  gezwungen  waren, 
arc(tg  =  x)  zwischen  — -^  und  +-5-  anzunehmen,  indem  immerhin.  co«*y 

=  .  .     ,    seyn  wird;  wohl  aber  wäre  nicht  cosy=  + V?— ~«iia*y»  wennmtn 
nicht  arc  (sin  =  x)  zwischen  —  -5-  und  H--«"  nähme. 

I.  Da/x"8x=^L_,  so  ist  (da  bei  m+l>0,  x*+*  =  0,  für  x=0) 
J  m+l 


/ 


/ 


i 
x"8x=— fr»  in4-l>0. 


m.  1 


0  m+1 

Da  femer  (§.  36)  f-TTTl  =  —  »rcftg  =  ~\  und  bei  a>  0  für  x  =  00  aoth- 

wendig  arc  I  tg=  —  j  =  -—,  so  ist 


Eben  so  (da  e"^*  Null  für  x  =  oo  ,  wenn  a>0): 

00 


e       8x=--,a>0;    /    8max8x= ,    /  '  eo8*x8x  =-- 

0  •'0  ^•'o 

n.  Nach  §.  42  isi 
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"»   «8x  = +-2^y.i-        ,8x. 

demnaoh  da  ftr  x  =  -«-,  oosx=:0,  für  x  =  0:  8iii*'""*x=0,  nach  §.  49,  V; 


2 


y,  2ny, 

Eben  so: 
7.  1.+1  2ii      /V  .  «»-1  <,        /Y     «a  «        2n— 1  r^     2.-1  ^ 

cos  X8x=;; TT  /       «>»  »Ö»- 

f  2n  +  iy 


0 


Diesen  Reduktionsformeln   gem&ss   ist,   da    y  *8x=:— ,    A*8inx8x=l, 


'ootx8x=  1  : 


%  H 


Vo  «'s  2n(2n-2)...2        2 

H  ff 

y'r  .  «*-H  fl  /r     «*-H  ^  2n(2n— 2)...2 

'sin         x8x=  /  'cot    ^  x8x=  rr — .  \wo       -TT — 5- 
-y  (2n+l)(2n-l)...3 


m.  Seilt  man  in  §.  43,  IV  — a  fOr  a,  so  ist 

—»X  .  n— i 


/— «»^  *  a             e       sin      x(asinx-f-neosx)  ,  n(n— 1)/*— *«.  m— i  -, 
•       d«x8x= >.+,.      "•"■^HW*       "°      "*'• 

/•-»eo.%8  .  =  '""'°''"'j/^'y-*°°"V^^/e-'co.-*x8x. 


Da  für  x£=:X  :  e       =0,  wenn  a^O,  und  sowohl  (asinx~|-i>^co8x)sin      xals 
(niinx — aoosx)  cos  "  x  für  x  =  QO  nicht  00  sind;  da  femer  för  x=0:8in  ~  x  =  0, 

2 

►  00  ,         _    /»CX) 


^imn>l,  und  für  X  = -g- : cos      x=0,  wenn  n^l ,  so  folgt  hieraus; 

/-Äx  .  B  ft        n(n— 1)  /*       _»x  .  a—i 
e       8mx8x= — i-7 — =- /        e       sin       x8x, 
0  a»+nVo  n>l.a>0. 


—»X     B  a         n(n— 1)  r        — Bx      a— 2   ^ 
e       co8xox= — i-; — r/        •       cos      x8x. 


2  T 

Unterscheidet  man  ein  gerades  und  ungerades  n,  und  beachtet,  dass  (§.  43): 

aK 
»<»  ,        >,oo  ,  >d-oo  --jT 

e~**8x= , 


/.    ''*"'"="^-/.    '""•^*''=i4T' /* 


2 

an 
cosx8x  = 


/.  •-■ 


l+a 


I» 
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80  ist 


TT' 


-•X  ,  ««  fi 2in(2m  — 1)...2.1 1_ 

^e       .in     »*'*~fa»  +  (2m)»J[a«+(2n.-2)*J...[a»+2l'a* 


-M.  i«+l^^^  (2m+l)2iii...8.2 


C 


0  [a»+(2m+l)»J[a»+(2in-l)»]...t**+8T*«+r 

a« 

X     tm  f. 2in(2m— 1) 2.1 e ^ 

«'       CO«     »ö«-|-^i^(2iii)«J[a»-|-(2iii-2)»J....[a«+2»J'     a     ' 

2 

a« 

^    r 


-•X     2«+i   ^ (2in+l)(2in)...8.2 e ^ 

^e       CO.         löx-      [a>4.(2m+l)«J[a*+(2m-. !)•]...  [a«+8«]  •  a«+l'  '-^ 

2 

Gaue  eben  so  aus  §.  43.  in : 
IV.   Soll  das  Integral 


/. 


t        8z 


0  a-f~^co.z 
ermittelt  werden,  so  hat  man  sich  zunächst  an  die  Formeln  in  §.  44.  III  zu  hal 

Sind  nun  a  und  b  Ton  demselben  Zeichen  und  zwar  beide  positir,  so  wird  a^^bc 

ff 
nicht  0  Ton  x=^  0  bis  x=:^ ,  so  dass  das  bestimmte  Integral  znUssig  ist.     Wi 

aber  a  und  b  ron  yerschiedenem  Zeichen,  so  würde  a^-bcosx  Null  £Ür  oosx= 

d.  h.  für  einen  Werth  ron  x,  der  zwischen  0  und  -^  liegt;  also  ist  das  Integral 

zul&ssig.  Sind  a  und  b  negatir ,  so  hat  das  Integral  denselben  Werth ,  wie  fir 
sitire  a  und  b,  nur  ron  entgegengesetztem  Zeichen,  so  dass  es  genfigt,  a  und  li 
positir  anzusehen.     Sey  also  a^O,  b^O,  so  ist 

J=,i    2 l,b>.. 

iVb'-.'  l^vrr-.tgl-Vb+iJ 

4-tg|-,  b=«. 

Demnach,  da  tg-^-  und  ootg-Ä-  stetig  rerlaufen  ron  x=0  bis  x=  -^ : 

/'T       8z  2  f        \ /a+b"V  2  n  ^ 

,  a  +  bcosi--'ViF3bi*"l**'"  V  a-bj'^yinrb^  2- 


Em  igt  immer  if«(4  =  i)-f-ue(ig  =  —  |~T* 
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Vk*3r''lvb+.-Vb-J-VbCrr'l       V2i       >">•» 

/     —TT =  — ,a  =  b>0. 

V.  £8  ist,  wie  man  ans  §.  36  leicht  findet: 

/x  e     8x  =  — X  e     +n/x       e     8x- 

bt  nun  n>0,  80  ist  für  x=0:  X  e     ==0,  und  Ar  z  =  aO  :  x  e      =0,  wie 
neh  Mit  {.  22.  n  er^bt.     Demnach 

/      X  e     8x=ii/      X       e     8x, 
v«riQf ,  da/     e~*8x  =  l: 

/      •"^x"8x  =  n.(n— l)(n  — 2)...l,  n>0. 
So  folgt  aus  §.36.  IV  auch  : 

/^•l(x)8x=-^^.  n+l>0tt.22). 

VI.  £sist  (§.49,  Vn): 

J   nox8x  =  2/     8inx8x,  /    eo8x8x  =  0,  /    Biii*z8x=2/     tin'xSx, 


^co.  »Öx=2y^  eo.   x8x.y^cos       x8x  =  0.y  ^  jiip^,  =2y  ^  ;q:p. 
y/cas"x8x=r2y   'eos'x8x,y     f(x'")8x  =  2y    f(x*")8x.y      (Ax>+Bx»)8x=0. 


Vn.  Man  soll 


•La  (r*-i*)Va»— x» 
vorin  r>a^O  ist,  ermitteln,     lian  setze  x=acos<)D,  was  immer  gestattet  ist,  da 

jaz<a,  soist(§.44): 

/[  8x r — 'agipy8f> /*        8» 

(H-x»)  V?3T»    y  (r»— a»co8«f>)  Va»-a»co»V  "      yi*— •'cos'n 
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+  «c(tg=\/^%otg|.)]. 

Für  x= — aistcos<p= — 1,  also  <pr=flr;  für  x=-f"*  ***  ooiq}=4-l,  alio 
q}=:0,  so  dass  man  <p  ron  9r  bis  0  zu  nehmen  hat  (§.49,  IV).     Fffar  <)D=)r  \A 

cotg-2-=::cotg  -^:=0;  für  q)  =  0  ist  cotg -g- =  cotg 0  =  00,    also  folgt,    da  alli 
Grössen  von  <p  =  n  bis  <p=0  stetig  rerlaufen: 

Vin.    Sey  f  Jax  H — 1  eine  Funktion  von  axH f  die  man  also  er- 
hält, wenn  man  in  f(z)  für  z  setzt  ax-| — j  und  sey  das  Integral 

vorgelegt,  von  dem  wir  annehmen  wollen,  dass  es  zulässig  sey,  d.  b.  dass 
ff  axH j  endlich  sey  von  x  =  0  bis  x  =  go  .     Man  setze  nun 

SO  ist  (§.  36) : 

und  es  fragt  sich  nun,  welches  der  zwei  Zeichen  im  bestimmten  Integral  zn- 
znlassen  ist  (§.  49,  IV).  Setzen  wir  a  und  b  positiv  voraus,  so  ist  ax4"^ 
unendlich  für  x  =  0  und  x=  cx),  aber  immer  positiv  innerhalb  dieser  Grän- 
zen;  diese  Grösse  erreicht  ihren  kleinsten  Werth  für  a j  =  0    (§.  24), 

d.  h.  x:=  V/ — ;  von  x  =  0  bis  x=\/—  nimmt  also  ax-| — ^     mithin 

auch  z,  fortwährend  ab  (von  c»  bis  a  y/ f-  b  y^ -^  =  ^  V*b);    von 

x=y/—  bis  x=  00  nimmt  dagegen  ax-| (also  auch  z)   fortwährend 

zu  und  zwar  von  2 Vab  bis  oo  .     Demnach  muss  z  gehen :  erstens  abneh*- 
mend  von  z=  co  bis  z=2yTb  Ix  von  Null  bis  V~~}»  zweitens  zuneb-- 

mend  von  z  =  2\/äb  bis  z  =  oo  (x  von  \/~  Ws  oo). 

Soll  aber  für  z  =  oo  die  Grösse  x  =  0  seyn ,  so  ist  dies  nur  möglich, 
wenn  das  untere  Zeichen  gilt,  da  ^+s-  V»*— 4ab  für  z  =  oo  nicht  0  ist; 

^a     ^  a 

soll  für  z  =  00  die  Grösse  x  :=  oo  seyn ,  so  muss  das  obere  Zeichen  gelten. 
Deumach : 

▼on  z  =  0  bis  x  =  V^ —  •  d.  h.  von  z  =  00  bis  s  =  2\/ab  gilt  das  nntere  Zeieben, 
ron  X  =  \/-—  bis  X  s  00  ,  d.  h.  von  a  =s2V^ \k\a  a:=  cid  ^x  ^aa  f^\%7iflitf3fimL^ 


-2« 
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0 


und  man  sieht  leicht,  dass  dann  wirklich  allen  Bedingungen  Genfige  ge- 
schieht.    Somit  ist 

d.h.  gemftss  §.49,  I: 

0  tVTh 

Letzteres  Integral  lässt  sich  nochmals  umformen.     Setzt  man  nämlich 

2'— 4ab  =  u*,  Zr-^  =  u,  V«*--4ab=n,  so  sind  die  Gränzen  nach  u  :  0 

uod  CO ,  so  dass 

00  00  00 

I  0  0 

/tn 
f(acosx-|'bsinx)dz  umzuformen,  wobei  a  und 

b  positiv  sind. 

Setzt  man  acosz-|~bsi"^=z,  so  wird,  wenn  —  =:tg^,  z  ein  Maximum 

erreichen  fftr  x  =  ^  r<  yj,  und  alsdann  =V»*+P  seyn,   während  für 

x=7r-|-^  das  Minimum  von  z=  —  VaM-V  ist.     Sey  also  Va*+b*  =  k» 

so  ist 

X  ttetig  Ton  x  =  0  bis  x  =  ^ ,  und  hat  die  GrSnxwerthe  a  und  k , 

X  stetig  von  x  =  ^  bis  x  =  ii-\-Q*  und  hat  die  Grinxwerthe  k  und  — k , 

X  stetig  Ton  x  =  *-\-Q  bis  x  =  2«,  nnd  hat  die  Gr&nzwerthe  — k  nnd  a. 

Ferner  ist  z  =  acosx"{-bsinx  =  a[co8x--t-tg^sinz]  =  *  ^vg— ^;^  cos(^— x) 

icosg   8z 1 1 cosp , cosg 

a     *8x""bcosx — asinx~~ii[tgpcosx  — sin^J^asinCp— x)"~  ~"   \/       x'eos'o 

=±  ^  Hier  gilt  das  obere  Zeichen  von  x  =  0  bis  x=:^,  und 

x=:ff-|"?  ^i®  x  =  2ir,  da  dann  sin (^ — x)>0;  vonx  =  ^  bis  x=:7r+^ 
gilt  das  untere  Zeichen.     Man  hat  also 

f(aco8xH-bsinx)8x= /f(acosx+biinx)8x+  /  !(ikco»x-V>>»Viiüi^i. 


1 90  Umfonnimg  toh  /  f  (tin2x) eoi z 8  z. 


I 


+  /f(acoix+biinx)8x 

— k 


/'  f(i)coie8«     __  r    f(i)cotg8i  /*    f(x)coif8i 

»  k  -k 

^    /f(,)cos,8,  Ax)co,e8E     ^^/f(.)co.p8.  ^  ^^  j 

-k  -k  -k  j 

Da  zcos^<af  weil  C08^=  Yj>80  8eyzcos^  =  asiny,  al80r-  =  — —    ; 

=:kcos9),  so  sind  die  Gränzen  von  y :  —  -^  ond  +y»  und  da  z  =  k8in9, 
so  ist  endlich 

f(acotx+bsinx)8x  =  2/^  *f(ktinf))8»i.  k  =  Va»  +  b«. 

0  ""7 

ff 

X.  Ist  das  Integral  /     f(flin2x)oo8x8x  rorgelegt,  so  hat  man  (§.49,  II): 

5  *  * 

/     f(8in2x)cosx8z=  /     f(iin2x)eosx8x+ /     f(si&  2  z)ooss  8  z. 
0  0  "7 

Da  aber  sin2x  too  x=-t-  bis  x  =  -ö~  ganz  dieselben  Wertbe  hat,  wie  siB2z 
Ton  3^=~4'  l>i^  0,  und  dessgleiehen  oosz  Ton  x  =  -7-  bis  -ä'  dieselben  Werthe  wie 
sinx  Ton  x=-t-  bis  0,  so  ist 

/     f(sin2x)cosx8x  =  /     f(fin2x)8inx'8x, 

was  man  auch  findet,  wenn  man  z=  -ä —  2  setzt.     Also  : 
«  ir  IC 

/'f(sio2x)coBx8x=  /  ^f(sm2x)(cofx+iiDx)8x=  /  ^f (iiD2x)  Vi  +8ifi2x  8x. 
0  «^0  •'0 

Man  setze  nun  8in2x=cos'z,  was  man  darf,  da  sin 2 x  immer  positir  istTon 

0  bis  -T-  für  X ,  so  ist 

n    8z  8z  sinscots 

cos2zt-  = — sinxcosi,     r--= r — . 

ds  8x  cos2z 

Die  Grosse  cos2x  ist  positir  ron  x=:0  his  x  =:-2~t  >lso  ist 
8z  sinxcoss  sioxcosx  sfaitcosz  eest 


Ö«  Vi  —  sl.  *2z  Vi  — cos*i         Vi  — «»^«  Vl+«>i*f  Vl-|-€o«*i* 

und  mithin 
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I    f(tin2z)eotz8zs^  /    -^ \\ — : ; =  /     f(oos'i)o<»sat. 

J  J  n  VlH-«oi»i  / 


fr 


wdiB  y  *f(iplB2iOMfz8z=s  A'f(eoi'z)eotz8z. 

XI.  Es  ist  aUgemein 

f(s+li)-f(s)=y%(z)8z. 
Setit  man  hier 


x  =  a-|-h — i,^— =  — 1,  «.fonhliiiO, 

o  I 


f(z)8z=— /    f(a+h— «)8t  =  /    f(a+h— i)8x. 

Aber  (§.49,  V  und  §.36)  : 

/f(a-}-h— •)8i  =  if(a+li-«)+ /*if'(»+h— t)8i, 

/f(a-fh  —  i)8i  =  hf  (»)  +  /*  «r(a-}-h— t)8i; 
0  •/  0 

y'.r(a+h-i)8t=yf'(a+h-i)+y'-^*f>(a+h-i)8., 
y*\r(a+h-t)8i=yV'(a)4y'^''-|-^V 


f 
Demnach 


h»  __  .    h»   ._  .  h 


f(a+«--fW=hf(a)+-|-^'(i)  +  ^fV»)+...  +  2X:;;;A^^ 
Da  z*  von  z  =  0  bis  z=h  immer  dasselbe  Zeichen  behält,  so  ist  (§.49, 

f  0 

Die  Grösse  9  ist  zwischen  0  and  1;  also  eben  so  1 — 9.     Setzt  man 
Malb  kurzweg  9  f&r  1—9,  so  ist 
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Dass  dieser  Satz  nichts  Anderes  ist,  als  (27)  iü  §.  16  bt  ganz  omnit- 
telbar  ersichtlich,  so  dass  dieser  wichtige  Satz  hier  in  einer  yom  Frfiheren 
ganz  unabhängigen  Weise  abgeleitet  ist  Die  Voranssetzong ,  die  wir  dabei 
machen  müssen,  ist,  dass  f*"^*(a-|-h — z)  endlich  sey  von  z  =  0  bis  z=h, 
d.h.  f^'^^(z)  endlich  von  z  =  a  bis  z  =  a4~l^»  da  sonst  das  bestimmte  Inte- 
gral nicht  zulässig  wäre. 

Man  kann  dem  Restgliede  noch  eine  andere  Form  geben.     Nach  §.  48, 
Formel  (44)  ist  auch 

f^'^\»+h-  z) 8x  =  h  .  (eh)*«^''"*(»+h— eh) , 


ih 

a 
z 
0 

also  wenn  man  1  —  0  für  6  setzt: 


/ 


/ 


z''f""^*(a+h— z)8i  =  (l  — e)'h*"'"V'*'%+eh).    nad 

0 

f(.+h)  =  f(a)+-^f  (»)+ j^f'(»)+...+-J!— A«)+^^7t^  \  -<^'^*(m+eh). 

Diese  Formel  ist  dieselbe  mit  (27')  in  §.  15. 
Xn.  Gesetzt  man  kenne  die  Summen  der  beiden  Reihen 

A+Bx-|-Cx*4- =X, 

A'+f+§+ =X'. 

wo  X  und  X'  Funktionen  ron  x  sind ,  so  erhält  man ,  indem  man  beide  multipliiirt, 
eine  Reihe ,  in  der  Glieder  mit  negativen  und  mit  positiven  Potenzen  ron  x  rorkoiifr- 
men,  so  wie  eine  Anzahl  Glieder,  die  kein  x  enthalten.  Diese  letzteren  sind  ofl^nbsr 

AA'+BB'+CC'+ 

während  die  ersteren  die  Form --;;- ,  die  zweiten  ßn   haben,  wo  n=  1,  2,  .  .  . .  ifi 

z 
Man  hat  also 

XX'  =  AA'+BB'+CC'+ +S-^  +  S/?x*  , 

X 

wo  die  £  die  Sununen  der  Glieder  erster  und  zweiter  Art  bezeichnen.     Man  setst     | 
nun  hier  (§.  17)  j 

x  =  coss-|~isin>  und  x  =  coss— i  int,  * 

wodurch  XX'  zu  Z  und  Z'  werde,  so  ist  wegen 

=coiiiz4lismnz,  (cosz+isins)    =:Cosns  +  isi]inz: 

(cosz  +  isinz) 
Z  =  AA'+BB'4-  .  .  .  +Sa(co8nz  — i8innz)+Zi?(co8nz+i8inni), 
Z'  =  AA'-f-BB'H-  .  .  .  +i:o(co8iiz+i8innz)  +  2:/?(cosnz  — Ishini), 
also  Z  +  Z'  =  2(AA'-|-BB'4-  •  •  .)+2Sacoinz+22:^cosni, 

und  folglich  da 


j: 


C08Dlds  =  0, 


AA'+BB'+CC'-H  .  .  .  .  =  ^ /''(Z+ZO  Öl. 

Termittelst  welcher  Gleichung  die  Summe  der  (endlichen  oder  unendlichen)  Reib' 
erster  Seite  gefunden  wird. 

A  am.     Wir  bähen  bei  den  hier  nutgetheüUu  Be\ipV«\«a  kua«i  dixtnf  (esebea ,  din  ^ 


KoBv«igmit  luendlicher  R«iheo.  193 

mte  Integration  ansgefilhrt  werden  konnte,  so  dau  also  das  bestimmte  Integral  nnter 
ener  Form  ertehien.  Es  Tersteht  sich  jedoch  von  selbst,  dass  man  von  der  in  S.  46 
nen  Integration  mittelst  unendlicher  Reihen  unbedingt  Gebrauch  machen  darf,  unter 
usetEung,  die  erscheinende  Reihe  sey  konrergent     So  wflre 

8« ^  r*     8i  1    ,  r^    x»8i        1.8  ^  r*   x^sx 

—  e»x»)(l  -  e»x«)"V  ^  Vrr^»     2  *  y  ^  y TZTiv     2 . 4 * /  ^  Vi^*"i"* 

+ 

ie  noch  ToriLommenden  Integrale  leicht  zu  bestimmen  sind. 

gekehrt  Usst  sich  aus  bestimmten  Integralen  auch  auf  die  KouTergenz  unendlicher 

in  Rückaehluss  machra.     Sey  nAmlich 

U4+u,-t-u,-|- (a) 

idllehe  Reihe ,  in  der  wir  Toraussctzen ,  dass  von  dem  Gliede  u^  an  (wo  m  beliebig 
D  kann)  alle  Glieder  positiv  sind  und  von  da  an  abnehmen.  Da  u,^  eine  Funktion  tou 
ird,  ^9  wir  =  f (n)  setzen  wollen,  so  heisst  die  Reihe  auch 

f(l)+f(2)  +  f(3)+ (aO 

ird  dieselbe  konvergiren,  wenn  f(m)-}~f (in-|'l)'l~  *  •  •  •  endlich  ist;  divergiren,  wenn 
sse  unendlich  gross  ist     Gesetzt  nun,  f(z)  sey  eine  stetige  Funktion  von 
da  f(z)  abnimmt  mit  wachsendem  z,  für  b^a  nach  §.  48,  Formel  (44): 

)8x  =  (b  — a)f[a+e(b  — a)J,  d.  h.  /  f(x)8x>(b  — a)f(b)  und  <(b— a)f(a). 

list 

(x)8x>f(m+l).  /  f(i)8x>f(m+2).  /  f(z)8x>f(m-}-3) 

<f(m).  <f(in+l),  <f(m+2) 

)]gt,  wenn  man  %,  49,  II  beachtet : 

:x)8x<f(m)+f(m+l)  + /  f(x)8x>f(m  +  l)+f(m+2)  + 

&eh  /  f(x)8x  endnch,  so  ist  es  auch  f(m-hl)+f(m  +  2)+ d.h.  die  Reihe 

eigirt;  ist/ f(x)8x  unendlich,  so  ist  es  auch  f(m)-f-f(m+l)+ *  d.h.dieReibe 

giri- 

j.B.f(n)=--,soi8t  A      —  =  r — -. j^~^ Z'^l^i'    ^***»«' Z=i 

unendlich  ist,  dagegen  0  für  a>l ,  so  konvergirt  die  Reihe 1 — --{ — -+  .  .  . . 

1        2       8 

,  divergirt  für  a<l.     Für  a=l  ist  /  — =:l(x),  wasfür  x=QC  zu  00  wird,  so 
Reihe  noch  divergirt  für  a=I.     (Vergl.  «Gmndzüge**  S.  26.) 
(n)=:— ,soist /^^8x  =  iDW]*.  ▼•Ic*»«  Grösse  für  x  =  GO  zu  00  wird,  so 

onendliehe  Reihe -t^+^+  •  •  •  divergirt     Das  unendliche  Produkt  y2.yS  . 

1  2 

.  .  ist  also  unendlich,  da  sein  natürlicher  Logarithmus,  gemäss  dem  Gefundenen, 
1  ist.  • 
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§51. 

Setzt  mau  ■ =  ^y,  und  ist  f(x,  y)  eine  Funktion  der  zwei  unab- 
hängig Veränderlichen  x  und  y,  so  ist  nach  §.  48  die  Grösse/    f  (x,  y)3y 

der  Werth  von 

^y[f(x,«)+fU.  «  + Jy)  +  f(x,  a+2Jy)-\- . . . .  +  f(x,  ^-  Jy)] 
mit  unendlich  abnehmendem  J\\  d.  h.  mit  unendlich  wachsendem  n.  Daraai^ 

folgt,  dass  wenn  -'~^-=J\,  die  Grösse/   9x  /    f(x,y)9y  der  Werth  von 

JxJy[f(a,o)-|-f(a  +  Jx.a)4-f(a-h2Jx.a)-t-...4-f(b— Jx,a)] 

+  JxJy[f(a.a4-Jy)+f(a-hJx.a-|-Jy)+f(a+2Jx.a  +  Jy)  + 

-i-f(b— Jx.  a-l-Jy)]  W 

+  JxJy[f(a,a4-2Jy)-l-f(a-i-Jx,a  +  2Jv)-|-f(a4-2^x,o+2Jy)  + 

+f(b  — Jx.a*-}-2Jy)] 

+  JxJy[f(R„*— Jy)  +  f(a-|-Jx,,i-Jy)-|-f(a+2Jx,/*— Jy)+ 

+  f(b-Jx.f*-Jy)J 
mit  unendlich  abnehmenden  J\  und  Jy  ist.     Die  Grösse  (a)  lässt  sich  je- 
doch auch  in  folgender  Weise  schreiben  (indem  man  horizontal  statt  vertikal 

ordnet) : 

JxJy[f(a,o)i-f(a,o+Jy)  +  ...-hf(a./*— Jy)] 
+  JxJy[f(a-hJx.a)-f-f(a+Jx.a  +  Jy)-i-...+f(a-hJx,f*— Jy)]  (»') 

-t-JxJy[fCb  — Jx,o)-rf(b-Jx,o+Jy)+...-hf{b— 4x./*  — iiy)] 

und  kommt  jetzt  auf  /  9y/  f(x, y) 9 x  zurück.  Aus  der  Vergleicbung  der 
Grössen  (a)  und  (a')  folgt  ganz  unmittelbar,  dass 

ex  /   fCx.y)ey=  /   ey/   f(x,y)8x  (48) 

seyu  wird.  Dabei  ist  jedoch  wesentlich  vorausgesetzt,  dass  die  Grössen  a, 
b,  a^ß  von  x  und  y  ganz  unabhängig  .^eyen,  so  wie  dass  f(x,y)  innerhalb  der 
Integrationsgränzen  endlich  sey.  Was  nun  die  Auswerthung  einer  solchen 
Grösse  anbelangt,  so  ist  wohl  klar,  dass  wenn 

f(x.y)8y=F(x),  (b) 

a 

man  haben  werde: 

y)öy  =  Gr.Jx[F(a)+F(a+Jx)+...+F(b-Jx)],  (b') 


V    a 


fr/y 


indem,  wie  man  leicht  sieht,  für  ein  unendlich  kleines  Jy: 

F(a)  =  Jy[f(a,a)+fra,a-|-Jy)+...-|-f(a./9— Jy)], 

•     F(b-Jx)  =  Jy[f(b-^x,o)+f(b— Jx,«+Jy)  +  ...  +  f(b-Jx,^-.Jy)J, 
woraus  dann,  nach  (a'),  die  (b')  folgt.     Demnach  ist,  wenn  (b)  richtig  ist: 

•  Ax/f(x.y)8y=yF(x)8x. 

Gesetzt  also  (§.  47)  es  sey 
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y8iyf(i.y)8y  =  F(x,y)-h<p(x)+v(y),  (c) 

wo y(x)  und  y;(y)  willkärliche  Ftinktionen  von  x  und  y  sind,  so  ist 


y8xyf(x.y)ey  =  F(x,^)-F(x,a)+V'W -•/'(«). 
andalio  /exy    f(x,y)8y=  F(b,,y)  — F(b,a)  -  F(a.,y)-hF(a.o).  (cO 

was  man  auch  in  folgender  Weise  ableiten  kann.     Aus  (c)  folgt : 
da  (f'(\)  von  y  unabhängig  ist.     Daraus  folgt  : 


yexy*f(x,y)8y  =  F(x,^)-F(x.a)4-.^(y), 


.b        .^ 


/'■/: 


"% 


f(x.y)öy=F(b./y)  — F(b,a)  — F(a,rt-t-F(a.o;,  (c') 


da  ^(y)  von  x  unabhängig  ist 

Man    kann    also   sagen,  es    sey    das    doppelt    bestimmte   Integral 

/  dxj   f(x,  y)9y  eine  Summe  von  Elementen  der  Form   JxJyf(x,y), 

wenn  x  und  y  alle  möglichen  Werthe  zwischen  x  =  a  und  x  =  b,  so  wie 
y  =  a  und  y=ß  annehmen,  wobei  die  x  um  (das  unendlich  kleine)  Jx,  die 
yiim  Jy  wachsen. 

Es  kann  sich  aber  ereignen,  dass  die  Gränzen  für  y  nicht  konstant  nach 
X  (oder  umgekehrt)  sind.  Jn  diesem  Falle  hat  man  eine  Grösse,  die  man 
durch 

8x/  f(x,y)8y  oder  /   8y/   f(r,y)cx  (d) 

Wzeichnen  würde.  Was  die  Bedeutung  dieser  Grössen  anbelangt ,  so  mag 
es  genügen,  die  der  ersten  zu  erläutern.  Denken  wir  uns,  es  nehme  x  alle 
möglichen  Werthe  von  x:=a  bis  x  =  b  an,  wo  wir,  der  Bequemlichkeit  wegen 
(§.48),  X  um  gleiche  (unendlich  kleine)  Differenzen  ^x  wollen  wachsen  (oder 
abnehmen)  lassen,  so  werden  y(x)  und  \p{x)  jeweils  auch  verschieden^ 
Werthe  annehmen.     Gesetzt  nun  in  den  Grössen 

f(a,y),  f(a-|-Jx,y),  f(»+2i4x,y) f(b  — Jx,y)  (e) 

'asse  man  y,  in  der  ersten  von  y  (a)bis?/;(a),  in  der  zweiten  von  y(a+^x) 
bb  t^(a-|-^x),...,  in  der  letzten  von  y(b---^x)  bis  i/;(b — Jx)  durch  un- 
endlich kleine  (etwa  gleich  grosse)  Unterschiede  wachsen ,  summire  dann  all 
(^ie  Grössen ,  die  so  aus  der  ersten  (e)  entstehen,  und  multiplizire  die  Summe 
Qiit  dem  Unterschiede ,  um  den  y  gewachsen ;  eben  so  verfahre  man  fUr  die 
zweite  der  Grössen  (e),....  und  fiir  die  letzte;  die  Summe  all  dieser  Sum- 
men, mit  Jx  multiplizirt,  ist  die  erste  der  Grössen  (d).  Geht  also  y  von 
9(a)zu  t^(0  durch  d\e  unendlich  kleinen  Unterschiede  e^^  ^^^  ^V.^'V^^ 
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bis  i/;(a-|-Jx)  durch  t,» >  von  y(b — Jjl)  zu  ^(b  —  Jx)  durch  e^,  «^o 

ist 

y)8y  =  e,Jx[f(a.<p(a))+f(a.<p(*)+«i)+...+f(a,^(»)-«J] 


bx/  f(x. 


+«,Jx[f(a+Jx,^(a+^x))  +  f(ai-^lx,  •i(»+^x)  +  «,)-f 

-|-f(a+/Ai.^(a+ Jx)  — ff,)]-f 

;  (0 

-h«^Jx[f(b-Jx.  iii>(b  — ^x))+f(b-Jx.»(b-Jx)+e,)+ 

+fib-Jx,  v^Oj-Jx)  — «„)]. 

Was  die  Auswerthung  eines  solchen  Integrals  anbelangt ,  so  ist  leicht 
ersichtlich,  dass  wenn 

f(x,y)8y  =  F(x), 
man  haben  werde : 


/: 


8x/  f(x,y)8y  =  /  F(x)8; 


da  wie  man  leicht  sieht,    die  Grössen  ^xF(a),  -^/xF(a-{-^x), , 

^xF(b  —  Jx)  geradezu  die  einzelnen  Zeilen  des  Ausdrucks  (f)  sind. 

Hiebei  ist  klar,  dass  die  Ordnung  der  Integration  nothwendig  vorge- 
jschrieben  ist ,  und  man  davon  nicht  abgehen  kann ,  während  nach  (48)  bei 
konstanten  Gränzen  diese  Ordnung  ganz  willkürlich  war. 

Was  man  unter  drei-  oder  mehrfachem  bestimmtem  Integrale  zu  ver- 
stehen habe,  ist  hiemit  wohl  klar,  so  dass  es  einer  weiteren  Erörterung  nicht 
bedarf.  So  lange  dabei  die  Integrationsgränzen  konstant  sind,  ist  die  Ord- 
nung der  Integration  eine  ganz  willkürliche. 

Es  wäre  jedoch  auch  denkbar,  dass  in  einem  bestimmten  Doppelinte- 
grale (d)  die  Ordnung  der  Integration  willkürlich  wäre,  d.  h.  dass  jnan,  statt 
zuerst  nach  y  und  dann  nach  x  zu  integriren,  auch  in  umgekehrter  Ord- 
nung verfahren  könnte ;  nur  müssten  in  diesem  Falle  die  Gränzen  f&r  x  ak 
Funktionen  von  y  gehörig  bestimmt  werden.  Es  ereignet  sich  dieser  Fall 
namentlich  bei  geometrischen  Anwendungen.  Allgemeines  lässt  sich  hier- 
über Nichts  aussagen.     Dasselbe  gilt  von  einem  dreifachen  Integrale 

8x/    8y  /   f(x,y.z)8x, 

in  dem  9)(x),  \f>{\)  Funktionen  von  x,  9)^(x,  y)  und  ^^(x,  y)  Funktionen  von' 
X  und  y  sind.     Doch  muss  hier  der  spezielle  Fall  maassgebend  seyn. 

Findet  man  jedoch  bei  veränderlichen  Gränzen  einen  Anstand,  so  lässt 
sich  ein  jedes  doppelt  bestimmte  Integral  leicht  in  ein  anderes  verwandeb, 
dessen  Gränzen  konstant  sind.     Sey  nämlich  das  Integral 

ffey)8y 
i 

vorgelegt,  wo  $  und  ^Funktionen  von  x  sind,  so  hat  man,  dem  Obigen  ge- 
mäßs,  zuerst  die  Grösse 


M 
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ly^' 


bei  der  x  konstant  ist,  2a  ermitteln.     Man  setze  nun  hier  (S.  49): 
so  sind  die  Gränzen  f&r  z:  0  und  1 ,  und  demnach 


MdlM 


/*8x  /*f(x,y)8y=/'(r-ö8x/*f[x,^+(r-öy]8y  (g) 


seyn  wird ,  wodurch  der  Zweck  erreicht  ist.   In  dem  letzten  Integrale  ist  nun 
flie  Ordnung  der  Integration  eine  willkürliche. 
Setzt  man  hier  ^  =  0,  so  ist 

f  8 X  /  f (x. y) 8 y  =/ 18 tJ  f (x, ty) 8 y.  (g) 

Danon  A(x,y)8y=y   f(x.y)8y-y  f(x.y)8y. 

so  folgt  ans  (g),  dass  aach 

8x  /  f(x,y)8y=/  t8x/  f(x.ty)8y-/  i8x/  f(i,^y)8y  (h) 

lej.  Dieser  Satz  fQhrt  oft  leicht  zur  Auswerthimg  mehrfacher  Integrale.   So  ist  z.  B. 

r  V^?^«  r  1  r 

y    yvr«-x«-y«  y^        yyr»-x'-(f»-x«)y»  y  "^ 

/  8y A^X  8y        /V^^^^^ex/      ^^        = 

y  vr»-xMr'-rx)y«  y  y  Vi-y«  y  V'-«  yvr+»-'y* 

0  0  0  0.0 

0  «  •  0  0 

Vr/«  y[2  VZT^^- 2  Vr"^^] ^'^-^rf  (V^:^ -  VT=?) 8 y  ='^ 

Dass  man  ähnliche  Sätze  für  dreifache  Integrale  aufstellen  kann ,  ver- 
steht sich  ganz  von  selbst.  Eben  so  lassen  sich  viele  der  Sätze  in  §.49 
ganz  unmittelbar  auf  mehrfach  bestimmte  Integrale  übertragen.  FQr  den 
Aogenblick  mag  es  für  uns  hauptsächlich  von  Wichtigkeit  seyn,  zu  bemerken, 
dass  die  Be/stimmung  (Auswerthung)  eines  vielfachen  bestimmten  Integrals 
immer  anf  eine  mehrfach  wiederholte  einfache  Integration  zwischen  bestimm- 
ten Gränzen  zurückkömmt. 
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§.  52. 
I.    Sey  P  eine  bekannte  Funktion  von  x  und  y  und  man  wolle  ii 
bestimmten  Doppelintegrale 

P8y  (a) 


an  die  Stelle  von  x  und  y  zwei  neue  unabhängig  Veränderliche  u,  t»  e 
ren,  welche  mit  x  und  y  durch  die  Gleichungen 

x  =  ^(u,v),  y  =  ^(u,v)  (b) 

zusammenhängen,  welche  Gleichungen  sicher  allgemein  genug  sind,  d 
ja  immerhin  x  und  y  muss  durch  u  und  t^  ausdrücken  können,  wenn  ma 
durchfährbare  Umformung  haben  will.  In  dem  Integrale  (a)  setzen  \ 
Gränzen  als  konstant  voraus,  und  wie  immer  die  Grösse  unter  den  Int 
Zeichen  endlich  innerhalb  der  Gränzen  der  Integration. 
Betrachten  wir  nun  zuerst  das  Integral 

P8y,  (c) 


50  ist  in  demselben  x  als  Konstante  betrachtet;  wollen  wir  statt  y  die 
änderliche  v  einfuhren,  so  werden  wir  aus  (b)  die  Grösse  u  bliminirei 
die  Gleichung  zwischen  y  und  v ,  in  der  freilich  auch  noch  das  konst 
vorkommt,  zu  erhalten.     Gesetzt  diese  Gleichung  sey 

f(x,y.t;)=0,  (d) 

so  werden  die  Gränzen  «',  ß'  von  v  ans  den  zwei  Gleichungen 

f (x, a. «')  =  0 .  f (x, /?. |9^)  =  0  (d) 

zu  entnehmen  seyn.  Ist  es  möglich,  von  x  unabhängige  Werthe  ' 
und  ß^  aus  diesen  Gleichungen  zu  erhalten ,  so  hat  man  (§.  49) 


(e) 


wOg^  aus  der  Gleichung  (d)  zu  ziehen  ist     Aber  die  (d)  entsteht, 

man  in  der  zweiten  Gleichung  (b)  dfe  Grösse  u  durch  den  Werth  ei 
den  sie  in  der  ersten  hat;  denmach  wird  auch  u  als  eine  Funktion  voi 
behandeln  seyn ,  während  x  konstant  bleibt     Man  hat  also 

8y  _8i[' 8n  ,  e^r  q  _  ÖJ?  8o  .  8«^ 
8t; ""8  0  8t;"'~8v'   ^  8u  8t;  '8v* 
8^  8^  8y  .  8y  8» 

1   öo     ^^  j  8y     8n8v"*"8v8ü    ,,   ^„    .  ,v 

^'^^  8^;  =  — eT'  ^^  8^  = 8^ '  "^^^^^^^  ^^^^^^  ^°  (^)  ' 

8a  8n 

führen  ist ,  und  dann  y  und  u  nach  (b)  zu  ersetzen  sind.  Geschieht  di 
ist  die  Grösse  (a)  gleich 

V8v  8u      8u  8t;J     ^  ^    ^ 

8^ ^^'  <»') 

8a 
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and  da  hier  wieder  die  Gränzen  konstant  sind,  so  kann  man  die  Ordnung  der 
Jotegration  ändern  nnd  also  zuerst  nach  x  integriren.  Betrachten  wir  nun- 
mehr das  Integral 

»b 

e^ PÖ*'  <«) 

8a 

und  drücken  in  demselben  (es  enthält  nur  x  und  r),  da  r  konstant  ist,  x 
durch  u  aus ,  so  wird  die  erste  Gleichung  (b)  geradezu  den  Zusammenhang 

itischen  x  und  u  geben.     Aus  ihr  folgt  t-  =  ^  •  also  wenn  z,\  h'  aus 

°  '^    8u     8u 

a  =  f>(a'.v),  b  =  ^(b'.v)  (0 

bestimmt  werden ,  und  man  von  v  unabhängige  Werthe  von  b  und  b^  daraus 
erhält ,  so  ist  (a)  = 


J  \^v 


8^85^8^  h9\ 
8ü8ii     8n  8t;J 


P8u. 


also  endlich ,  wenn  man  die  Ordnung  der  Integration  nochmals  umkehrt : 

y:-y/"=y»-yjG-:.'-:-H?i)«-  <« 

VC  y  und  x  durch  u  und  v  nach  (b)  ausgedrückt  werden ,  und  die  Gränzen 

aas  (d')  und  (f)  unabhängig  von  x  und  v  gefunden  werden  müssen.  (Vgl. 

abrigens  tll.) 

II.  Es  kann  sich  nun  ganz  wohl  ereignen ,  dass  (d^)  keine  konstanten 

Werthe  von  o'  und  ß*  liefern.     In  diesem  Falle  drücke  man  in 

»b 

P8x 


/ 


\  durch  V  aus ,  suche  also  zf  und  b'  zu  bestimmen  aus 

f(a.y,a')  =  0,  f(b,y,bO  =  0  (g) 

und  zwar  unabhängig  von  y;  alsdann  ist 


1  /r-'ffr." 

l  dl 

Die  Grösse  r-  bestimmt  sich  aus: 

8v 


Svrev"*  80  bv*      ''8v"*"8n  8v* 


^'"'1/ 


(8^  8^__8«&  8^"| 
8v8a     8a8vJ, 


MdiM  /P8i=     I         ^  ^ -bv, 

8Ü 

/8x/p8y  =  /8v    /       Vev8n      811  8_tJ  ^^ 

J  8u 
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Betrachtet  man  hier  zuerst  wieder  die  Integration  nach  y  (wo  v  \ 
frtant  ist)  und  drücke  y  durch  u  aus,  so  bestimmen  sich  a^/9'  aus 

unabhängig  von  v,  und  —=—,  so  dass  jetzt: 

WO  y  und  x  nach  (b)  ersetzt  werden;  a'  und  b'  aus  (g),  a', /?'  ans  (g') 
abhängig  von  y  und  v  gefunden  werden  müssen.  (Yergl.  übrigens  HI.) 

Wir  haben  zuerst  jeweils  v  eingeführt;  dies  war  willkürlich.  A 
da  es  gleichgiitig  ist,  weiche  der  neuen  Veränderlichen  v  heisse,  so  si 
die  seyn ,  die  uns  in  dem  einen  der  zwei  Fälle  zur  Ermittlung  der  Grä 
führt,  wenn  man  sie  aus  (b)  eluninirt.  Rann  man  aber  die  Gränzen  in 
nem  der  obigen  Fälle  in  der  verlangten  Weise  finden,  so  ist  die  Dmfon 
mittelst  der  (b)  nicht  zulässig. 

Sind  a  und  ß  Funktionen  von  x,  und  kann  man  aus  (dO  Werthe  vc 
ß*  finden ,  die  konstant  sind ,  so  wird  alles  Obige  immer  noch  gelten. 

1.)  Um  das  Gesagte  zu  erläutern,  wollen  wir  uns  das  Integral  (§.  62) 


n-r--' 


8y 


0     «^    0 

vorlegen  und  setzen  x=u,  7=uv,  so  ist  die  (d):  y — xv=0,  während  di 

Sind:  0  — xa'  =  0,  ao  — xj8'=0,  woraus  (da  x>0)  a'  =  0,  j5'=00  folgen. 

8^  89)  8^  89) 

sind  die  (f):  0  =  a',   CX)=b';  femer  f^  =  ^f  8ä~^'  8ä~'''  8v^^^*    ' 

nach  (A): 

/?x/^.-<'+''>8y=/T./1',-<'^-n.. 
2.)  Legt  man  uns  eben  so  das  Integral  (§.  105) : 


<-')r 


vor,  und  setzen  wir  wieder  x=u,  y:=uv,  so  ist  die  (d):  y — xv=0,  also  die 
(a  — r)^— «'3t=0,  (a+r)^ — i5'x  =  0,  denen  durch  a'  =  ^-j^,  j5'=^ 
abhäniricr  von  x,  genügt  wird;  die  (f)  sind  0=a',  h=b',  so  dass  also  nach  0 


I  8x/      P8x  =  /  u8tt/    P8v, 

0        (•—r)—  0  ^-r — 


WO  in  P  die  X  und  y  durch  u  und  uv  zu  ersetzen  sind. 
3.)  Wir  wollen  femer  das  Integral 


/»QO      /*Q0 


8x/  f(x»+y»)8y 
0    »^  0 
untersuchen,  indem  wir 

x  =  ae(»stf,  y  =  usinv 
setzen.     Die  (d)  ist  hier  y — xtgt;  =  0,  also  wenn  wir  die  (g)  anwenden,  und 
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halb  die  (d)  unter  die  Fonn  yooigv  — x  =  0  setzen:  ycotga'  — 0  =  0»  yootg  b' 
-Q0=0.  wonuiia'=y;  b'  =  0;  die  (gO  sind  jetit  0=:a'8inv,   (x>=ß'Binv, 

alsoa=0,  fr=QO;  ^=--usmv,  ^=cosv,  r-=uco8V,  ^=sinv^  z- r-^ 

öw  'on  ov  'dn  8v8u 

6^  89) 
Tv  8^=—^*  *^  ^  x»+y»=n»: 

00        00  •  00  «00 

J  8xyf(x»+y»)8y  =  — y  8»^  VL((vL^)dn=J  IvJ vL((n*)dn, 

•         0  *    9  00 

t 

().]i.da/  80  =  -^,  indem  af(u^  yon  v  nicht  abhängt: 

yT iy^x«+ yO  »y  =  ^ /nf  (n»)  8  n. 

8  n  1 

Setzt  man  hier  noch  a'=x,  also  u  r—  = -;r ,  so  ist  (§.  49) 

J^xJtiz^-i-j^dj^^Jmbx.       (h) 

m.  Wfirden  in  den  Gleichungen  (d^  zwar  für  a'  und  /?'  von  x  unab- 
hängige Werthe  folgen,  dagegen  aus  (f)  für  a^  b' Funktionen  von  v,  so  hätte 
man  inunerhin : 

WO  aber  die  Ordnung  der  Integration  nunmehr  vorgeschrieben  wäre. 

Eben  so  wenn  aus  (g)  für  a^  b'  konstante  Werthe  folgen ,  aber  aus  (gO 
Funktionen  von  v  für  <r^,  ß\  so  ist 

IV.  Wir  wollen  nun  annehmen ,  man  lege  uns  das  dreifach  bestimmte 

Integral  ** 

P8z  (i) 


V     %     %/    4'    •/    ^" 


vor,  in  dem  P  eine  bekannte  Funktion  von  x,  y,  z  ist,  und  worin  a,  b,  a^  b^ 
^'\h"  bekannte  Konstanten  sind,  und  man  solle  für  x, y,  z  drei  neue  Verän- 
derliche n,  V,  w  einfuhren ,  die  mit  x,  y,  z  durch  die  Gleichungen 

x  =  <[)(u,»,w),  y  =  ^^(u,v,w),  z  =  6(a,v,w)  (k) 

zusammenhängen ,  wo  y,  xf),  G  bekannte  Funktionen  sind. 

Da  die  Integrationsgränzen  in  (i)  konstant  sind,  so  ist  die  Ordnung  der 
Integration  eine  ganz  willkürliche.    Wir  wollen  desshalb  annehmen ,  man  in- 
.tegrire  nach  z  zuerst,  wie  es  auch  in  (i)  gemeint  ist,  betrachten  also  zu- 
nächst das  Integral : 


P8z. 
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io  welchem  wir  nun  z  durch  w  ersetzen  wollen.   Dabei  smd  x  und  y  als  Eou- 
stanten  angesehen.   Eliminiren  wir  nun  aus  den  Gleichungen  (k)  die  Grössen 

u  und  t;,  so  erhalten  wir  etwa  die  Gleichung 

f(x,y.«.w)  =  0,  (kO 

und  gesetzt  nun,  man  erhalte  aus  ihr  rürz  =  a",  und  z  =  b"  die  Werthe 

w  =  a",  w=/^',  unabhängig  von  x  und  y,  d.h.  man  könne  «",/?"  ans 

f(x,  y,  a". «")  =  0,  f  (x.  y,  b".  /?")  =  0  (k") 

bestimmen ,  so  ist  (§.  49) 

WO  r—  aus  (kO  zu  ziehen  ist ,  wenn  dabei  x  und  y  als  konstant  angesehen 

werden.    Da  man  aber  u  und  v  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  (k)  gezogen 

8 1  ^ 

und  in  die  dritte  eingesetzt ,  um  (kO  zu  erhalten ,  so  ist  g—  aus  (k^)  gezogen 

gleich  r-  aus  der  dritten  (k) ,  wenn  n,  v  als  Funktionen  von  w  aus  den  zwei 
ersten  folgen.     Also  hat  man,  da  x  und  y  konstant: 

8w"'8u'dw"^8v  8w"^8w'  8  u  8w"^P  v  8w"^8w*      ""  8a8w"^8  v  8w'*"8ir' 

8^  89  .  8jp  85;  8y  8y  ,  8»  8jg 

8u     "~8w8v'"8w8v        8v     '~8w8Ü'8w8u 
woraus 


8w~"      8^  8flB      8_9B  8^      *8w~"      898^      8^  8«p      * 
8^  8~i;~"8Ü  8v  8~t;  8^""8v  8^ 

und  dann 

_  80  8<^  Öy;     se  8jp  8^      80  8jp  8j^  ,  80  8V'  Ö5  1  ^^  8»8y      ee8ift8y 

8z 8n8  v8w      8  a  ev8v"~8~t;ewrn    '  8"t;8w8^  '  ew8nep      8w8t;8n 

8w"*"  898vi__b^8^ 

8v  8  ü      8^  8v 
M 

was  zur  Abkürzung  =  — ^  gesetzt  werden  möge.     Also 


'=-fhfy?-f''" 


wo  nun  z  durch  w  (mittelst  (kO)  zu  ersetzen  ist.  Da  hier  die  Integrations- 
grunzen  konstant  sind,  so  ist  die  Ordnung  der  Integration  abermals  beliebig 
Betrachten  wir  also  das  Integral 


8y, 


in  dem  x  und  w  konstant  sind,  und  ersetzen  y  durch  v.     Eliminiren  wir  nui 
u  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen-  (k),  so  erhalten  wir  etwa 

F(x.y,v,w)  =  0  (M 

und  gesetzt,  es  sey  möglich  aus 

F(x,  a'.  a',  w)  =  0,  F(x.  b',  /r,  w)  =  0  (k^O 

Werthe  von  a',  ß'  zu  ziehen ,  die  unabhängig  von  x  seyen ,  so  ist 


AM8y  =  /''^PM8y8 

y ,.  N  '  y «.  K  %« 
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wo  r^  aus  (k^)  20  ziehen  ist.     Wie  immer  hat  man  aber: 


ev 


89  80  ,  8^     8y     dnfdn.bftf     8y        8n8v''8v8a  N 


0=H^+H..   ^  =  H^+-o 


8v8w'8«'    8v     8u8»'  8v'    8v  89)  8^ 

8~ä 


lod&ss 


ist,  wo  7  und  z  durch  t;  und  w  zu  ersetzen  sind.  Da  a',  ß*  unabhängig  von  x, 
so  kann  in  dem  Doppelintegral 


/. 


8u 

_ 


die  Ordnung  der  Integration  nochmals  umgekehrt  werden ,  so  dass  wir  zu- 
nächst 

»b 


betrachten  wollen,  wo  v^  w  konstant  sind.     Bestimmt  man  nun  a,ß  aus 


$oist 


a  =  9>  (a,  V.  w),  h  =  g>(ß,v,ir),  (k^'O 

PM  ^  /    PM   ex. 


^0  —  aus  der  ersten  Gleichung  (k)  gezogen  wird,  aus  der  (bei  konstantem 

«,  w)  folgt 

8x_85P 

8ii~8tt' 
so  dass  nun  endlich 

I  8x/  bj/  Fdz  =  /   8w/  8t;/  PM8u,  (C) 

Wenn 

^8nV8t;8w      8w8  t;J"^8  v  V8w8u      8u8wJ"^8w  V8  u8  v      8v8uJ'     ^    ^ 

nnd  wo.  a",  /J''  unabhängig  von  x  und  y  aus  (k") ;  er',  ß^  unabhängig  von  x 
äus  (k^');  a^ß  aus  (k^'O  folgen.  Es  versteht  sich  hiebei  von  selbst,  dass 
o^,ß^  ganz  wohl  w,  und  a^ß  sogar  t;  und  w  enthalten  können.  Ebenso  wenn 
a",b"  nicht  konstant  sind,  man  aber  «",  /?"  doch  wie  htet  \^tlöXi^Vi^^\xKk- 
men  kann,  gelten  die  obigen  Schlüsse  noch. 
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Man  übersieht  leicht,  dass  man  auch  orsprüDglich  z  darch  v  oder  n  hätte 
ersetzen  können.     In  diesem  Falle  würde  man  ganz  ähnlich  verfahren  seyn. 
Da  wir  aber  die  neuen  Veränderlichen  beliebig  nennen  können ,  so  soll  eben 
w  die  derselben  seyn ,  die  die  Bestimmung  von  a'^  ß*'  ermöglicht.    Aehnlich 
verhalte  es  sich  mit  u  und  v.  Eben  so  hätte  man  statt  z  auch  y  oder  z  durch 
w  ersetzen  können.     Allein  auch  hier  wird  man  ganz  ähnlich  verfahren,  wie 
so  eben.     Man  ersieht  leicht,  dass,  da  man  — (k^)  benützend  —  dreierlei 
Wege  einschlagen  kann;  und  dann,  wenn  z,  oder  y,  oder  x  ersetzt  ist,  doch 
je  —  wegen  der  bleibenden  zwei  —  noch  zwei,  man  im  Ganzen  sechs  ver- 
schiedene Formen  erhalten  wird,   deren  Ableitung  keinerlei  Schwierigkeit 
hat,  und  deren  Ergebnisse  wir  nun  noch  aufzählen  wollen,  indem  wir  Obiges 
wiederholen. 

V.  Gesetzt,  man  ziehe  aus  (k)  die  (k^  durch  Elimination  von  o,  v  (w 
immer  in  der  Bedeutung  von  so  eben  genommen) ;  femer  ziehe  man  aus  Ql) 
durch  Elimination  von  u  aus  den  zwei  ersten,  oder  aus  der  ersten  and  dritten, 
oder  aus  der  zweiten  und  dritten ,  indem  auch  v  die  andere  der  neuen  Ter- 
änderlichen  seyn  soll,  die  im  Nachstehenden  zum  Ziele  führt: 

F(x,y,v,w)  =  0.  F4(x,E,v.w)  =  0,  F,(y,i,t;,w)=0,  (K') 

SO  hat  man,  wenn  M  durch  (CO  gegeben  ist  und  J  die  Bedeutung  in  (i)  hat: 

rr  r^    r^ 

1.)  J  =  /  bw/  Bv  iFMdn  (CJ 

wenn  «",/?",  <«',/?',  a^ß  unabhängig  von  x  und  y  aus 

f(x,y,a",a'0=O,  f(x,y,  b".r)=0;  F (x, a'. a'. w)  =  0.  F(r,b%/r,w)  =  0; 

bestimmt  werden  können ; 

2.)  J  =  — /  8w/ 8v/  PM8u  (C|) 

J  a"J  a  J  a' 

wenn  die  Gränzen  unabhängig  von  x  und  y  aus 

f(x,y,  a",a")=0.  f{x.y,  b".n  =0;  F(a,y,a,w)  =  0,  F(b,y.iJ,w)  =  0; 

a'  =  ^(o',v,w),  b'  =  ^(/?',v,w) 

bestimmt  werden  können ; 

3.)  J=  — /  Öw/   8v/  PM8u,  (C,) 

wenn  die  Integrationsgränzen  unabhängig  von  x  und  z  aus 

f(x,a',z,a')  =  0.  f(x.b',z./r)  =  0;  F,(x.a",tt",w)  =  0,  F4(x.bMr',w)  =  0; 

a=<[)(a,v,w),  b  =  <[)0?,»,w) 

bestimmjt  werden  können ; 

4.)  J  =  / 8w/8t;/  PM8a,  (C4) 

J  a*  J  a  J  af* 

wenn  die  Integrationsgränzen  unabhängig  von  x  und  z  ans 

f(x,a'.z.a')=0,  f(x,b',z,/r)  =  0;  F,(a,i,a,w)  =  0,  Ft(b,t,/9,w)  =  0: 

a"  =  e(a",t;,w),  V'  =  e(/r',v,w) 

bestimmt  werden  können ; 


5.) 
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/ 

8w/8v/pM8u,  (C,) 

a  J  af  J  a'* 
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D  die  IntegratioosgräDzen  noabhängig  von  y  und  z  aas 

f(a,y.«,o)  =  0.  f(b.y,i,/?)  =  0;  F,(a',i,o',w)  =  0,  F,(b'.i,/r.w)  =  0; 

immt  werden  kOnnen; 


8.) 


/•^      A^'     /•/r 

=  /8w/  8»/  PM8n.  (€,) 


a  die  Integrationsgränzen  unabhängig  von  y  und  z  aus 

f(a,y,t,o)  =  0,  f(b,y.i,^)=0;  F,(y,a".a",w)  =  0.  F,(y,b",/r'.w)  =  0; 

»'  =  i^(o',v,w),  b'  =  ipOr,v,w) 

immt  werden  kOnnen. 

Beispiele  wollen  wir  hier  zunächst  keine  zufügen ,  da  wir  später  dazu 
^enheit  erhalten  werden.  Wir  bemerken  jedoch  hiezu  nur  noch  das 
[ende : 

Das  Wesentliche  bei  allen  obigen  Erörterungen  war,  dass  immer  wieder 
Ordnung  der  Integration  geändert  werden  darf.  Wie  wir  in  §.61  schon 
erkt,  ist  es  denkbar,  dass  dies  auch  gestattet  ist,  wenn  die  Gränzen 
t  konstant  sind ,  so  dass  wir  nicht  kurzweg  sagen  können ,  es  sey  in  die- 
Falle  die  obige  Umformung  nicht  zulässig.  Ja  wenn  wir  zum  Voraus 
en ,  es  mQsse  das  bestinunte  vielfache  Integral  sich  umformen  lassen, 
m  man  gewisse  neue  Veränderliche  einfuhrt,  man  auch  aus  andern  ünter- 
lungen  die  Gränzen  des  neuen  Integrals  ermitteln  kann ,  so  wird  man  die 
nein  (A)  oder  (G)  immerhin  anzuwenden  haben.  Wir  werden  von  dieser 
lerkung  mehrfach  Gebrauch  zu  machen  Gelegenheit  haben. 

Dass  man  fßr  vier-  und  mehrfache  bestimmte  Integrale  ähnliche  ünter- 
lungen  anstellen  kann,  ist  klar;  doch  wollen  wir  uns  hierauf  nicht  weiter 
aissen,  da  das  Gesagte  wohl  genügen  wird.  Weitere  Untersuchungen  über 
immte  Integrale  mögen  späteren  Abschnitten  vorbehalten  seyn. 


Zehnter  Abschnitt 

Quadratur  der  Kurven  und  Oberflächen,  Rektifikation  der 

Kurven  und  Kubatur  der  Körper. 

§.  53. 
I.  Stellen  wir  uns  zunächst  die  Aufgabe ,  das 
chenstück  zu  berechnen,  das  (Fig.  19)  zwischen 
beiden  Ordinaten  MN,  M^^  die  zu  den  Abs- 
en  OM=:a,  OM^  =  b  gehören,  dem  Abszissen- 
mstück  MM'(=b~a)  und  der  Kurve  NN' 
e,  so  ist,  wenn  OP  =  x,  die  Fläche  MPQN  = 

lach  §.  13.  IV:  Gr.  -j5  =  r-=::y.     Denken  wir  o 


r  ji 
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uns  Duu,  man  theile  MM'  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile,  jeden  gleich  ^/x, 
und  errichte  in  den  Theilpunkten  die  Ordinalen,  so  wird  dadurch  dag  zu  be- 
rechnende Flächenstück  in  eine  Anzahl  Theile  zerfallen»  deren  Summe  gleich 
der  gesuchten  Fläche  ist.  Dieser  Satz  ist  offenbar  wahr,  welches  auch  im- 
mer die  Anzahl  der  Theile  sey.  Sind  nun  Ju^,  Ju^f .  •  •>  Jü^  diese  einzel- 
nen Theile;  f  die  gesuchte  Fläche,  so  ist  demnach 


=  Jn,+Ju.+  ....+Ju,=  (^+^+....+^) 


^x. 


Jn 


Da  nun  Gr.  ^  =  y,  so  ist  (§.  11) 

wenn  Yo»  Yu  7»»  •  •  •>  yn— i»  ^*®  ^°  ^»  ^^^  ^**"»  2**"»  •  •  •»  löteten  Theilpunkte 
errichteten  Ordinaten  sind,  und  wo  otq,  a^,  .  .  .,  a^__^  mit  Jx  miendlich  ab- 
nehmen.    Demnach 

f=  (yo+yi+  •  •  •  +yn-i)  ^x  +  K  +  «i+  •  •  •  +«n-i)^«-         W 

Diese  Gleichung  ist  richtig,  was  immer  auch  Jx  seyn  mOge.  Lässt 
man  Jx  beliebig  klein  werden,  so  besteht  sie  immerhin,  und  da  die  erste 
Seite  eine  unveränderliche  Grösse  ist,  so  wird,  wenn  man  auf  der  zweiten 
dx  unbegränzt  abnehmen  lässt,  der  Gränzwerth  dieser  zweiten  Seite  dem 
Werthe  f  immer  noch  gleich  seyn.     Nun  ist  aber  nach  §.  48 : 

Gr.[jo+y»+y,+  ...+y^_^]Jx=/    y8x; 

ferner,  wenn  Jx= ,  i8tao"i"*'i"l""*"i"^n_i  zwischen  na^  und  na^  ent- 
halten, wenn  a^  und  a^  die  grössten  und  kleinsten  der  Werthe  a  bezeichDen 

(§.  13.  III),  so  dass  («0  +  ^i  "I" "h^n— i)-'^  enthalten  ist  zwischen 

a^  (b  —  a)  und  a^  (b  —  a),  und  da  die  Gränzen  dieser  letzten  Grrössen  Kall 
sind,  80  ist  auch  (§.  2.  UI) 

Gr.  (tto  -{-a^  4"  •  .  •  +**       )  Jx  =  0. 

u— 1 

Hieraus  folgt  endlich, -dass 

f=y%ex  (b) 

sey.  Diese  Formel  setzt  aber  wesentlich  voraus,  dass  die  Fläche  innerhalb 
der  betrachteten  Gränzen  immer  wachse  mit  wachsendem  x ,  da  sonst  r—  = 

C  X 

— y  seyn  ^iirde;  oder,  wenn  man  sich  etwas  anders  ausdriicken  will^  dass 

bei  bloss  positiven  y,  wie  wir  vorausgesetzt,  b — a>0  sey,  und  der  Kurven- 

bogen  NK'  voq  x  =  a  bis  x  =  b  keine  Zurückbiegung  habe  (also  nicht  etwa 

verlaufe  wie  Ftg.  3  in  §.  13). 

8u  /*>» 

Anm.    Man  ersieht  hieraus,  das«,  weil  --  =  y  war,  folgen  masste  f  =  /    y6Z|aodass 

überhaupt,  v^enn  Gr.  t-  =  z  ist,  und  v  eine  geometrische  GrOsse,  die  von  x=  a  bis  x=.b 

z6x  seyn  wird. 


Quadratur  der  Karren. 
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In  der  Spraebe  noendlich  kleiner  GrOtten  häUe  man  tagen  kennen,  das  unendlich  kleine 
Element  der  lu  berechnenden  FlAche  tey  y^z ,  und  da  die  Snmme  aller  dieser  Elemente  die 

frtghehe  Fliehe  autmache ,  eo  tey  also  /    y  8z  (d.  h.  eben  diete  Summe)  der  Inhalt  derselben. 

Endlich  lieite  tich  dat  Oesagte  auch  in  folgender  Weise  darstellen.    Es  ist  ganz  gewitt 

t  =  ßvL    (J.49). 

Demnach,  wenn  man  statt  u  die  neue  Veränderliche  z  einführt  und  beachtet,  datt  wenn  u.=f 
(vo  n  nothwendig  ein  Stflck  MPQN  itt),  d  h.  wenn  man  statt  MPQN  die  ganze  Fliehe  BfM' 
N'N  nimmt,  z  =  b  ist,  und  wenn  u  =  0 :  z  =  a ,  so  ist  (§.  49.  IV) : 


=/>"/ 


y8z.     (8.13.  IV.) 


Fig.  20. 


II.  Will  man  das  Flächenätück  zwischen  MM',  NK' 
(Fig.  20)  nnd  den  zwei  Kurven  MN,  W^'  berechnen, 
so  beachte  man,  dass,  wenn  a  und  b  die  Abszissen  von 
A  und  B  sind : 

•     ABM'N'=  Ay8z,  ABMN= /*y,8z, 

vo  y  und  y«,  als  Funktionen  von  x,  die  Ordinateu  der  ^ 
Klurven  W&\  MN  sind,     Also  ist 

MNN'M'=/(y-yJ8z  (c) 

Die  Formel  (b)  setzt  übrigens  voraus,  dass  die  begränzende  Kurve 
dieAbszissenaxe  innerhalb  der  betrachteten  Ausdehnung  nicht  durchschneide, 
da  dann  ohnehin  die  ursprüngliche  Aufgabe  nicht  mehr  gestellt  werden  könnte, 
wie  z.B.  in  Fig.  8  man  nicht  tragen  kann,  welche  Flüche  zwischen  Gc  und 
6g  liege.  Femer  haben  wir  die  Ordinaten  nur  auf  der  positiven  Seite  der  y 
aogenommen;  läge  in  Fig.  19  NN'  auf  der  negativen  Seite  der  y,  so  würde 
man,  da  f  immer  nur  positiv  ist,  — y  statt  y  in  Rechnung  stellen.  Würde 
in  Fig.  20  die  Kurve  MN  auf  der  Seite  der  negativen  y  liegen,  so  würde  den- 
noch die  Formel  (c)  gelten,  da  dann  zwar  AMNB=/   (—yJBx  wäre,  aber 

VI  ABN'M'  addirt  werden  müsste.  In  diesem  Falle  kann  also  ganz  wohl 
MN  die  Abszissenaxe  durchschneiden ;  die  beiden  Kurven  selbst  aber  dürfen 
sich  nicht  durchschneiden,  oder  aber  wenn  dies  geschieht»  so  muss  dann  die 
Formel  (c)  nicht  über  den  Durchschnittspunkt  hinaus  erstreckt  werden.  Jen- 
seits desselben  wäre  es  nämlich  wohl  müglich ,  dass  y^  —  y  an  die  Stelle  von 
y— yj  zu  treten  hätte,  wenn  dann  die  zweite  Kurve  über  die  erste  zustehen 


kommt. 

in.    Stellt  man  sich  endlich  die  Aufgabe,    die 
Fläche  des  Ausschnitts  BOG  (Fig.  21)  zu  berechnen,  ^ 
wenn  die,  Gleichung  der  Kurve  in  Polarkoordinaten  ge- 
gegeben ist,  so  ist  (§.  13.  VI),  wenn  BOM  =.  u:  r— 
=4r',  wenn  co  den  Winkel  MOA,  r  den  Fahrstrahl  ^^' 


Fig.  2h 
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OM  bedeutet,  der  eine  Fanktion  von  u  ist.     Sind  also  u, ,  an,  die  Wertlie 
von  BOA,  COA,  8o  folgt  hieraus  wie  in  I: 


=!/?- 


(die  Flielie  «icbMiid  mit  •). 


Wir  wollen  nnn  an  einei  Reihe  von  Beispielen  die  gegebenen  FofmId 
anwenden,  woraus  sich  zngleich  auch  ergeben  wird,  wie  man  sich  in  znsun- 
mengesetzteren  Fällen  zu  helfen  hat. 

§-M. 
f^-  aa.  I.    Man  M>U  die  Fläche  de«  Dreieoka  ABC  (Fiff.  22)  bt- 

rechoen. 

Sej  äB=o,  CD(HI>he)=h,  AD=a,  aUo  DB=e-aj 
man  wfihle  AB  all  Abszissenaze ,  A  al«  Anfluigipaiikt,  n 
lind  die  Koordinaten  von  A:  0,0;  tob  B:  0,0;  Ton  C:  ii,h: 
ako  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AC:  y^  —  z,    dcrBC: 

b 

^-  (x  —  c) ,  mithin : 

Dreieck  ADC=/ "-^xei=^,  DreleckBCD=/^  j^{i— e)e«  = 


«-cL     8 


^(« 


■"'[1^-]-i^'-'(H^)' 


— 2— i  DreieckABC  =  ADC+BCD  =  y. 

U.  Stelle  AHB  (Fig.  23)  eine  halbe  ElUpse  m. 
deren  gTosse  Halbaxe  CB^a,  kleine  CH^b,  dereo 
Gkichung  als«  b's^^-a'^'^^a^b*  ist,  wenn  man  dn 
Mittelpunkte  als  An&ngapnnkt  der  Koordinaten  wiUt: 
iniin  loll  dat  Stock  DEGF  berechnen,  Ar  welolwi  CS 
=lXo,  CF^2|,  (wo  Xg  negatir  wAre,  venn  DE  linki 
^bVod  CH  Uge).     Hau  hat  hier 


Was  nun  das  hier  Torkommende  Integral  anbelangt,  so  gehSrt  es  an  den  in 
%.  40  betrachteten  nnd  kennte  also  nach  der  dortigen  Nr.  III  behandelt  werden.  Ei 
Usst  lieh  dasselbe  jedoch  auch  in  anderer  Weise  ermitteln.  Da  nbnlieh  x*<b',  so 
n  x:=asin9i  nnd  hat  (§.36): 


/vv=p,.,/vr- 


oer  poaitir  ist,  in- 


d'v  .  acosfitlv 
(§.42>,  d.Ii,  dasinqi  =  ^.  cosg)=Y  V**  — >*•  wobei 
dem  <p  höchstens  Ton  ~ -v  bis+y   gehen  kann   (i  von   —  a  bis  -f-a), 
9i=aTciaia==--  j ,  so  ist  aln> 


Beispiel«  der  Berecbnung  ebener  Fliehen. 
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nithia 


•'s«  " 


und  die  fragliche  Fläche  also : 

für  die  Fläche  CHGF  ist  Zo=0,  also  dieselbe 

Setzt  man  hier  n^  =a,  so  erhält  man  die  llächo  HCB,  d.  h.  den  vierten  Theil 
ler  elliptischen  Fläche.     Derselbe  ist  mithin  -j- ,  so  dass  die  ganze  von  der  Ellipse 

inuchlossene  Fläche  =abff  ist.  Ist  AH'B  ein  mit  a  um  C  beschriebener  Halbkreis. 
0  erhält  man  die  Fläche  DE'GT,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  von  DEGF  b=a 
etzt.     Daraus  folgt  unmittelbar,  dass 

DEGF  :  DE'GT  =  b  :  a.     (§.20.) 
lU.   Nimmt  man  (Fig.  24)  den  einen  Brennpunkt 
ler  Ellipse  S  als  Fol ,  SA  als  Polaraxe,  so  ist,  wenn 
iM=r,  ASM=<u ,  e  =SC  die  Entfernung  des  Brenn- 
»ankts  vom  Mittelpunkt,  die  Polargleicbung  der  Ellipse :      ^([/^ 

b» 


Fig,2^, 


T  = 


a4^eeo8«i* 


rorin  a  und  b  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  Nr.  II. -^  ~mmjg  "j^        ^g"-        ß 

Ut  also  der  Ausschnitt  ASM,   für  den  der  Anfongswerth  von  a)=0,  der  End- 
rerth  (ASM)  =  o)|  zu  berechnen,  so  ist  derselbe  (§.53.  III): 

Aber  nach  §.  44 : 

sin« 


,+eeo»*p' 


/e« e      _ 
(a-f-«co«*)'""       a* — e*  a 


+ 


e 


-^  e  cot  M      a 
sin»  2a 


a      /*    e« 

*  —  eV  a+ecoso) 


a*  —  e*  a-|-ecos» 
lithin  da  a^  — e'=i:b',  die  Fläche: 


(a»-e')* 


arc(l«=\/^cotg|). 


eb' 


sini 


2    a-|~ecosc[i 


.       r.       \  /a+e         •!"!  i  ab« 


ab« 


Setzt  man  oi|=;r,  so  erhält  man  die  halbe  elliptische  Fläche  =  —ä—  * 

*  Schon  in  §.  60.  I  haben  wir  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  man  wohl  beachten 

DÜue,  ob  innerhalb  der  Gränzen  der  Integration  arc  I  tg  =  \/  cotg  —  |  auch  s^tig 

'  ir  « 

^tnfe,  wobei  wir  diese  GrOtse  zwischen  —  —-  und  -f~  -^  eintchUeuen.    l>a. Ya«t  ^^  ^^teiAw 

^  2 


Di»agT,  Mmneatiai-  m.  laUgnl-Rechnung. 


W 


210 


Beispiele  der  Berechnnng  ebeoer  FUehen. 


Fig,  25.  IV.  Sey  C  (Fig.  25)  der  Mittelpunkt  einer  Hyperbel ,  deren 

reelle  Halbaxe  CA=a,  imaginäre  =b,  deren  Gleichung  also 
b*x-  — a'y'  =  a'b'  ist,  und  »ey  CM=X| ,  »o  soll  das  FlÄchen- 
stück  AMN  berechnet  werden. 

Man  hat,  da  AC=a,  y=  —  V»*— a'; 

•^       a 

AMN=^   — /Vx*  — a»8x. 
\  I  V^x' — a'öx  zu  bestimmen,  beachte  man,  dass  immer  x'>a',  südsL«» 


Um 


a      8  X      asin^ 
cos  ^d'  ö^d  ~~  eo%*q> 


man  setzen  darf  x  =  z~rz »  TZ  =  "TZirz  *  mithin  (cos  9  >  0) 


J    ^  J  cos  9  cos'^D  J   co8'9>  L.cus'9        J  eos'fj 

Z' «        1      ^      1 — tgifli     cosv^  —  slntflo      cos'iy— sin'if»  cosf 

«V.4        2     7      1  +  tg^»     cog^y  +  MPT»     (cosiv  +  sinj^)*      1+«"»' 

a   .     \/r^  yx[^^  .^ 

g)=:y,  smqo=  y/  l  — ^  = ^ ,  ist 

/vx- 


also  da  cosi 


a»8x=^lx 


und 


/Äfc 


xVx*-a»      a^  /-x  +  Vx«-a»-| 

2         ^Vl  a  J' 

X,  Vx,*-a«_  a|,  p,  +  Vii»-a»-k 


a»8x  = 


bx,  Vx,»^a»      ab,r«>  +  Vx. 


so  dass  die  fragliche  Fl&che  =r''"*  ^  "'        — "^'i  " 
Ist  MN=yi ,  so  ist  Vx|'— a*=-^,  also  ist  auch 


a 


0 


"««■-¥-T'(^+^)- 


mithin  da  CMN  =  yxtyt,  so  ist  CAN=yi(^^+^). 

Fig^^e,  V.  ^^j  AN  ein  Parabelbogen  (Fig.  26),  A  der  Scheitel  der 

y^  Parabel,  deren  Gleichung  y'=2px  sey,  AM=:Z| ,  so  ist  y^ 
V2px,  also  die  Fläche 

AMN=yV27l8x  =  V2pyVx8x  =  \y/^  =  |-x,  V27i,. 

M~'~P'~  oder  wenn  MN=y|,   V2pxi=yi: 

AMN=|x,y,. 


0  und  n  sind ,  und  f&r  0=0,  cotg-^  =  00 ,  für  «  =  ir,  cotg -;^  =  0,  und  eotg-^  stetig  ver* 

Uoft  Too  00  bis  0,  eben  so  dann  aro  I  tg  =  ^/     ^   cotg-g-  kstetig 
ter/iegt  das  Resolut  keiner  Beanstandung. 


Ton  ~  bis  0,  »0  •• 


^ 
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DaAMNR=XAyi,  soist  AMN  =  y  AMNR,  ÄNR  =  yAMN.  ein  schon  von 

Tcbimedes  gefiindener  Sat2.  '    ^ 

2 
Wollte  man  die  Fläche  BINPQ  haben,  so  wäre  sie  =  APQ— AMN  =  -3  x,  y, 

2 
-^Xj^t,   weniiAP=x,,  PQ=yj,  AM  =  X|,  M^=y^.     Natürlich  wäre  auch 

rekt  : 

MPQN= /V27ibx. 

VI.  Sey  ANB  (Fig.  27)  eintf  Zykloide,  deren  Ülei-  Fig.  27. 

langen  sind  x=r(<» — sinoi),  y=r(l  — coso))»  und  ß  ff 

7  <Ui  der  Werth  ron  ©,  der  dem  Punkt  N  entspricht,  ^^ 

)  ist  wenn  AM  =  x^ :  !  ..  "  i 


AMN  =yy  öx  =:y*y  ^8«  {§.  49.  IV)  =  j^-jiT 

r(l — cosM)r(l  ~cot<»)6tt  =r*/(l — cos«)*  8«  =  rw  (1  — 2 cos »-1- cos*») 8«. 

Aber  (§.42): 

'  ,      .                    IV»                A  .        ,  sin<»eosc[i  ,1           3          ^  .         ,   sin2a> 
fl — 2co8M-|-eo8'tt)o«  =  •  —  29in«»-j — • — v r'S'*  =  ■^*'  —  2wn»  -j j —  , 

C?*    o  1        1   \Q  3  o  .  i  8in2«ii 

(1— 2co8«-f-co8*«)8«  =  "-«i— 28m»i+       .    \ 
•  ^  4 

3     ,                .                 r'sin2tt. 
50  die  Fläche  AMN=.-r-r'a>i  —  2r'8ino)|-| — -.     Ist  MN=yi,  so  ist  cosQ)^ 

r  —  V 

— ^  and  es  liegt  (u^  zwischen  0  und  ;7 ,  wenn  MN  in  der  ersten  Hälfte  der  Zy- 

oide,  zwischen  n  und  2;r,  wenn  MN  in  der  zweiten  Hälfte  liegt.     Für  ai.  =n'  hat 

3    " 

an  die  halbe  Fläche  der  Zykloide  =.  —r^n,  so  dass  die  ganze  Fläche  ABNA=r 
r*ar  ist. 

Da  AC=r  n,  AD=CE=2  r,  so  ist  ACED=2  r';r,  also  da  ACE  =  —  r ^  ff ,    so  ist 

ED  =  -2  r'^.  <Jh-  AED  =  yAEC. 

VIL    Stelle  ABC  (Fig.  28)  eine  Lemniscate  vor.  Fiff-  2a. 

Ten  Polargleichung  r'=a'cos2<»  ist,  wenn  A  der  

il,  AB  die  Polaraxe  und  AB=:a  ist,  so  ist  für B AM 
:ft)i,  die  Fläche  des  Ausschnitts  ^P 

1    /*"i  1        /•***  1         "^ — - 

BAM  =  — /r»8«  =  yaYco828i8«=  — a*8in2»,. 

ft  1 

Für  o>t  =  ~T-  ^^^  ^^^  ^^®  Fläche  über  AB  =  —  a',  so  dass  die  ganze  von  der 

^mniscate  umschlossene  (zweitheilige)  Fläche  =a'  ist. 

VIII.  Sey  BCB'C'B  die  Erolute  einer  Ellipse  (Fig.  29,  siehe  S.  212),  deren  Glei- 

■     r    ax    "\l  .  r    by    V  a«  — b*  a*  — b* 

Ming  also  ^^;^ri:b»J  **  la'~b'J  =^  »«*»  ^°^  ^^  AB  =  — ^^  AC=: — ;^^ 

5  i«t,  wenn  »^—  b'=e^: 
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Beispiele  der  Berechnimg  ebener  Flächen. 


2    s 


also  fiir  AM=Xt ,  die  Fläche 

0 

Man  setze  nun  x=z',.  so  ist 

Aber  nach  §.  41  ist ,  wenn  man  nach  einander  die  dorti^n  Formeln  (e).  (b) 
anwendet: 


/..„-...,i».  =  -Ül^'+.-l/'(.-.-»5« 


Z 


z(l  — az»)'   .    1      zO—az*)^    .1      3    T  ^1 


z(l~ttzy   .  z(l— az»)^  .  zQ-ttz»)^   .      l     f      dz 
"  6a        "*"       24«        "^        16a  l^^^  ^l^az* 

z(l~gz»)^   .  z(1-az»)^    ,  z(l~-gz»)^  ,        i ,,       ,,. 

Oft  24a  loa  16ava 


Setzt  man  zur  Abkürzung  \/ax  =  u,   \/e'  =  \/a' — b*=«,  so  i«t  tt=  -f 


=  xl  = 


a| 


,  orz 


i  4 

,      a*      2      ü*  a^ 

'=r^.x»=^,  Va  =  -^,  »o  dass 


AI       r^VYfix-     n(^»-n»)^      u(e»^ü»)^      3u(>»-u»)^a      8a»      r^-^ 


e»      e» 


VW  w 

aX|  — U|,  und-|--  =  -r-: 


2ab         "•  Sab  "•  16ab 

a»_b*      e*      «» 
Für  Xj  = =  —  =  —  ist  Uj  =  € ,  also  hat  man  für  die  Fläche 


^ieS*" 


(— ?> 


a 


ABC  = 


3«* 


,  mithin  die  ganze  Fläche  = 


3*«Ä     3e*ir     3(a«— b»)»ir 


16  ab  *  2  '  "  Sab       Sab  Sab 

Ftp,  30.  IX,  Sey  y=a+bx+cx*  die  Gleichung  einer  Kurve  (F.  30) 

^'^   und  die  Abszissen  TonA.'XQ,  ron  C:  X0-|-2h,  wo  A£=£C=h, 
so  ist  die  Fläche 


/ 


B. 

/ 


ACDB 


-h 


uf     JL'    C 


(a+bx+cx«)8x=a.2h+-|-b[(xo+2h)«-Xo«] 

So 


Die  SimptOB*sche  NäheniDfrsfonnel.  £13 


=  J  [6a+exeb+ebh+exo»c+12iohc+8h»c] 

=  J- ja+bxo  +  cio"+4[a+b(i«+h)  +  c(xo+h)»]+a+b(x,,+2h)  +  c(x„+2h)-}. 

Ist  nun  AB=yo,  EF=y, ,  CD=y2,  so  ist  yo  =  a+bXo+cxo*.  yt=a+ 
b(x,4-h)+c(xo+h),  y,  =  a+b(xo+2h)+c(xo+2h)',  also 

ACDB  =  |^(yo+4y,+y,). 

Wäre  eben  so  y=a-f-bx+cx'-f-dx'  die  Gleichung  einer  Kurve  wie  Fig.  30 
und  man  hätte  als  Oränzabszissen  Xq,  XQ-j-Sh,  während  Jq,  yt,  y2t  Jt  die  den  Abs- 
zissen Xq,  Xo-4~^*  ^oH~2h,  Xo^3h  entsprechenden  Ordinaten  sind,  so  wäre  die 
Fläche 


y? 


(a+bx+cx»+d,»)8i  =  «.8h+^[(x.+3h)'-x,»]+^[(x„+3h)»-V] 
+  f  [(x.+3b)*-io*].=~l>o+3y,+3y,  +  y,]. 


Auf  diese  Formeln  gr&odet  sich  die  Simpson'sche 
Formel  für  die  näherungsweise  Berechnung  eines  Flächen- 
raomes  ABCD(Fig.31).     Man  theile  nämlich  AD  in  2n 

gleiche  Theile,  jeden  =ih,  so  dass  also  h=^— ;  errichte  / 

io  den  Theilpunkten  Ordinalen  yoiyi»y2»- •  i>  y^n»  wo  also 
AB  =  yo,  CD  =  yj^,  und  lege  nun  durch  je  drei  Punkte, 
etwa  B,  E,  F  eine  Kurve,- deren  Gleichung  die  Form  y  =  a+bx-|-cx'  hat, 
was  immer  möglieh  ist,  da  die  drei  Grössen  a,  b,  c  bestimmt  werden  können, 
wenn  man  die  Bedingungen  anschreibt,  dass  die  Kurve  durch  die  drei  Punkte 
gehen  soll.  Je  näher  nun  die  Punkte  an  einander  liegen ,  desto  mehr  wird 
auch,  innerhalb  derselben,  die  so  gezogene  Kurve  mit  der  eigentlichen  zu- 
sammenfallen ,  und  man  wird  also  für  das  Flächenstück  zwischen  der  ersten 
und  dritten  Ordinate  haben : 

yÖTo+^yi+yi). 

Eben  so  f&r  das  zwischen  der  dritten  und  fünften :  ^  (y?  4"  ^y^  ~h  y*) 

U.S.  w.,  so  dass  die  ganze  Fläche  nahezu  =  y[y0  +  4yt  +  y2  +  ya  +  4yj 
+y4+y4+4y5+....+4y,^_^+yJ 

=  |-[yo+y^+4(y,+y,+y,+  . . .  +y^^__^)+2(y,+y.+  . .  .  +y^^_^)} 


ist. 


§.  55. 
Soll  man  die  Länge  des  Bogens  NN^  (Fig.  32)  berechnen ,  *  dessen 


*  Von  der  Länge  einer  geraden  Linie  haben  wir  einen  Tollkommen  klaren  Begriff;  bei 
4er  Lftoge  einer  krammen  Linie  kann  man  schon  eher  Anstand  finden.    Will  man  in  diesem 
falle  letiteie  aaf  tntere  Murüekfübren,  so  denke  man  sich  einen  \A«|giain«nY%i^«^^ii^)«t^^ 
^nmme  Linie  getpMDttt,  den  man  dann  züt  geraden  Linie  aosstTecki.    13ciV)ii\^««&\^^\x^^\»^ 
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Länge  eines  Kuireubogenit. 


Fig.  32, 


F 

n 

V 

r 
s 

/ 

-^ 

J. 

1 

O      M  TP' 

/^s,  man  habe: 


Endpunkten  die  Abszissen  0M=^,  OM'  =  bzu- 
^^J^  geÜören,  so  sey  für  OP=x,  die  Länge  von  NQ=s, 
und  man  hat  (§.  13.  V) : 

worin  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  s  wächi^tmit 
wachsendem  x,  das  untere  im  entgegengesetzten 
Falle.     Daraus  folgt,  dass  für  PP'  =  i^x,  QQ'=: 


worin  et  unendlich  abnimmt  mit  unendlich  abnehmendem  An,  Gesetzt  dqd, 
wie  in  unserer  Figur,  es  wachse  der  zu  berechnende  Bogen  in  seiner  ganzen 
Ausdehnung  mit  wachsendem  x,  so  folgt  hieraus  ganz  wie  in  §.  53,  dass  die 
Länge  von  KK'  gleich  sey  der  Gränze,  der  sich  die  Summe  der  Werthe,  die 

man  erhält,  wenn  man  *"\/^+(ö^)  ^^  ^^^^  Grösse  x  alle  Werthe  von 

x  =  a  bis  zu  x  =  b  beilegt,  mit  unendlich  abnehmendem  ^x  nähert,  wo  also 
An  der  Unterschied  der  auf  einander  folgenden  Werthe  von  z  ist.  Daraus 
folgt  unmittelbar,  dass 

Anm.     Dieselbe  Formel  Itest  sich  ebenfalls  in  folgender  Weise  finden.     Eis  ist.  venn 
Bogen  NN'  =^o,  sicher 

0=  /  8s, 
^  0 

also  wenn  man  die  Veränderliche  x  einfahrt,  wo  dann  —  =  \/  1+1  J-  |   : 
indem  für  s  =  0  auch  x  =  a,  für  s  =  0 :  x  =  b  ist. 

Würde  der  Bogen  abnehmen  mit  wachsendem  x  (wenn  man  z.  B.  seinen 
Anfangspunkt  in  K'  gewählt  hätte),  so  wäre 

Würde  innerhalb  der  Gränzen  des  Integrals  der 
Bogen  bald  wachsen  mit  wachsendem  x,  bald  abneh- 
men, so  würden  diese  Formeln  nicht  mehr  gelten  und 
man  müsste  den  ganzen  Bogen  in  einzelne  Theile  ab- 
trennen. So  z.B.  Fig.33,  wenn  Oa  =  a,  Ob=^, 
Oc  =  y,  Od  =  <!,  wäre: 


Fig,  33, 


"-er 


B 


^     dy 


wfar  offenbar  die  krumme  Linie  selbst  als  die  Gränze,  der  sich  ein  eingesdiriebeiieB  Vieleck 
nähert,  wenn  seine  Seitenanzahl  immer  grosser  wird.    Von  diesem  Standpunkt  ans  ergibt  sieh 
dMnn  ein  klarer  Begriff  der  Länge  einer  krummen  Linfe,  da  ale  die  Gribiie  der  Somiiie  der 
FoJjrgooäelten  ist 


'    - 
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Bog«.AB=y]i'V/'+(^)'»»B«8enBC=^/^'V/»+(rO*'^' 

^»obei  jeweils  f6r  y  diejenige  Funktion  von  x  zu  wählen  wäre,  die  dem  be- 
treffenden Bogenstöck  entspricht 

WoAte  man  für  Polarkoordinaten  die  betreffende  Formel  herstellen ,  so 
wäre  y  =  r5in«,  x=rcos«,  also  wenn  r  als  Funktion  von  oi,  gegeben  durch 
die  Polaigleiehuug  der  Kurve,  angesehen  wird,  ist  (§.  14): 

6y        8tt       8x       8r  ,  8y       8r   .        , 

P~  =  -T— ■,  ^-  =  r— cos»— rtln«,    --  =  T— sina  +  rcos«, 

dtt 

also  wenn  100,  i»^  die  Werthe  von  oi  sind,  die  den  Endpunkten  entsprechen 
und  der  Bogen  nur  wächst  mit  wachsendem  <o  (§.49,  IV),  dieser  Bogen  = 


Wir  wollen  nun  diese  Formeln  ebenfalls  auf  einige  Beispiele  anwenden. 
L  Man  soll  den  Parabelbogen  AN  (Fig.  26)  berechnen,  wenn  AM  =  X|. 

Hier  ist  y»  =  2px,    y8^  =  P.    g^  =  y    V^  +  Le-xj   " y = 

VlEi±i_*    \/'ilL±l     1 

;  y — =  m/  — :; — ,  also 

V2px  ^        2x 

— - — 8  X 

*  Streng  genommen  soUte  man  hier  die  F&lle  unterscheiden ,  da  —   positiv  oder  negatiT 

.  „^|i<„.„..\/,+i|31'i.-V(B)Vöä'- 

Allein  wenn  r— <!0*  so  nimmt  x  ab  mit  wachsendem  a>  {%.  14);  setzt  man  aber  voraus ,   rs 

«•  8  s 

wachse  der  Bogen  s  mit  wachsendem  »,  so  ist  r— >0,  also  r— =  -r — <!0,  wie  natürlich, 

Ott  0  X  0  X 

dfl» 


8  s  \  /     ,   /8y'\*      8  s 

da  jetzt  s  wachst  mit  abnehmendem  x.     Demnach  ist  g—  =  —    %/  *   '   l  ft"'  I  '     8~     ~ 

8  s     \  /f^J^^  ,   röy^* 
So  lange  also  s  wichst  mit  wachsendem  »  gilt  die  Formel  r—  =  ^/  1  5"  )     '    l  8~  j    * 

also  flneh  die  Formel  des  Textes,  in  der  natürlich  »i^tto  seyaoross.     k«Vre\\^VA  ^^^^.^V 
tuBgea  werden  in  allen  künftigen  äbaUcben  FAUen  maassg^bend  a«^Ti.  . 


218  Beupiele  fiftr  die  BerecfaDimg  toü  BogeoUiifeii. 

/«  i    X                     (R+r)« 
x  =  (R-Hi')co8«  —  rcoi , 

T 

y  =  (R4-0wD«  —  riin— 


r 

sind ,  findet  man  eben  so  als  L&nge  eines  ganzen  ümlanfi  (für  den  der  obere  Werth  Ton  o  = 

2r«^  ..     _  ^       8(R+r)r 

"-  I  die  Grösse . 

R  -/  R         , 

V.  Für  die  archimedische  Spirale  ist  r  =  aQ},  r—  r=a,  also  der  von  a>=:0  bi: 

cj=cb^  sich  erstreckende  Bogen: 

%/  0  »/  0  2  2 

Ist  r|  die  Länge  des  letzten  Fahrstrahls,  so  ist  r^  =a<i)|,  (o^  r=  -^. 

Für  die  logarithmische  Spirale  ist  r=a  ,--  =a    l(a),    also  die  BogenUüigE 

Ott 

von  0)  =-  0  bis  o)  =  0)| : 

Für  die  Lemmiscate  (Fig.  28)  ist  r'  =  a'cos2oo,  r  ö^  =— a'tdn2«,     g^  =  - 

a-sin2tt     /^  il"|'_i_  t  _a*"n*2<i)       ,    a*sin»2a)+a*cos»2tt  _  __a^ a» 

r      /  V.e«J  "•  "^  ~      r*       "T"' -  a»co82®  ■"coi2»""  1  —  2  «in»  • 

also  ist 

nM^^f^L^ ,  BMA==a/\— i?===. 

yVl— 28in»®  J      Vl-2«in»» 

0  0 

welches  Integral  nach  §.  46. 1  bestimmt  werden  könnte.     (Vergl.  §.  1 05.) 

^iff'  3^'  VI.  Seyen  (Fig.  34)  AC  und  BD  zwei  pa- 

rallele Karveo,  deren  Abstand  AB  =  CD  =  2 
sey;  seyen  femer  MandM'  zwei  anendlich  nah< 
Punkte  des  Bogens  AC;  OM,  OM'  die  in  den- 
selben gezognen  Normalen,  die  sich  also  in 
/^.       Krümmangsmittelpunkte  0  scheiden;    eben  s< 
-y     ^  sind  N,N'  zwei  benachbarte  Punkte  des  Bogeni 
BD,  ON  der  KrQramungshalbmesser  f&r  BD  in 
Punkte  N.     Sey  also  0M  =  ^,  mithin  0N  =  | 
-|-a,  so  ist,  da  MM^  als  Kreisbogen  vom  Halbmesser  q  und  dem  Winke 
MOM'=:^ai  angesehen  werden  kann  : 

MM'  =  pJ»,  NN'=(^+a)zi«, 
und  da,  wenn  <o  der  Winkel  ist,  den  OM  mit  der  ersten  Kormale  AE  macht 
fa-\'Jio,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  der  Winkel  seyn  wird,  den  031 
mit  AE  macht ,  so  folgt  hieraus ,  dass  wenn  (o^  der  Winkel  AEC  der  erstei 
und  letzten  Normale  (AE  und  CE)  ist,  man  haben  werde  (vorausgesetzt,  das 
der  Bogen  immer  wachse  mit  wachsendem  o) : 

/»•t  /*®i  /••i  /••! 

AC=  /gdtn,  BD= /(^+a)b«=  1  9^«-\-W^m=:/LC-Va»^. 
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Nun  ist  a«*|  die  Länge  eines  mit  dem  Halbmesser  £F=:  a  zwischen  den 
Seiten  des  Winkels  AEC  beschriebenen  Kreisbogens  FG,  so  dass  also 

BD  =  AC  +  FG. 

Der  Kreisausschnitt  MOM'  ist  eben  bo^q^Jw,  NON'  =  ~  ((>  -f  a)' 

^«,  also  KMM'N'rrrNON'— MOM'  =  y  r2a(>+a'l^«==ap^ai+  J*^«, 
mitliin  ist  die  Fläche  des  Streifens 

a^ei»+/      ^  8»  =  */^®*+  2  •i  =  »AC+-^. 
0  •'o  *'o 


a'tt. 


and  da  nun  — ^  -  die  Fläche  des  Ausschnitts  £FG  ist,  so  hat  man 

ABDC  =  a.ACH-DFG, 

..   wo  a.  AC  das  Rechteck  ist,  das  über  der  Grundlinie  AC  mit  der  Höhe  a  or- 
richtet  ist. 

§.  56. 
Dreht  sich  die  Linie  NN^  (siehe  Fig.  32,  S.  214)  um  die  Axe  der  x,  so 
erzeugt  dieEläche  MM'NM^  einen  Körper,  dessen  Inhalt  man  nach  §.  13.  YH, 
I     in  genau  derselben  Weise,  wie  in  §.  53  finden  wird  gleich 

'    wenn  a  und  b  die  Abszissen  von  N  und  W  (d.  h.  OM  und  OM')  und  y  (als 
Funktion  von  x)  die  Ordinate  der  Kurve  NN'  ist 

Ganz  eben  so  ist  die  von  NN'  erzeugte  Fläche,  gemäss  §.  13.  VIII: 

wobei  wir  voraussetzen  wollen,  dass  der  Bogen  NN'  immer  wachse  mit  wach- 
I    sendem  x.  * 

\  Für  den  Fall  der  in  §.65  betrachteten  Polarkoordinaten  (x  =  rcosa>, 

t    y=r8in«)  werden  diese  Formeln,  wenn  «o,  «i   die  Werthe  von  <o  sind, 
!    welche  x  =  a  und  x  =  b  entsprechen ,  zu  : 

+  «/      r'sm'e» — ^ -b»=±iti  r'iin«  I   -— cos»  —  rsine»  I8«i>, 


*  DieM  Bedingung  ist  nnerlAsslich ,  wenn  obige  Formeln  gelten  sollen.  Sie  setzt  Toraus, 
I  (U»8  b — a^O  sey^  nnd  dass  y  positiv  genommen  werde,  was  immer  genügend  seyn  wird. 
i  Fär  den  Fall  der  Figor  33  ($.  55)  würde  man  cur  Berechnung  des  Ton  AD  entstandenen  ROr- 
I     pers  oder  der  entitandenen  Oberfläche  die  Formeln 

hMhen,  wo  y^,  y,,  y,  die  OrdioMten  für  die  Stücke  AB,  CB,  CD  lind.    W«  xdää  VskwAfcm 
FäVeD  Mu  rwMnn  hätte,  wird  ans  diesem  Beispiele  klar  genng  Yi^rroi^selhen. 
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mid  ±2*/r*in«\  /  l  +  A^^  |^8«=±2ir/rtüi«\/r«+r^Y8 

wo  r  als  Funktion  von  (o  aus  der  Polargleichung  der  Kurve  zu  nehmen 
und  wo  das  Zeichen  so  zu  wählen  ist ,  dass  der  ganze  Ausdruck  positiv  a 
fällt.  —  Wir  wollen  nun  auch  hier  wieder  diese  Formeln  auf  Beispiele 
wenden. 

I.    Dreht  sich  (Figur  23)  die  FlÄche  CFGH  um  CF.  so  ist  y' = -^  (a*— 

\/l  +  r^l  *  =  \/^^7^[f-  (§.  55.  n),  also  ist  der  von  dieser  FlÄche  ersei 
Körper  für  CF3=Xt : 

2ab^« 
Für  X|  =a  erhält  man  den  von  CHB  erzeugten  Körper  = — ö — ,  also 

4 
durch  Rotation  der  Ellipse  um  AB  erzeugten  Körper  =  -q-  ab'n:. 

Die  von  HG  erzeugte  Fläche  ist,  wenn  a'^b',  also  die  Ellipse  sich  um 
grosse  Axe  dreht: 

Für  Xj  =  a  hat  man  die  von  HB  erzeugte  Fläche  :^hn  Va'  —  a'a'  +  - 

,   a  b  if 
arc(sin=:a)  =  b'Ä-| arc  (sin  =  a),  also  die  von  der  Ellipse  erzeugte  Fli 

^    ,      ,  2abir        ,  . 

=  2h^n-i arc(sm=a). 

a 

Dreht  sich  die  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe,  so  ist  b'^a\  also\/   ^  4"  |  ö 

also  die  von  HG  erzeugte  Fläche  (wo  nun  AB  die  kleine  Axe  der  Ellipse) : 

2«-^/ Va'+/»»x»8x.  ß'=^-^' 
Das  hier  vorkommende  Integral  wird  nach  §.  40.  U  bestimmt,  und  man  fin 

fviJTF^f)^  =  ~  V»'+j»'x'  +|^iO»x+  v»'+(>'x'),  • 


*  Man  kann  übrigens  auch  so  verfahren:  In  der  Formel  (41)  des  $.  86  setse  man 
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also  ist  die  Fläche  = 

Für  Xi=a  erhält  nuui  die  halbe  RotationsflXche .  nnd  da  dann  a*^-|S*z,'  = 
*    »'+b»—»*=b*,  io  i»t  dieselbe  =  

IL    Der  Zjkloidenbogen  AN  drehe  sich  um  AB  (Fig.  27).  Alsdann  ist  §.  55.  IV : 

=  4r«yiin'|-8», 

ood  wenn  man  hier  «>=:2g)  setzt: 

/*,  « •  <v         «/*.•«         «r      «in*v  cos^      2cos9*l  2  r«  ,    .  .   v 

»iii«-2  8«  =  2yiin»f>8*>  =  2|^ ^ ^ ^J  = -'yC08«»(2+sin»f>) 

also  die  tod  AN  erzeugte  FlAche,  wenn  C0|  der  zu  N  gehörige  Werthe  ron  oo  ist: 

Für  a>i  =7r  hat  man  die  von  AE  erzeugte  Fläche  = — « —  (2)  =  — 0 — *  also  die 

Ton  AEB  erzeugte  = — 3—. 

Fiir  den  durch  Rotation  von  ANM  erzeugten  Körper  findet  man  eben  so : 

r»ir/(l— C08»)»e»  =  r»irl  »i— 38in»tH 1 s-f  Y«i ^3 

2  1        •     r5  11  .  ,  Ssine».  coBtt.      Bin»,  coi'<»t^ 

-g-.m-.J  =  r'«[^2--'-T""-'+ 2 3 1    ' 

Filr  C0|  =9r  erhält  man  den  durch  Rotation  von  ACE  um  AB  erzeugten  Körper 

=  —T — ,  also  der  von  AEB  erzeugte  Körper  =  Sr'ff'. 


^  /\/ai-^|y»T»ftT-f^» /*      ^^'   ^  --;  daraus  folgt  unmittelbar:  2 /Va*  +  j**x'öx^ 

/*        8z 


VC  nun 


4^1(2^1+2^  V»'+/»"0  =  4-J0'*+VÄ*  +  ^*x")  +  4^I(2^),woTon  das  letztere kon. 
naotist 
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/ 


/ 


n 


Fig.ßö, 

T 


G' 


m.  Der  Kreis  FE  (Fig.  35)  dreht  sich  um  die  Gerade  AB, 
die  ausserhalb  desselben  liegt ;  man  toll  den  KOrperinhalt  fin- 
den, den  derselbe  beschreibt^  so  wie  den  Inhalt  der  Oberiliche, 
die  von  dem  Kreisurofange  erzeugt  wird. 
I,  Sey  C  der  Mittelpunkt  des  Kreises,   CA  senkreohi  inf 

AB  und  die  Länge  Ton  CA  =  a ,  r  der  Halbmesser  des  Kreises. 
Wählen  wir  A  als  Anfangspunkt  der  Koordinaten,   AB  ib 
?  Abszissenaxe  (was  wir  müssen,  da  die  Rotationsaxe  inuKr 


> 


^  (^        Abszissenaxe  seyn  muss),  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises: 

Von  den  zwei  Zeichen  gilt  das  obere  für  die  Hälfte  D£D',  das  untere  fOrüFD', 
wenn  DD'  parallel  mit  AB  gezogen  ist.  Man  muss  also  diese  beiden  Halbkreise 
nun  scheiden. 

a)  Halbkreis  DED':y  =  a+Vr-rr^?^=~;^..^^^     H.Q?y==l+^, 

r»-x*+x»  r» 


r»^x» 


.«  —  »«• 


Die  Gränzen  des  Integrals  sind  — CD'  und  +CD,  d.  h.  — r  und  4-r.  so  dass 
also  der  Inhalt  des  yon  der  Fläche  GDED'G'  erzeugten  Körpers  = 


und  die  von  D£D'  erzeugte  Oberfläche  = 


2  ,/(.+  Vr.  -  x')V,-i^.««  =  2r*/(pp^+ 1)  e 


ist. 


b)   Halbkreis  DFD' :  y  =  a 


\n 1     öy  X  ,    ,  r8y^*  r»  ... 

-V^TTT«.   e--=  Vr^=7r    ^+t8xj   =rT=7-  ^'^' 


ist  der  Inhalt  des  von  der  Fläche  GDFD'G'  erzeugten  Körpers  = 


r/(a-Vi 


-x»)*8x 


=^Ä/(a*---2aVr'--x»+r»-x*)öx, 


— r  — r 

und  der  Inhalt  der  Ton  DIiD'  erzeugten  Fläche  = 


Hieraus  ergibt  sich  nun: 

/'       ^ 

Inhalt  des  von  DFD'ED  erzeugten  Körper«  =ir  /  (a*-(-2aVf*— •«'+'* —  s')^*"' 

r^^        /•+'    ~'  /•+' 

nj  (a*  -  2aVr»-x*+r«-x^ex=W  (4  aV' — x»)8x  («.49.11)=4aif/  Vr«  —  x«  öx 
— r  -r  -  r        ^ 


— r 
=  4a. 


(8.64.  U)  =2ar«ir». 


Inhalt  der  TOin 


Kreis  erzeugten  Fläche  =  2rff  /   i  — ^-i  |8x+ 

4rafr.if=4ar«*. 


2r0/  f—=L=^-l\x=2xnl  ~^— ftx=^4Tatcf    ^  5l-^= 
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IV.  Sej  D£F  (Fig.  36)  eine  Kunre,    deren  Gleichung  Fi</,3G, 
=  A  +  Bx+Cx' (§54.  IX),  und  8cyAB  =  BC=:h,  AD  £ 

=CF=a,  BE=b(b>a),    wobei  B  der  Anfangspunkt  der 2)^-' \~~~'  -■■^.F 

Nbtwinklichen  Koordinaten ,  BC  die  Abszissenaxe  ist.     Der 

OD  dieser  Kurre  bei  ihrer  Drehung  nun  AC  beschriebene  KOr- 

er  stellt  alsdann  ein  gewöhnliches  Fass  vor,  in  dem  a  der 

[ilbmesser  des  Bodens,  b  die  halbe  Spunt«ntiefc  und  2h  die-^  j; 

[öbe  ist. 

Da  die  Kurre  durch  D,  £,  F  gehen  soll ,  so  muss 

a  =  A— Bh  +  Ch«,  b  =  A,  a=A+Bh  +  Ch' 

b  — a 
eyn,  woraus  A=b,  B  =  p,  C  = tj"  folgt,  so  dass  die  Gleichung  der  Kurre  ist: 

b  —  a    . 
Der  Inhalt  des  von  der  Flfiche  ADFC  beschriebenen  Körpers  ist  also 

Wie  man  leicht  sieht,   folgt  hieraus  die  Regel:  „Der  Kubikinhalt  eines  Fasses 

1  2 

t  gleich    X-  des  über  dem  Boden  errichteten  Zylinders,  dazu  addirt  -zr  des  über  dem 

2 

ibnitte  durch  die  Fassmitte  errichteten ,  und  ron  der  Summe  subtrahirt  rz  des  Zv- 

15 

iders ,  dessen  Grundfläche  den  Unterschied  der  Durchmesser  der  genannten  beiden 
flinder  zum  Durchmesser  hat ,  wenn  alle  diese  Zylinder  dieselbe  Höhe  wie  das  Fass 
iben.** 

Lambert  in  seinen  nBeitrigen**  I,  S.  225,  §.  21  beachtet  nur  die  zwei  ersten  Glieder 
eser  Formel.  Letztere  selbst  rührt  tod  Granert  her,  der  in  seinem  «Archir'"  XX ,  S.  313 
i  auch  noch  ans  der  Annahme  gefunden ,  DF  sey  ein  Kreisbogen. 

V.  Dreht  sich  die  Lemniscat^  (Fig.  28,  §.  54)  um  die  Axe  AB,  so  ist  der  durch 

Ö  r 
otation  von  AMB  entstehende  KOrperinhalt ,  da  jetzt  r^=a^cos2Q>,   r  g-  =  — 

'sin2Q>: 

/l  rr—  costt— r'sin»  |                        /      .  i          o 
•    V.  8«                        -/ «          .     •     /     8in'c»co82a.,    „ 
r*sin*Ä-^: ö«  =  -^h^nj  .      («in  2  <»  cos  » 


'  w-       .  -  .-^   ^     \/co«2<» 


ff 


«     .      V«         j    •     /*4Sin*»co»2»  ..«    «  I    #4  ,  -      .  o     */ — ji — o 

K2c»sin»)8»  =  +a'if /      ■r=^==—nnS»b»  ^tritf      sin'a>sin3a>  Vc<»  2  o»o»  = 

ff 
a»*  /  ^(3sin««  — 4sin*«)sin«»  Vcos2«d», 

1^0  wir  bloss  das  -f- deichen  beibehielten,  da  jetzt  der  ganze  Ausdruck  positiv  wird. 
>acos2tt)  =  l  —  2sin'o>,  so  setze  man  1 — 2sin'oo=z',  wo  die  Gränzen  von  z  seyn 

8«i>                        80»               z  — I 

'werden:  1,0;  und  hat — 4sino>cosa>  5— =2z,  sinoo^  =  —  S — '"T7====i^ 

CZ  '  ÖZ  ^WJ%fi       ^\\ 1^« 
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Beispiele  für  die  Berechnang  toü  Rotationikdipen. 


7. 


\A^^    'V 


1  — «* 

,  8in'a>=— s —  ,  80  dass  der  Inhalt  =  ' 
l+a»  2 


'"2V2/o 


z  . 


Vi+» 


Vi+I 


r-»*  =  4P2'<»+^«-l2' 


(].  )i  der  durch  Rotation  der  ganzen  Lemniscate  entstandene  KOrper  hat  zum  Inhalte: 

f^'  ^7.  VI.  Der  Kreis  G£G'  rotirt  um  die  Axe  AB,  die 

^""^-^^  ihn  durchschneidet;  man  soll  den  Inhalt  des  vonGEG' 

^^  erzeugten  KOrpers  und  Oberfläche  berechnen  (Fig.  37). 

\  Sey  wieder  CA  senkrecht  auf  AB,  CA=a,  r  der 

\  Halbmesser  des  Kreises ,  AB  Axe  der  x ,  A  Anfangs- 
punkt, so  ist  die  Gleichung  des  Kreiset:  (y — a)'  + 
x*=r* ,  y=a  +  Vr*  —  x*,  wo  das  obere  Zeichen  ffir 
^  FEF',  das  untere  für  FG  und  F'G'  gilt,  wenn  FF  pa- 
rallel AB.  Um  die  Koordinaten  von  G  und  G'  zu  finden,  hat  man  y=0  zu  setzen 
und  findet  x  =  4:  V^r* — a'  als  Abszissen  dieser  Punkte.     Da  nun 


J" 


\ 


jyXß' J£ 


J 


so  ist  der  Inhalt  der  von 


FEF'  erzeugten  Oberflache  =  2Titfr—^=:^-{'l^d x  =  4rir  fC^y^      l'^'Q 


8i. 


— r 
-fr 


GF 


n 


-'"/(.vkr-')' 


X, 


Vr«-»» 


—  Vr»-a« 


GT' 


=^'*/(vfa-0' 


X, 


— ^r 


wo  die  zwei  letzteren  GrOssen  einander  gleich  sind.     Demnach  ist  die  ganze  Ober- 
fläche ; 


0 

a  .  arc 


Vr«-»« 


a  .  arc  I  sm  =  •- 1  I. 

Für  a=:0  findet  man  4r';r  für  die  Oberfläche  einer  KugeL 
Ferder  ist  der  körperliche  Inhalt  des  Yon 


KSfpar-  «Bd  yHriiMihihalte  ndtteltt  paralleler  Schnitte  berechnet 
BFEPD  enengten  Kflipen  =* /(a+  V»*— »')*6x=2ir /(a+  Vr*^ 
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x*)»8x, 


BF6 


DG'F  ,  „         =W         (a~V?=?)«8x. 

^0  wieder  die  zwei  letzten  gleich  sind.  Mithin  ist  der  Ton  6£G'  erzeugte  Körper  = 
«[yr*+V?^=^)'ex~y(L--.V;^=rr8x]  =2*  [a»r+r»-^  +  ar»~   - 

r+a»V^*==i"*-'*+''W=^*+^-^^^^^^  - 

r»«  (^^=A^)]  =  2*[ar',r+^-^VrXir*-ar  arc^^ 

Anm.  Wir  haben  im  Vorstehenden  immer  angenommen,  die  Kurre  mache  eine  voll- 
lodige  Umdrehung.  Geichieht  dies  nicht,  so  lässt  sich  das  ROrper-  eder  Flächenstück,  das 
tl  einem  Drehnngswinkel  Ton  a  Grad  beschrieben  wurde,  unmittelbar  aus  der  Proportion: 

360  :a  =  Q:  T, 
i>  G  das  bei  einer  Rotation  Ton  360^  (wie  wir  oben  vorausgesetzt)  beschriebene  Stück,  T  das 
li  einer  Botation  von  a?  beschriebene  ist. 

§.67. 

In  maochen  Fällen  kann  man  die  Berechnung  eines  Rörperinhalts  oder 
ber  Oberfläche  dadorch  ermöglichen,  dass  man  im  Stande  ist,  die  Gestalt 
ines  ebenen  Schnitts,  der  einer  gewissen  Ebene  parallel  ist,  zu  ermitteln, 
iegt  man  nämlich  zwei  sehr  nahe  parallele  solche  Schnitte,  so  wird  man  das 
azwischen  liegende  Körperst&ck  als  zylindrisch  oder  prismatisch  anzusehen 
letto  mehr  das  Recht  haben,  je  näher  die  Schnitte  sind,  so  dass  man  bei 
iDendlich  nahen  Schnitten,  d.h.  wenn  man  zu  den  Gränzwerthen  übergeht, 
leu  Körper  als  eine  Summe  von  solchen  zylindrischen  Körpertheilen  ansehen 
ann.  E]ben  so  wird  man  das  zwischen  zwei  solchen  Schnitten  liegende 
'lächenstück  als  eben  ansehen  und  darnach  berechnen  dürfen.  Einige  Bei- 
piele  mögen  dies  Verfahren  wieder  erläutern. 

I.  Denken  wir  uns  zwei  Ellipsen,  die  denselben  Mittelpunkt  haben  und  deren  Ebenen 
of  einander  lenkreckt  stehen,  so  gelegt,  dass  ihre  einen 
[aaptaxen  2c  zusammenfallen,  während  die  andern  2a 
od  2b  auf  einander  senkrecht  stehen ;  denken  uns  ferner 
ine  dritte  bewegliche  Ellipse,  deren  Ebene  immer  senk- 
*cht  ist  zu  der  gemeinschaftlichen  Hauptaxe  2  c  und  deren 
ndpunkte  derHauptaxen  immer  in  den  zwei  genannten  El- 
psen  liegen,  so  beschreibt  diese  bewegliche  Ellipse  das 
reiaxige  Ellipsoid,  woTon  die  eine  Hälfte  in  Figur  38  ab- 
ebildet  ist.  Dort  sind  AGB,  ECD  die  halben  festen  Ellip- 
en,  AEBD  ist  eine  Lage  der  beweglichen  Ellipse,  MP  eine  andere. 

Sey  nun  QN=rx,  so  &t  }m=  ~  Vc'-x».  NP  =- 


Vc^-i' 


Di  enger,  DUftreBÜMi'  u.  Integnl-Recbnnng. 
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Inhalt  und  Fliehe  des  elliptitchen  KlottergtwOlbM. 


die  Halbaxen  der  Ellipse  MP  bekannt  sind.    Die  Fl&che  denelbeo  ist  ($.  54.11)  also 

ab(c»  — X*)  ^ 

~     Denkt  man  sich  nun  eine  zweite  Lage  der  beweglichen  Ellipse  in  der 


n. 


Entfernung  x4~^x  ^<>n  AB,  so  wird  man  das  zwischen  den  beiden  Ebenen  liegende 

Körperstück  mehr  und  mehr  als  einen  Zylinder  ansehen  kOnnen ,  dessen  Inhalt  also 

ab(c*— X-) 
— 1 nJn  ist,  so  dass  der  Inhalt  des  Körpers  ABC  = 


-^y^(c*~x»)Bx  =  ^(^c>~3j=3- 


abc« 


ist  (rergl.  §.53). 
Fip  39, 
D 


Der  Inhalt  des  ganzen  Körpers  ist  also  -Q-abc7r. 

II.  In  dem  Eckpunkte  C  des  Dreiecks  ABC  (Fig.  39)  sey 
eine  Senkrechte  CD  auf  die  Ebene  des  Dreiecks  errichtet,  h 
der  Ebene  ACD  ziehe  man  eine  Viertelsellipse ,  deren  Halb- 
axen AC  und  CD  seyen,  eben  so  in  der  Ebene  BCD  eine,  dem 
Halbaxen  BC  und  CD  sind ;  endlich  lasse  man  eine  Gerade  pa- 
rallel mit  AB  sich  so  bewegen,  dass  ihre  Endpunkte  immer  in 
den  Ellipsen  AD,  BD  sich  befinden,  so  beschreibt  sie  die  Ober- 
fläche des  elliptischen  Klostergewölbes. 

Durch  den  Punkt  c  der  Geraden  CD  lege  man  die  Ebene 
^  acb  parallel  ACB,  so  ist  ab  eine  der  Lagen  der  erseugendeo 
Geraden  und  das  Dreieck  abc  ist  ähnlich  ACB.  Ist  nun  d  die  Fläche  des  Dreiecb 
ABC,  d  die  von  abc,  so  hat  man 

zi:ö  =  AC»:ac»,  Ä  =  J 


aC 


AC 


Da  aber  AD  eine  Ellipse  ist,  so  hat  man,  wenn  CD^h,  Cc=  x : 


ac»       ,      X» 

Ic*  =  ^""^' 


AC   '   h'~~'  AC*  h' 

Legt  man  einen  zweiten  Schnitt  parallel  acb  und  in  der  Entfemoog  Jx  tob 
demselben,  so  wird  man,  bei  unendlich  kleinem  z/x,  das  zwischenliegende  Körper- 

stück  als  prismatisch,  vom  Inhalte  (  1  —  ^J^^  ^^  ansehen  können,  so  dass  al» 

der  Inhalt  des  Körpers  ABCD  == 

j/'(^l-|^)8x=:J(h--yh)=yzih  =  |.ABC.CD. 

Will  man  den  Inhalt  der  Fläche  ABD  haben,  so  rerfthrt  man  in  Ahnlieher 
Weise.  Das  zwischen  den  zwei  parallelen  Schnitten  gelegene  FläobenstilckcheD 
kann  als  ein  ebenes  Parallelogranmi  angesehen  werden ,  dessen  Grundlinie  ab  und 
dessen  Höhe  die  (auf  der  Fläche  gemessene)  Entfernung  der  beiden  Parallelen  ist. 
Um  nun  letztere  zu  finden,  wollen  wir  durch  die  auf  AB  senkrecht  stehende  Gerade 
CE  und  durch  CD  eine  Ebene  legen ,  welche  die  Fläche  in  DE  schneiden  «oU ;  dieie 
Kurve  DE  wird  nun  auf  ab,  so  wie  auf  allen  mit  AB  parallelen  (Geraden  senkrecht 
stehen.  Was  dieselbe  anbelangt,  so  ist  sie  eine  Ellipse.  Denn  es  ist,  wenn  ec 
parallel  EC : 


ec 
EC^ 


also  auch 


ac 
AC» 
ec* 


ac»  .  £c* 


EC 


i 


AC» 
Cc» 
CD» 


CD» 
=  1. 


»-«y  beweist,  dAss  ED  eine  Ellipse  ist,  deteu  Haibwien  CE  und  CD  sind.    Die  Höhe 
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des  FtfaUel^^granuns  ist  also  ein  Stfiek  dieses  elliptischen  Bogens ,  das  zum  Axen- 
stflek  Jx  gehört,  mithin  (§.  65,  U)  gleich^/^^^^I^^  J  x  gesetzt  werden 
kann,  wenn  Jx  unendlich  klein  ist,  und  C£  =  a  ist.  Also  ist,  da  ab :  AB 
-ac.AC,    und^+— =  1.   ;^.=  l-p.    -=Y/i-_  =  -_,   ab  = 

^ 

1  ~-r|-,  wenn  man  AB  durch  b  bezeichnet,  die  Fl&che  jenes  Parallelogramms 

zu  setzen : 

Sej  nun : 

i)  h*>a»  und  dann  h'— a«=h*a»,  so  ist  ~ V^*— (h»—  a*)  x*  =  ^  V»»'  —  «*  x» . 

n  h 


also  die  Fl&che : 
_b 
h 


—  arc(im  =  a), 

iS0 


ab 
uro  — =^=der  Fl&che  des  Dreiecks  ABC  ist. 

i)  h»<a»,  h»  — a'=i  — jS*h^  so  ist  die  Fläche  =  

i/;Vp+??..=|[|vPT?r.+i-;.e-^3f±?^-)]=v'+ 

III.  Bei  der  gewöhnlichen  Pyramide  yerhalten  sich  die  Dimensionen  (Seiten) 
1er  mit  der  Grundfl&che  parallelen  Schnitte  wie  die  Entfernungen  derselben  Ton  der 
Spitze,  so  dass  man  sagen  kann,  es  entstehe  dieselbe,  indem 
mie  ebene  Figur  sich  parallel  mit  sich  selbst  bewegt,  und  da- 
lei  ihre  Dimensionen  proportional  dem  durchlaufenen  Wege 
rergrOssert.  Gesetzt  nun  aber,  die  bewegte  Figur  yergrössere 
hre  Dimensionen  im  Verhältniss  der  Quadratwurzel  der  £nt- 
emung  ron  der  Spitze,  so  entsteht  eine  Pyramide,  deren  Kau- 
en statt  gerader  Linien  Parabeln  sind  (Fig.  40).     Ist  nun  h 

lie  Hohe  der  Pyramide ,  d.  h.  die  Entfernung  der  Spitze  £  Ton  

kBCD,  X  der  Abstand  des  Sehnitts  ab  cd  von  £ ,  6  der  Inhalt    "^  ^ 

ler  Grundilftche,  so  ist  der  Inhalt  des  Schnitts  abcd  =  G  -r*,  so  dass  der  Inhalt  der 
^zen  Pyramide  = 

G/     -8x  =  G. —  ---  =  — Gh. 
y  0  h  2    h        2 

Hat  man  eine  abgekürzte  Pyramide  dieser  Art  und  ist  g  deren  obere  Fl&che ,  h 

lie  Höhe,  x  die  (unbekannte)  Entfernung  der  oberen  Fl&che  von  der  Spitze,  so  ist 

g:G  =  x:  x+h,  x=  JE — ^ 

G~g 

also  die  abgekürzte  Pyramide : 

i-GCh  +  x>~-igx=i-(G  +  g)h. 
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IV.  Gesetzt  eine  ebene  Figur  bewege  sich  so,  das«  alle  ihre  Seiten  parallel 
bleiben ,  aber  derart  sich  ändern ,  dass  wenn  x  die  Entfernung  der  bewegten  Ebene 
von  einem  bestimmten  Punkte  ist ,  die  Dimensionen  proportional  V^a-|-bx  +  cx' 
sind,  d.  b.  also,  wenn  x^,  X|  zwei  Entfernungen  der  bewegten  Ebene  Ton  dem 
festen  Punkte  sind,  so  verhalten  sich  die  parallelen  Seiten  der  beiden  Lagen  wie 
V^a-f-bxo^-cxo*  zu  V^a-j-bxi-f-cX|^  Da  alle  Lagen  mithin  ähnliche  Figuren 
sind,  so  verhalten  sich  die  Flächen  derselben  wie  a+hxo+oxj^'  zu  a+bx^-frc^t'- 
Sejen  nun  Xq  ,  x^  die  Entfernungen  der  obersten  und  untersten  Fläche  eines  so  ent> 
standenen  Körpers,  G  dessen  unterste  Fläche,  so  ist  der  Inhalt,  da  ein  beliebiger 

«  .   .  r.  a+bx-f  cx» 

Schnitt  =  G  — j-r r •: 

a+l>»i  +  cxt' 


a  +  bx,  +  cx.\,   ^ 


1 


Sind  nun  yo^yttYt  <*>^  Werthe  von  a+bx+cx^  für  x==Xo,  g   (^oH~^^«*i' 
so  ist  nach  §.  54,  IX : 


ß. 


(a+bi+cx«)8T  =  ^^^(y.-|-4y.+y,). 


also 


So 


-,y(a+bx+cx«)8x  =  ^ 


a+bXj+cXiV  j^  ö  y» 


d.h.  da  ^- — =G,  — —  =  y, =  g,  wo  g  die  obere  Grundfläche,  y  die  mittlere 

7»  y«  Yi  ^ 

zwischen  beiden,  so  ist  der  fragliche  Körper  = 

Xi — Xq  ist  dabei  die  Höhe  des  Körpers,  der  von  zwei  parallelen  Grundflächen  be- 
gränzt  ist.  Zu  dem  hier  betrachteten  Körper  gehören  alle  Zylinder ,  Pyramiden,  *• 
wie  die  in  III.  betrachteten  Körper.  Würde  man  statt  a*-f-bx*-f-cx'  gesetzt  haben 
a-j-bx-f-c3L*'i-dx',  so  hätte  man  gefunden: 

^-^^^\[g+3rH-3r'-fG], 

1  2 

worin  g  und  G  wie  so  eben,  y  die  in  -«r  der  Höhe  und  /'  die  in  -g-  der.HAhe  gemei- 

sene  Fläche  des  Durchschnitts  bedeutet  (§.  54,  IX). 

Die  erste  Formel  lässt  sich  zur  Aufstellung  einer  Näheningsformel  be- 
nützen. Gesetzt  nämlich ,  man  habe  einen  von  zwei  parallelen  Flächen  be- 
gränzten  Körper,  dessen  Höbe  =h  sey;  man  theile  letztere  in  2n  gleiche 
Theile  und  mache  in  den  Theilpunkten  Schnitte  durch  den  Körper  parallel 
mit  den  Grundflächen.     Die  Flächeninhalte  dieser  Schnitte  seyen : 

g»yi.y»» y2n-i'  ö. 

Alsdann  wird  man  das  Körperstück,  das  zwischen  den  Flächen  g  and 
y, ,  y4, ,  /jn— 2  ""^  ^  l>^g^>  desto  genauer  als  einen  Körper  ansehen 


*  Man  vergleiche  hiemit  meine  „ebene  Polygonometrie*  S.  58,  Note.     Die  dort  gelMc 
Aufgabe  ^ehOrt  offenbar  hieher  und  würde  leicht  nach  der  angegebenen  Weise  gelöst  werden 
kcfniwn. 
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können,  der  nach  obiger  Formel  berechnet  wird,  je  grösser  2n  ist.     Daraus 
ergibt  sich  dann  wie  in  §.  54,  IX  als  sehr  genäherten  Ibhalt  des  Körpers : 


§.  58. 

Soll  man  ein  begränztes  StQck  einer  krummen  Oberfläche  berechnen, 
so  ist  die  Aufgabe  die ,  die  Fläche  einer  ebenen  Figur  zu  finden ,  die  densel- 
ben Flächenraum  hat,  als  das  Stück  der  Oberfläche,  welche,  wenn  sie  nicht 
in  eine  Ebene  entfaltet  werden  kann,  wir  uns  aus  lauter  unendlich  kleinen 
Flächenstückchen  zusammengesetzt  denken  können ,  von  denen  jedes  als  zu- 
sanomenfallend  mit  der  in  ihm  an  die  Oberfläche  gelegten  Tangentialebene 
angesehen  werden  muss. 

•     Sey  nun  die  Kurve  MN  (Fig.  41)  die  Projek-  Fig.  4L 

tion  des  zn  berechnenden  Oberflächenstücks  auf  die  ^ 
Ebene  der  xy;  durch  Linien,  parallel  mit  den  Axen.' 
der  X  und  y,  deren  gegenseitige  Entfernung  bezüg- 
lich J^  (parallel  mit  Ox)  und  Jx  sey,  theile  man 
die  Fläche  der  Figur  in  Rechtecke,  wovon  PQ  ei-  / 
oes  sey.  Die  Fläche  eines  solchen  ist  //x//y,  und  C- 
über  demselben,  d.  h.  innerhalb  der  Seitenflächen 
eines  über  ihm  errichteten  Parallelepipeds,  liegt^ein 
Stück  der  zu  berechenden  Oberfläche,  das  desto  genauer  als  auf  einer  Tan- 
gentialebene liegend  angesehen  werden  darf,  je  kleiner  J\  und  Jy  sind. 
Denkt  man  sich  in  dem  über  P  liegenden  Punkte  der  Oberfläche,  dessen 
Koordinaten  x,  y,  z  sind,  eine  Tangentialebene  an  die  Oberfläche  gelegt,  so 
macht  dieselbe  mit  der  Ebene  der  x  y  einen  Winkel ,   dessen    cosinus  = 

— .  ^       ^     =  ist,  wo  ^y^r-  die  partiellen  Differentialquotienten 

von  z  sind,  wie  sie  aus  der  Gleichung  der  krummen  Oberfläche  folgen.  Ist 
non  e  das  von  dem  eben  erwähnten  Paralielepiped  auf  der  Tangentialebene 
ausgeschnittene  Stück,  so  ist,  da  Jx/Iy  dessen  Projektion  ist: 


V'+ao"+(B) 


=  JyJx,  e 


und  da  das  von  demselben  Paralielepiped  ausgeschnittene  Oberflächenstück 
mit  e  desto  genaner  zusammenfallt,  je  kleiner  Jx  und  Jy  sind,  so  wird  man 
tur  das  Element  der  Oberfläche  die  eben  gefundene  Grösse  wählen  dürfen.  Die 

Summe  all  dieser  Elemente,  d.h.  all  der  Grössen  y^l+fr^j  +f  ä^  j  JxJy, 
wenn  man  r-,  ^  durch  ihre  Werthe  in  x  und  y  ersetzt  hat.  gibt  da&  iiih^- 

8x    oy  '  ^ 

rechnende  F^^dlrei?5^cir.     Was  nun  die  Summtrung  af\be\Mv^\.^  %q  Vmvti  \^^^:ci 
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zuerst  X  als  konstante  Op  ansehen  nnd  nach  y  srnnmiren,  d.h.  all  die  Ober- 
flächenelemente zusammennehmen,  die  über  dem  miendlich  schmalen  Streifen 
Rr  liegen;  ihre  Summe  ist  gemäss  §.48: 


-/V'+(H)'+(:-D"'"- 
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WO  Yt,  yj  die  als  Funktionen  von  x  gegebenen  Werthe  von  pR,  pr  sind,  wie 
sie  aus  der  bekannten  Gestalt  von  MN  folgen.  Summirt  man  nun  alle  diese 
Streifen,  indem  man  z  von  OA  =  a  bis  OB  =  b  gehen  lässt,  so  erhält  man 

als  Werth  der  zu  berechnenden  Oberfläche ,  welche  Formel  man  auch  sofort 
nach  §.  51  hätte  hinsetzen  können. 

Wollte  man  zuerst  nach  x  summiren,  so  würde  many=Oq  unverändert 
lassen  und  von  x  =  qS  =  Xt  ^^s  x  =  qs  =  X2,  wo  x^,  x,  Funktionen  von  y 
sind,  summiren,  wodurch  man  für  den  unendlich  schmalen,  überSs  liegenden 
Streifen  erhielte 


-'/V'+(10'+C.H)'- 


Lässt  man  hier  y  von  einem  äussersten  Werth  OC  =  a  zum  andern 
OD  =  ß  gehen,  und  summirt  dann,  so  erhält  man  die  Summe  all  dieser  Strei- 
fen ,  d.  h.  die  Oberfläche  = 

Anm.  Wir  haben  hier  kurzweg  Ton  unendlich  kleinen  Elementen  gesprochen,  «Aaefii 
schArfere  Begründang  durclizuführen ,  da  dies  genau  immer  in  der  §.  53  angegebenen  WciN 
geschehen  wird  und  also  wohl  nicht  wiederholt  zu  werden  braucht.  Hier  etwa  würde  es  beil^ 
sen ,  das  Fl&chenstück  e  innerhalb  des  oft  genannten  Parallelepipeds  ist  = 

WO  a  eine  GrOsse  ist,  die  mit  Jj.  und  Jy  verschwindend  klein  wird,  indem  der  Qootilil 

.    sich  der  Grösse  A/  ^"l~lfl~|  "^Ih~)    ™®^  *"*^  "*^'  nÄhert.     Lässt  man  Ar 

ein  bestimmtes  x  den  Werth  Ton  y  gehen  von  y^  bis  y, ,  so  wird  man  (bei  unendlich  UmaoB 
jdi)  eine  Summe : 

yi  yt 

erhalten,  wo  a*  ein  Mittelwerth  zwischen  allen  a  ist  (g.  49,  YIII),  also  mit  unendlich  Ueioiü 

Jx  verschwindet     Da  femer  /      8y  =  ys — y^,  also  endlich  ist,  so  wird  also  a'iji^f 
verschwinden  mit  unendlich  kleinem  ^x,  so  dass  man  jetzt  bei  der  zweiten  Summirung,  d. 

für  unendlich  kleine  Jz  die  Grösse  a^f     ^x^c^l^k  —  s) «Aii1\au "vvcd^  wo  a^  unendlich Ul 


Bereehnang  dei  Inhaht  ainer  krammMi  OberflAehe.  23 1 

ht,  also  a^  (b  —  a)  Tenchwindet  und  bloss  das  oben  angegebene  Integral  erscheint  —  Wenn 
wir  dann  gesagt  haben,  die  Fliehe  der  Karre  MN  werde  in  Unter  Rechtecke  getheilt,  so  ist 
dies  nicht  gani  wahr,  da  an  der  Grftnze,  d.  h.  an  der  Knrre  selbst  hin  Flächenstückchen  lie- 
gen werden,  die  keine  Rechtecke  sind;  je  kleiner  aber  Jz  nnd  Jy  sind,  desto  kleiner  werden 
aoch  diese  letzteren,  so  dass  sie  schlieulich  nur  noch  einen  nnendlich  schmalen  Streifen  bilden 
werden,  dessen  Fliehe,  so  wie  das  darüber  liegende  Stück  der  krummen  Oberfläche  rerschwin- 
den  wird. 

Gesetzt  die  Gleichang  der  krummen  Oberfläche  sey  auf  Polarkoordina- 
ten, statt  auf  rechtwinkliche  Koordinaten  bezogen»  und  zwar  seyen  dieselben: 
die  Entfernung  r  eines  Punktes  vom  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  der 
Winkel  ^,  den  r  mit  seiner  Projektion  auf  die  Ebene  der  xy  macht,  und  der 
Winkel  9,  den  diese  Projektion  mit  der  Axe  der  x  macht,  wobei  r  immer 

positiv  seyn  soll,  tff  von  — Y^^'^Y  Abrechnet  werde,  während  q>  von  0 

bis  2n  gehen  könne,  und  im  Drehungssinne:  Axe  der  4"^  g^g^n  die  der-f-y 
gerechnet  werde.     Alsdann  ist 

z  =  rcos^cos9,  y  =  rcosi^sin9,  i  =  rsin^. 
Ist  nun  r  als  Funktion  von  g>  und  tp  angesehen ,  so  hat  man  (§.  29, 2) 

cos^l  r— COS!/'  —  rsinV'  1 
Kofff  J 

Wir  haben  bereits  schon  gezeigt,  dass  in  dem  Ausdruck  (a)  die  Ord- 
nung der  Integration  geändert  werden  kann;  ferner  ist  klar,  dass  mittelst 
der  neuen  Koordinaten  ein  Element  der  Fläche  ausgedrückt  werden  kann,  so 
dass  ako  nothwendig  die  Formeln  des  §.52, 1  hier  angewendet  werden  dürfen. 
Die  dortigen  u  und  t^  sind  hier  durch  tf  und  1^  ersetzt ,  während  tf  (u,  v)  = 

rcos^cosy,  ^(u,v)  =  rcost^siny,  also  g— = — rsini//siny-f"ä   cosi/;siny, 

j^=rco8^cos9-f-r-^cosi/;8in9,  ~  = — rsini/;  cosy  +  g^  cost^  cosy, 

8f  .         ,  8  r  8ui  89     811;  89  ,  f     '     , 

r=— rco8V/sing)4-ir-cosi/;cosg);  -^  ^—^   ^— =  r  cos  i/;  (r  sm  1/; — 
8«  T'       y    I   Q^        T        y   8v    8u      8u    8v  ,^  ^  ^ 

r-  cosi^),  SO  dass 


h  II  cos^  I -—  cos^  —  rsin^  I 

rcDtip(rsin<p— r-'^cos^/)898^=—  / /rA/  1  ~  1  +1  r*4-l  ~  I    jcos't^SvÖV'. 

WO  man  das  —  Zeichen  auch  weglassen  kann ,  so  dass  das  Flächenstück  = 

//■VG-0"+["+(IO'J-''""--     <" 

*  DiV«  Formel  Itsst  sich  leicht  geometrisch  ableiten,  so  dass  wir  dadurch  eine  that- 
sichlieht  BestAtigang  der  Richtigkeit  derselben  haben.    Wir  iroWeu  \xii%  ^xsXxOdl  «oivsi 
^•hukt  doiken,  dem  p  nnd  ^  lagebOren  und  dann  9  und  ^t  tun  die  \m«D4\\d]k>t\«     TiQfAMW& 
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worin  r,  r— ,  r-  als  Funktionen  von  cp  nnd  tp  auszudröcken  sind,  wäbrend  die 

Gränzen  des  Integrals  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  zu  bestimmen 
sind. 

Die  Formel  des  §.  56  für  Rotationsflächen  lässt  sieb  aus  der  Formel  (a) 
unmittelbar  ableiten.  Sey  nämlich  y=f(x)  die  Gleichung  der  sich  drehen- 
den Kurve  NN' (Fig.  32),  so  ist  y*+z'  =  f(x)'  die  Gleichung  der  entetehen- 
den  Rotationsfläche,  *  somit: 

.  .  r^^V  .  n^^^    »»+y'+f(x)»r(x)>    f(»)^+f(i)»f(i)»    f(i)»[i+f(i)»l 

■^V.exJ  "*"V.8yJ   ""  •  »»  "        f(x)«-y»       ""      f(x)*— y*     * 

mithin,  da  die  Gränzen  von  y  sind  — f(x)  und  +f(x)' wenn  man  die  halbe 
entstehende  Fläche  haben  will,  ist  die  ganze  Fläche  = 

b         +f(x)^. .  b  +f(x) 

J     J       VfW*-y»  j  yfy   -^   ^f     Jyi^jmp 

•  -f(x)  «  -f(x) 

Aber  es  ist 

+  f(x) 

y  Vföö^"^»       1"°"  nx)Jv  VfT^fzy»"' 


also  die  Rotationsfläche  = 


W-y» 

--f(x) 


Aqi,  Aip  sich  Andern  lassen,  so  wird  der  Endpunkt  des  Fahrstrahls  r  auf  der  Oberfläche  eine 
Flache  beschreiben ,  die  wir  als  auf  der  Tangentialebene  liegend  ansehen  dürfen.  Was  mm 
die  Projektion  derselben  anf  die  Ebene  der  xy  anbelangt,  so  ist  lie  gebildet  fon  der  dnrch  die 
Aendening  des  ipxxm  Aip  hervorgebrachten  Verlängerung  Ton  rcot^,  d.  h.  ron  2l(rcosfi),  vo 
nicht  9  sich  ändert,  und  Ton  der  durch  die  Aenderung  des  9  um  A9  in  der  Ebene  der  xy  tob 
Halbmesser  rcosi^  beschriebenen  Linie,  die  senkrecht  auf  der  ersten  steht  nnd  als  gerad  niiia 
angesehen  werden.     Die  Flache  dieser  Projektion  ist  also ,  indem  letstere  Linie  =  reoit^f ' 

zf(rcos^) .  rcos^^9»  =  1  r— cosi^  —  rsin«^  |<^^  •  roos^  .  A^^ 
indem  A  (r  cos  g>) = — ^ — ^  ^  v  =  ~^ —     ^  ^  ist.  Denmach  ist  die  eigentliche  Fliehe  selbst 

=  I  r— cosv'  —  rsin<^  ltco%^A^A9. — r — 

cos^l— cos^p  —  rsin^i 

indem  die  zugefügte  GrOsse  =  %/  l  +  ls-|  +l5~l   = '**»  ^•"^  **  ^'^  Winkel 

▼  VC  "lJ        vB  jJ       cos  a 

der  Tangentialebene  mit  der  ^bene  der  xy  vorsteUt.  Darans  eigibt  sieh  dann  tahr  leicht  die 
Formel  (b). 

*  Dreht  sich  nämlich  NN'  um  OM',  so  beschreibt  PQ  einen  Kreis,  dessen  Halbmesser  ^ 

PQ=  f(x).     Sind  nun  x,y,  z  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  dieser  Kreisfinie,  sbo 

eines  Punktes  der  entstehenden  Oberflache,  so  ist  x=OP,  wahrend  PQ*=y'-4~**i*^  ^  ^ 

dB  immer  PQ'=  f  (x)S  nothwendig  fQr  alle  Punkte  der  kmmmeo  OberflAohe  die  Oleiefcssi 

f{x)*=y*+z'heBteht. 
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2«  /*f(x)Vl+^«*8x. 

die  Formel  des  §.  56. 

Wir  wollen  nan  die  allgemeinen  Formeln  auf  einige  Beispiele  anwenden. 

I.  In  der  Ebene  der  xz  liegt  ein  Kreisbogen  CB  (Fig.  42),  j^,  42, 

der  an  den  Koordinatenaxen  der  x  (AB)  und  z  (AC)  endet ;  ^ 
I&ogs  desselben  bewegt  sich  eine  Gerade ,  die  senkrecht  auf 
der  Ebene  der  xz  steht  und  abo  eine  Zjlinderfläche  be- 
schreibt. Diese  Zjlinderfläche  wird  durch  eine  Ebene  ge- 
schnitten, die  durch  die  Axe  der  z  uod  durch  die  in  der  Ebene 
der  xj  liegende  Gerade  AD  geht;  man  soll  das  Stück  BCD  J, 
derselben  berecbnen,  das  Ton  dieser  Ebene  und  den  Ebenen 
der  XJ  und  xz  eingeschlossen  wird.  (Kreisförmiges  Kloster- 
gewOlbe.) 

Sej  r  der  Halbmesser  des  Kreisbogens  BG ,  o,  /?  die  Koordinaten  seines  Mittel- 
punktes (die  gewöhnlich  beide  negativ  sejn  werden),  so  ist  die  Gleichung  des  Krei- 
ses und  also  auch  der  Zjlinderfläche : 


8  z     _         z — a 


8«     ^ 
r-=0. 


(x-«)»-h(x-«'  =  H.  .  =  /?±Vr»-(x-«)\  ^=+--====. 

Die  Projektion  der  Fläche  auf  die  Ebene  der  x  j  ist  das  Dreieck  BAD ,  und 

b 
wenn  AB=a,  BD=b,  so  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AD  :  j  =  —  x,  also  sind 

die  Gränzen  Ton  j  für  ein  beliebiges  x  (=  A£) :  0  und  —  x  (=EF) ,   während  die 
Ton  X  sind  0  und  a,  so  dass  also  die  zu  berechnende  Fläcbe  ist: 

J     J        V  *^^r»-(x-«)>   '       J  Vr»-(x-a)i/ "'      »7  Vr»-(x-<.)' 

9        0'  0  00 

I       8x      , 
Aber  es  ist,  wenn  man  x — a^=z,  "Si^tr^-a^  r'=  *  setzt: 

'         0  z 

r         x8x  /•      i8z         ,        /•      8i  */-5 1,  f.  z"\ 

/  =   / —  +ft  / —  -^ — yv — z'+aarc|8Ui= —  I 

V.  '.  -^     y  0  Vr*— (x  — a)* 

-f-  V^r* — a*-4-aarc  I  sin  = |-|-aarc  I  sin  =  —    |. 

Ist  nun  s  die  Länge  des  Bogens  BC,  so  ist  (§.  55): 

PX  A    .       (»-«)'     c           r          8x                       r.        a-a^ 
8  =  /  %/  l  +  -i — 7 — ^— T58x  =  r  /-—===  =  rare I  sm  = I 

J    V         'r*— (x-a)*  J  Vr*— (x  — «)*  V  r     J 


/ 


x8z 


Vr»— (X— «)« 


4-ra  c|  sin=  —  1, 


mithin  die  fragliche  Fläche  =. 
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Nun  ist  aber,  wenn  AC=h ,  für  den  Punkt  G  des  Kreiset: 

a»+(h  — /9)»  =  r»,  alsor»— a»=(h      ß)*,  Vr»— a»  =  h~/?. 
eben  so  für  B : 


(a-«)»+|9»=r»,  r»-(a~a)»  =  ^*,  Vr»-(a~<«)»  =  ±/?, 
je  nachdem ,  ob  /?  positir  oder  negativ  ist.     Setzen  wir  ß  negativ  Tonuu ,  so  ist 


mithin  die  Fläche : 


Fig,43. 


Vr»  — a*— Vr*  — (a-aV  =  h— /?+/?=h. 


rb     ,  ab         b  ,      , 
---h+--8  =  --(rh+aB). 
a  a  a 


IL  Um  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  0  ist  mit  dem 
Halbmesser  r  eine  Kugelfläche  beschrieben;  man  soll  das  Aber 
^  dem  Rechtecke  OC  (Fig.  43)  liegende  Stück  derselben  bereehnen, 
wenn  OA=a,  OB=rb  ist. 

Die  Gleichung  der  Kugelfläche  ist  x'+y*+x*=:r^  woraus 

(8s"\'             z*       y'      r'                 r* 
r-  I  =l  +  -j-H — i  — ~T  =  r7===»  wd  da  dieOränzen  Ton  y  sind  Onodb, 
oy^  z         z        z         yT  — z* y' 

Ton  z  aber  0  und  a,  so  ist  die  fragliche  Fläche  = 

a  b 


r  /ez  f  ^^ 


Aber 


/-=Jl==  =  arcrdn  =  _l==Y  /-ÖL^^^arcfdu^ -:^) 


also  die  Fläche  = 


r  /     arcl  sin  =  ^  ,       —  i 8z. 


Um  das  hier  Yorkommende  Integral  zu  bestinunen,  setze  man  in  der  Formel  (41) 

des  §.  36 : 

r.  ^        "^     Öz      _      ,  8y      bz 

y  =  arc  I  sin  =  —        —  1 ,  ;—  =  1 ,  also  z  =  z ,  r-^  = -—;==.=  • 

V.  yTTZTiJ'  8z  '8z      (r»-.z»)Vr*--b»~z» 

/arc  I  sin  =  — : |8z  =  zarc|  sin=  — -==  I  — b  / -—==::- . 

/ E!g£- ^  ,.  / ^-1 f  Q'  =  i-arcfig  ^ 

y  (r*— z»)Vr'-b»-z*        /  (H— z«)Vr*— b»-z»     /  Vr»  — b*— z»       b       V 

——-===  I  —  arc  I  sin  =  ^  ._  1 ,    /    arc  1  sin  =  ^  .        —  |  8z  = 

a  .  aro  |  sin  =  —-===  |  -  rare  1  tg  =    ^  I  -4-b .  arc  |  sin  =  ~-—=s=:=-.  l 

V  Vr*  —  a*^  V.*^     rVf*T-b»— a»^  V  Vr*-^b«^ 

also  die  Fläche  = 

ar  .  arc  I  sin  =  —         —  1— r*arc|  tff= |+br.arc|  Mn  =  - 1. 

V  y  r«  —  ti*J  y-        rVr»— b»-a*^  V.  y,a  __  b»^' 

Daraus  folgt,  dass  r'>a'4~h'  »eyn  muss,  wie  sich  von  selbst  versteht,  wenn 

über  dem  ganzen  Rechteck  noch  Kugelfläche  sich  befinden  soll. 

UI,  Durch  die  Kugel,  deren  Gleichung  x'4~y'"t"*'='*  "*»  ^^^  ein  Zylinder 

^steckt,  deBBen  Gleichvmg  x^ — rx4~z^=0  \sl;  isaxl^qVV  daa  Stück  der  Zylindef 


Ragelfllehe  Inneilitib  eioet  dnrehgetteekten  Zylinden. 
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flache,  das  inoerhalb  der  Kogel,  so  wie  das  der  Kugelfläche  innerhalb  des  Zylinders 
beredinen. 

Die  Kugel  hat  r  zum  Halbmesser  und  ihr  Mittelpunkt  ist  Anfangspunkt  der 
Koordinaten;  der  Zylinder  steht  senkrecht  auf  der  Ebene 
der  xz;  ^  seine  Grundfläche  ist  ein  Kreis  rom  Halbmesser 

.r  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Axe  der  x,  in  der  Ent- 

femung  -ö~  Tom  Anfangspunkt  ist.     Der  Durchschnitt  der 

Ebene  der  x  z  mit  Zylinder  und  Kugel  bildet  also  die  Fi- 
^44,  wo  ABA'B'  der  um  O  mit  dem  Halbmesser  r  be- 
schriebene Kugelkreis,  der  um  0  A  als  Durchmesser  beschrie- 
bene Kreis  aber  der  Durchschnitt  der  Zylinderfläche  ist. 
[)ie  Axe  der  y  liegt  also  auf  dem  Zylindermantel.     Was 

Üe  Projektion  der  Durchschnittskurre  beider  Flächen  auf  die  Ebene  der  xy  anbe- 
langt, so  erhält  man  ihre  Gleichung,  wenn^an  z  aus  den  beiden  Gleichungen  eli- 
ninirt.  Dadurch  ergibt  sich  y'^rx=r',  eine  Parabel,  die  durch  die  Punkte  x=r, 
f=Oundx==0,  y==±r  geht  (Fig.  45),  so  dass  EDE' 
diese  Projektion  Torstellt.  Was  nun  das  Kugelstflck  in- 
nerhalb des  Zylinders  anbelangt,  so  besteht  es  aus  zwei 
Reichen  Theilen,  die  sich  im  Punkte  A  (Fig.  44)  berüh- 
ren; der  eine  Theil  liegt  auf  der  Seite  der  positiven  y, 
der  andere  auf  Seiten  der  negativen  y;  ferner  schneidet 
^ Ebene  der  xy  jeden  dieser  zwei  Theile  wieder  in  zwei 
Hälften,  so  dass  man  also  bloss  ein  Viertel  des  Ganzen 
zu  berechnen  braucht.  Die  Projektion  eines  solchen  Vier- 
tels ist  in  Figur  45  die  Fläche  DEFG ,  wo  also  die  Grän- 
«en  von  y  sind:  Vr*— rx    (för  DFE),    Vr^— x'    (für 

DGE),  mithin,  da  Y/l  +  (^^y+r^y  denselben  Werth  hat  wie  in  II,  ist 
das  Kugelflächenstück : 


Vt*-i 


"/• -/vPfef. -'/K -■"  (- ^)] '— - 


Vr»- 


j% 


Nanüt(§.36  (41)): 

y/r /Vx8i 
2^0   r-hx' 


dx 


Setzt  man  x  =  z\  r— =  2z,  so  ist,  da  die  Gränzen  ron  z  sind  0  und  |/r: 

0  z 


*  Senkreeht  anf  der  Ebene  der  xy  kann  man  ihn  nicht  aufstolhew  \«LM«i!k «  ^i^  «ntküX  \Ti  ^%!t 
^MchuBg  I  Biebt  rorkäme,  wbm  doch  die  Formel  (a)  TerlangU 
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0  0  0 

also  die  Fläche:  2r*ff— r*»— 4r»-|-r'flr=:r*(2jr  —  4)=2r*(«  — 2).  (Veigl. 
§.  51.) 

Was  die  Zylinderfläcbe  innerhalb  der  Kugel  anbelangt,  so  wird  sie  Ton  der 
Ebene  der  xy  in  zwei  Hälfben  getheilt,  woTon  DFEE'F'D  die  Projektion  auf  die 

Ebene  der  xy  ist.     Da  aus  x' — rx-j-z*5=0  folgt:  2x  —  r+2«  r—  =  0,     «-  = 

r —  2x  r-  2x  8« 

— s =    ^  y         = »    £—  =  0,  so  ist  die  fragliche  Fläche : 

r         Vr*— -rx r V^j* — r» 

r  r 

2  /— ^.= Vrl^IIi)  8 X  =  2r* /^  =  4r«. 

0  • 

IV.  Eine  Kegelfläche,  deren  Axe  die  der  z  ist  und  die  durch  Rotation  einer 
durch  den  An&ngspunkt  der  Koordinaten  gehenden  Geraden ,  die  mit  der  Axe  der 
z  den  Winkel  a  macht,  um  die  Axe  der  z  entstanden  ist»  schneidet  eine  Kugelfläcbe, 
deren  Halbmesser  r  ist,  und  deren  Mittelpunkt  der  nämliche  Anfiugspankt  ist.  Man 
soll  das  Stück  der  Kugelfläche  innerhalb  der  Kegelfläche  berechnen. 

Die    Gleichung    der   Kugel    ist   x'  -f"  7*  "f"  *'  =  '*    ^^^    *l»ö   ^ö  ®^" 

^/^^  +  (  ä^ J  "t"!  8~J  ~  \/~i »        »•     ^**  ^®  Kegelfläche  anbelangt,  so 

wollen  wir  von  einem  Punkte  (xyz)  derselben  auf  die  Ebene  der  xy  uns  eine  Senk- 
rechte gezogen  denken ;  die  Länge  derselben  ist  =  z ;  yerbindet  man  ihren  IHus- 
punkt  mit  dem  Anfiuigspunkt  der  Koordinaten,  so  ist  die  Länge  der  Verbindllng^ 
linie  =  \/x^-f~y^  und  man  hat  offenbar : 

— =====cotga,  alsoy*+x*  =  «»tg*<«. 

als  Gleichung  der  Kegelfläche.  Die  Projektion  der  Durchschnittskurre  auf  die  Ebene 
der  xy  ist 

(x*+y»)  (l+cotg»a)  =  r*,  x*+y»  =  r»sm*«, 
ein  Kreis  Tom  Halbmesser  rsina,  dessen  Mittelpunkt  der  AnÜBUigspunkt  der  Koordi- 
naten ist.     Demnach  ist  die  fragliche  Fläche : 

-f-riiJia      Vr'sin'   — x* 


J  J  Vr'-x'-y» 


oder  wenn  man  rsina :=a  setzt: 

+• 

2ry*arc(sto  =  \/^^^  8x. 

— « 

Sodann  ist,  wie  so  eben 
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J       ^  V    r»— x»^    .       '  y  (r»-x»)Vä»I-x» 


— a 


die  bekannte  Fonnel  f&r  eine  sphärische  Haube. 

Will  man  ein  Stack  des  Kegels  berechnen ,  das  innerhalb  der  Kugel  liegt ,  so 

zieht  man  aus  «*=(x*+y*)cotg'«:  8g-^  =  xcotg*a,  i  — =ycotg*a,  --=  — cotg*« 
icotgg       8«        ycotgg  fl  fT^  ,  re  z^  _  »*+y'+x'cotg*g+y*cotg*a 

"  ViM=V*«y~V?T?*  V.8xJ  "^byj   "  x»+y« 

=  l-|-cotg*«  =   .-T~»    ftl«o  ist  die  Fläche : 

tm*a 

-: — /8x  /8y  =-: — /  Vr*iin*a— x*8x  =  -; — I — - —  —  H — —  I 

Boo/  J    ' lino/   '^  sin«  L      2       2'        2        2j 

=  r*sina  .  ir. 
V.  Ein  Kreiszylinder  steht  schief  auf  seiner  Grundfläche;  es  soll  sein  Hantel 
berechnet  werden.  Sey  r  der  Halbmesser  der  Grrundfläche,  b  die  Länge  der  Zylin- 
deraze,  a  der  Winkel,  den  sie  mit  der  Grundebene  macht;  ferner  wähle  man  letz- 
tere zur  Ebene  der  xy,  den  Mittelpunkt  des  Grundkreises  zum  An&ngspunkt  der 
Koordinaten,  die  Ebene  durch  die  Aze  des  Zylinders  und  die  Axe  der  z  zur  Ebene 
der  X  z,  so  dass  die  Axe  der  x  Projektion  der  Zylinderaxe  auf  die  Ebene  der  xy  ist. 
Was  nun  die  Gleichung  der  Zylinderfläche  anbelangt,  so  denken  wir  uns  durch  den 
Paukt  (xyz)  derselben  eine  Ebene  parallel  mit  der  Grundfläche,  welche  die  Zylin- 
deraxe in  einem  Punkte  schneiden  wird,  dessen  Entfernung  Tom  gewählten  Punkte 
=r  ist.     Die  Länge  des  Zylinderaxenstücks  yom  Anfangspunkt  der  Koordinaten 


B 


bis  zu  diesem  Dnrchschnittspunkte  ist  -^-— ,   so  dass   die  Koordinaten   des   Durch- 


sma 


schnittspnnkt«  sind :  -. — cosa ,  0 ,  z ,  und  man  also  hat : 

(zcotga  — x)»+y»+(z  — s)»  =  r». 
d.k  die  Gleichnng  der  Zylinderfläche  ist 


(scotga  — x)*+y*  =  r*,  seotga  =  x± V'*  —  7* 
wo  beide  Zeichen  gelten ,  da  jedes  z  die  Zylinderfläche  zweimal  trifft.     Man  zieht 
daraus: 

Jf*(l+tg*«)— y'       r»  — y'cos^tt 
"  r»— y»  "co8»a(r»-y»)* 

Sind  AB,  CD  zwei  Kreise  rom  Halbmesser  r,  ist  die  Entfernung  00'  ihrer  Mit- 
telpunkte =bcosa,  so  stellt  Figur  46,  S.  238,  die  Projektion  der  zu  berechnenden 
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Mantel  eines  sehiefen  Kreiiiyliadent. 


Fig.  46,  ^  Fläche  auf  die  Eböne  der  xy  Tor,  wobei 

00'  Axe  der  x,  OB  der  y  ist.  Dabei  ist 
AEBCHD  die  Projektion  der  einen  Hilfte, 
AGBCFD  der  andern.  In  diesem  Falle 
ist  es  nun  bequemer,  die  Formel  (aO  an- 
zuwenden.    Für  ein  beliebiges  y=OL 

sind  die  Gränzen  von  x 

JL  J> 

mr  die  erste  Hälfte:  — NL  =  — LM  und  LP  =  00'  — PQ=00'— LM, 
n     „zweite    „     :  +LM  und  LR  =  00'+ QR=  00' +UL 

Da  nun  LM=  Vr' — y'  und  — r  und  +r  die  Gränzen  ron  y  sind,  so  hat  man 
für  den  Zylindermantel : 
-f-r     b  coa  a — Vi*--y* 


4-'       bcoatt-hVr»~y« 


Vr'-i 


conaj  T  r*— y'     J 


b  CO»  a— Vr*— y  •  -f  r 


+ 


eoBuJ         ▼        r' — y'  J 


he9^  -\-V?^ 


-T 


— r 


Z 


-^^fV^^^^y-^^fV'^'^'y  (,.49.  YD). 


— r 


0 

8y 


Setzt  man  hier  y=rsin(p,  ^  =  rco8<p,  so  sind  die  Gränzen  von  9:  0  und  y 
und  es  ist  die  Fläche  == 

4rb  /  *  V l--«Ö8*asiB*^  ^9- 

Gemäss  §.  55,  II  ist  aber  4r  /  \/l  — cos'asin'<p8()p  der  CmÜBUig  einer  El- 
lipse, deren  Halbaxen  sind:  r  und  rsina,  und  da  diese  Ellipse  die  Kurre  ist,  die 
nmn  erhält,  wenn  man  den  Zylinder  senkrecht  auf  seine  Axe  durebBchneidet,  so  folgt 
hieraus ,  dass  der  Zylindermantel  gleich  ist  dem  umfang  des  senkrecht  auf  die  Ai^ 
geführten  Schnittes ,  multiplizirt  mit  der  Länge  der  A3;e. 

VI.  Man  soll  die  Fläche  berechnen,  die  durch  Rotation  der  Lemniscate  (Fig.  28) 

um  BC  entsteht.  *     Die  Gleichung  der  Lemniscate  ist  (§.  55,  V)  r'=:a'co82a]^= 

z'  y* 

a*(cos'(ü  —  sin'o?),  also  da  r'  =  x'^-y^  cos^a?=:  ^  .     i,  sin *a) =-737-5,  so  ist 

ihre  Gleichung  in  rechtwinklichen  Koordinaten:  (x'-|-y')*=a*(x*— -y'),  folglich 
die  Gleichung  der  Rotationsfläche,  wenn  die  Axen  der  x  und  y  bleiben: 

(x*+y*+z*)»  =  a»(x*-y*-i«). 
Setzt  man  die  oben  erwähnten  Polarkoordinaten ,  so  ist : 

r*  =  a*r*(cog*^cos*v  — cos*«^8in*9  — »in*^)  =  a'r*(2co8*fl»co8'^—  1), 

r*  =  a*(2co8*9C08*v; — 1). 

Hieraus:         ''^  =  — 2a*8in9cosyco8'i^,  rr— =  — 2 a* cos*«» cos  1^ sin ^, 


8f» 


8^ 


•  Findet  sich  nach  f  66  für  r*  =  a*co8»oi  g;\«\cVv  4t«.*iiC\-<Ä%~"^=2a»fr(2- V2).    • 
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r*!-— I  +r'c«i'i^l  —  J  +r*co8*^=^a*gm*^jco8*f»cog*^  +  4a*co«*<jeo8*^8in*^ 

+4a*co8*f»co8*^ — 4a*co8*^jcoii*^+a*co8*^ 

=  4a*8ui'f»co»'f»cog*^+4a*co8*9Co»*^— 4a*co8*fl»cog*^+a*co8  V 
=:4a*cos'9»eog*^ — 4a*cog*fl»cog*^-f-a*co8*V'  =  a*cog*^, 

Was  Dun  die  GMnzwertfae  anbelangt ,  so  sind  die  yon  <p ,  wenn  man  nur  die 

durch  AMB  entstandene  Hälfte  erhalten  will ,  —  -r-  und  -f"  x ;  die  einem  beliebigen 

9  entsprechenden  Gränzwerthe  yon  ip  sind ,  wenn  der  Pol  wie  hier  nicht  im  Innern 
des  Körpers  liegt,  aus  dem  Kegel  zu  entnehmen,  dessen  Spitze  im  Pol  sich  befindet 
ond  der  die  zu  berechnende  FlAche  umhüllt.     Für  unsem  Fall  ist  derselbe  entetan- 

den  durch  Rotation  einer  Geraden  durch  A,  die  mit  AB  einen  Winkel  =~t~    macht, 

um  AB.  Da  die  Gleichung  dieser  Geraden  j=rx  ist,  so  ist  y'4~2^=^'  ^^®  Glei- 
ehung  des  Kegels,  also  wenn  man  die  Polarkoordinaten  einführt:  cos'tf/sin'qp-j- 
tin'tf;:=  oos'ifi  eos'qp,  woraus  sin' tf;  =  cos' tp  cos 2 (p,  tg'tp  =  co82(p,  tgtf;  = 
Vco82<p,  so  dass  die  Gränzen  von  \p  sind:  -j-  arc  (tg=  V^cos2  qo),  —  arc  (tg  = 
Vcos2  qo)  und  mithin  die  zu  berechnende  Hälfte : 


Da  nun  /  cos  tf;  8  i^'=sin  \p,  also  das  bestimmte  Integral  nach  \p  gleich  sin  arc  (tgs= 


Vcos  29)  —  sin  [ —  arc  (tg  =  Vcos  2  <p)]  =  2  sin  arc  (tg  =  \/co8  2  qp) ,     und    allge- 

z 

mein  8inarc(tg=z)=:     .  ,  so  ist  also  die  halbe  Fläche  = 


1  «  Ä 


•/   «       V14-C082«  y  ▼       14-C082f> 


4  » 


Cm  das  hier  rorkommende   Integral  zu  bestimmen,    setzen  wir  co8  2<)p=u, 
— 28in29  ö~=  1 ,  ^  = .  ,  da  sin2(p  immer  positiv  ist.     Also  ist 

.       «  1  V*        8u  2v 

Setzt  man  hier  noch  jZI^  =  v%  u  =  jj^f  8^=  (fip^»  »«  »»^ 


f\  /    co»2^o    _       /*J+J^         i>8i>  /* 

/  V   l  +  cos2f» *••""""/  l+2v»''*(l  +  vV"'    yO 


v>8v 


+2i»»){H-v») 

wobei  nun  die  Gränzen  von  u  sind:   1  und  0,  also  von  v  :  00  und  0 ,  so  dass 

n  00 

v*8v 


V   l-t-co82f»^''"y(l  +  2v» 


(l  +  2v«)(l-Vv»V 
0 
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Aber 

/v*hv n_ 1_  ft      (V/2— 1)  _Ä 
o(l+2v»)(l+v»)'"  2       1/2  2  "       V2        2* 

also  die  halbe  Fläche  =2a^^^^^;7^\  die  ganze  t!i!!^fl^|zii>==2a»jr(2--V2). 

§.  59. 

Soll  man  die  Länge  des  Bogens  einer  doppelt  gekrfimmten  Kurve  be- 
rechnen, dessen  Endabszissen  (x)  a  nnd  b  sind,  so  wird  man,  wie  in  §.  S6 
annehmen  dürfen ,  dass  Sehne  and  Bogen  zusammenfallen ,  wenn  beide  un- 
endlich klein  sind.  Da  nun  die  Länge  der  Sehne  =  V-^x'+Jy'+J»*  ist, 
wenn  sie  sich  vom  Punkte  (x,  y,z)  zum  Punkte  (x+^x,  y+^yt  «-f*^«) 
erstreckt,  so  ist  also,  wenn  /Is  die  Länge  des  sich  zwischen  denselben  PudIl- 
ten  erstreckenden  Kurvenbogens  ist : 

il 

Gr.  -- —  =-H,  Gr, .  =-M, 

woraus  dann  leicht  folgt,  dass  die  Länge  des  zu  berechnenden  Bogens  = 

b 


±AATGÖVCFi)'"- 


B  V    8  K 

^^ 8  •  8x  ^'®  ^'^^  ^'^^  ^^®^  Gleichungen  der  Kurve  gezogenen  Differential- 
quotienten sind,  und  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  der  Bo- 
gen wächst  oder  abnimmt  mit  wachsendem  x.  In  dieser  Beziehung  gelten 
überhaupt  die  in  §.  55  schon  gemachten  Bemerkungen. 

I.  Man  soll  die  Länge  einer  auf  einen  senkrechten  Zylinder  Tom  Halbmesser  r 
gewickelten  Schraubenlinie  berechnen. 

Die  Gleichungen  derselben  sind  z  =  rcosQ),  y=rsino>,  z  =  ara>,  wo  a  eise 
Konstante  ist ,  und  od  den  Winkel  bedeutet ,  den  der  Tom  Punkte  (x,  y,  2)  senkrecht 
auf  die  Zylinderaze  gezogene  Halbmesser  des  Zylinders  mit  der  Aze  der  x  macht, 
wenn  derselbe  Ton  0  bis  ins  Unbeg^änzte  gezählt  wird.    Demnach  : 

8y        do>         rcosfio  8  z        8«  ar  a 


=  — cotg»,  —  = 


8x        8ji        — rsin«  *    '  8x        8x    ~— rsin«"      sin»' 
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=  r/V«n*«  +  co«*«  +  a^  8»  =  rV/iTä*  /ö«  =  r  Vr+V .  *», 
bin  wenn  0  und  a>t  die  Gr&nrwerthe  Ton  <d  sind ,  so  ist  die  Län^  des  Bogens  = 
Vl+a'=:  — Vl  +  a',  wo  Zi  die  Ordinate  des  Endpunktes  ist. 

II.  Ifan  soll  die  Lftnge  des  Bogens  einer  auf  einen  senkrechten  Kreiskegel  ge- 
leiten Schraultpnlinie  bestimmen. 

Man  kann  sich  die  fragliche  Schraubenlinie  in  folgender  Weise  entstanden  den- 
Eine  Gerade,  die  durch  den  Anftuigspunkt  der  Koordinaten  geht,  mache  mit 
Axe  der  x  den  Winkel  a  und  drehe  sich  mit  gleichförmiger  Bewegung  um  diese 
,  während  ein  Punkt  in  derselben ,  der  Yom  Anfangspunkt  ebenfalls  ausgeht, 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegt ;  alsdann  beschreibt  die  Gerade  die 
etflftche,  der  Punkt  die  fragliche  Schraubenlinie.  Um  die  Gleichungen  derselben 
nden,  beachten  wir  zuerst,  dass  die  Gleichung  der  Kegelfläche  ist  y^^z^=: 
;^a  (§.  58,  IV)  und  dies  die  eine  der  Gleichungen  sejn  wird.  Seyen  nun  z,  y,  z 
Koordinaten  des  beschreibenden  Punktes  zur  Zeit  t,  so  wird,  wenn  c  der  Winkel 
den  die  dur^  die  Axe  der  x  und  die  drehende  Gerade  gelegte  Ebene  in  der  Zeit 
rfic^egt,  et  der  Winkel  seyn,  den  diese  Ebene  in  jenem  Zeitmoment  mit  der 
le  der  xy  macht,  wenn  diese  letztere  Ebene  die  anfängliche  Lage  der  beweg- 
n  Ebene  ist.  Ist  femer  a  der  Weg,  den  der  beschreibende  Punkt  in  der  Zeit  1 
cklegt ,  so  ist  seine  Entfernung  yom  Anfangspunkt  zur  Zeit  t  gleich  at ,  und 
a  man  nun  die.  bewegliche  Gerade  in  dem  Zeitmoment<?  t  auf  die  Ebene  der  yz 
Izirt,  dabei  Toraussetzt,  dass  der  Winkel  et  in  der  Richtung  ron  der  Axe  der  y 
er  der  z  gezählt  wird,  so  wird  et  der  Winkel  seyn,  den  diese  Projektion,  deren 
^  =at.sina  ist,  macht  mit  der  Axe  der  y.     Daraus  folgt,  dass  noth wendig 

atsina  .  cos(ct)  ist.     Da  auch  atcosa=:x,  so  ist  t==   -  —  und  man  kann  da- 
^     '  aeosa 

folgende  zwei  Gleichungen  als  Gleichungen  der  Schraubenlinie  aufstellen  : 
y  =  xtffacos|  1,  z  =  xtffa8in|  1, 

c 
MB  Ton  selbst  folgt  y*-f-z'=x'tg'tt.     Was  nun  den  Quotienten   -  anbelangt, 

um  er  in  etwas  anderer  Weise  ausgedrückt  werden.    Sey  nämlich  r  die  Zeit,  in 

2ä 
lie  Grerade  eine  Yollständige  Umdrehung  macht,  so  dass  also  cT=2;r,  t=z  --, 

a 

ird  der  bewegliche  Punkt  in  dieser  Zeit  den  Weg  aT=  —  2w  zurücklegen,  und 

c 

I  wir  diesen  Weg  mit  h  bezeichnen ,  so  ist  —  2  ;r=:  h ,  ~  ==  j^"  "°^  ®8  sind  end- 

iie  gesuchten  Gleichungen : 

f2Äx^  .       .   r2irx  "\ 

hcosa^  Vhcosay 

Was  übrigens  h  anbelangt,  so  ist  es  die  Höhe  eines  Schraubengangs, 
die  Entfernung  derjenigen  Punkte,  in  denen  eine  Seitenlinie  des  Kegels  (eine 
1  den  Scheitel  gehende ,  auf  dem  Kegelmantel  liegende  Gerade)  die  Schrauben- 
schneidet.    Jetzt  ist 

8y  r  2itx  \       2irx  .    r2itx'\ 

^— =  tgaco8|  r I  — . tgasiol 1, 

«X  Vhcosay      hcosa  ^         vbco««^ 

8z  .    r2nz^  ^    2äx  ^  f  2«x  A 

T—  —  tgaSW  I  ; I-4-; tffaCOSl  ; 1, 

Sx      ^  y,hco8aJ      hcosa  ^  VhcoRaJ 

^Bg»T,    VMfreatüü-  a.  lategnd'Reehnnng.  ^  \VS 
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V8xj        V^xy  '    *       '   h*cog*a^  h*co»*a 

also  wenD  man  dio  Länge  der  Schraubenlinie  rom  Scheitel  (x=0)  an  rechnet«  bii 
zu  demjenigen  Punkte,  dessen  Abszisse  x==Xi,  so  hat  man  für  dieselbe: 

hcoV«  /y hHR^'Wex  =  |^[^Vh»-i-4^»tg»a.x,»  ^ 

h^      1  r  *»  2ittg«+  Vh»-f-4ff»x^«tg»tt"V'1 
4rttga    V"  h  JJ' 

2fr  tga 
d.  h.  wenn  man  zur  Abkürzung  — r — =:k  setzt,  so  ist  diese  Lange  = 

5^  vr+k^;'+snr7>(k'k+Vi+k«x.'). 

^  cos  a  z  k  cos  a 

Für  a:  =  90®  wird  die  Schraubenlinie  zu  einer  Spirale  in  der  Ebene  der  yi,  ond 

x^ 
wenn  dann  r|  die  Entfernung  des  Endpunkts  yom  Pol  ist,  so  ist  oben =r|,also 

2;r8ina    x^        2itTi     ,  2n  2i<       1  .         . 

kx.  == — r =  ~r~»  kco8«  =  -r-  und  wenn  -r-  =  — ,  so  ist  die  L&nge  dsr 

*  h       cosa         b    '  h  ha*  * 

Spirale : 

3  ViH^^+l-i  (vtVST« j  (,.  „.  V). 

HL  Man  soll  die  Länge  der  Durchschnittskurre  der  zwei  in  §.58,  III  betradi- 
teten  Flächen  bestimmen. 

Die  Gleichungen  derselben  sind*x'-|-y'-|~2'=''*»  «'-|-x' — rx  =  0#  wonwi 

folgt  z=Vrx— xS  y  =  Vr'--rx.  —  =  --==.   ^= -—-==,  1  + 

V8xJ   "^V.axJ    ~      "^  4(rx— X»)  "^  4(r»  — rx")"      "^  '4x(r  — x)   "^   4r(r-x)  ^ 

4x(r  — x)  +  (r  — 2x)'  +  rx        r*+rx 

r-A~~, ^; =  r~7 \i  mithin,  da  die  Durchschnittskurre  doidi  die 

4x(r — x)  4x(r  —  x) 

Ebene  der  x j  in  rier  gleiche  Theile  getheilt  wird,  und  die  Gränzen  Ton  x  ftr  einen 

derselben  sind  0  und  r,  so  ist  dieser  vierte  Theil  = 

r  r 

Man  setze  hier  x=:rcos^()^,  was  man  darf,  dax  ^q,   %fi  sind  die  Gr&nzen  ron 

n  öx  . 

qp  :  2~  ^^'^^  ö»  *>"<^  ^**  **^  ft"'  =^  —  2rsin(3Pco8  9,  also 


0 

V 

2 

0 


r  u 

-  /  ,    -  — e X  =  —    —  /      r-7- — 2rsm»co»»8x  = 


y       Vl-co8*^Vl-f-cosV  J  J 


=.ri/2yVl-i8in»9Ö^. 
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Diese  Grösse  ist  aber  (§.  55,  II)  gleich  dem  Tierten  Theil  des  Umfangs  einer 
Ellipse,  deren  Halbaxcn  r'|/2  und  r  sind .  ho  dass  also  die  ganze  JJinge  der  Kurve 
gleich  ist  dem  Umfiing  dieser  Ellipse. 

IV.  Man  soll  die  Länge  der  Durch-schnittslinie  der  Kugel  x'-(-y'-j-z^r=:a' 

und  des  elliptischen  Zylinders    -,+  :-,=  I  (b'<!a')  berechnen. 

Man  zieht  aus  x'+y'  +  z'=a^   b'x2+aV'  =  a*b»:y  =  ^  Va»  —  x"», 

a 

z:=V^*—  **Vä»=^*==-^- Vi^IIT',  wenn  a'- b'=el      Daraus  1^^  ==    - 

a  a  8x 

bx ^z ej rey"|\    rgj^^aHa'  — i')i-b»x'+e»x' 

aVi^-V    e»~       aVi?'=T''      "^UxJ  "^bxj   -      ■        aHV*-x») 
a* 


i»-x»' 


Für  den  rierten  Theil  der  über  der  Ebene  der  xv  liegenden  Diirrhschnittskurve 
sind  die  Gränzen  von  x  :  0  und  a,  so  dass  also  derselbe  =r 

Va^x'"  2   • 

0 

mithin  der  über  der  Ebene  der  zy  befindliche  Theil  =2a;r«  d.  h.  gleich  dem  Um- 
&iig  eines  grOssten  Kreises  der  Kugfei. 

V.  Wollte  man  bei  diesen  Aufgaben  die  Polarkoordinaten  des  §.58  einführen,  so 
nussten  etwa  r  und  \t)  als  Funktionen  von  gp  betrachtet  werden  und  man  hätte 

8  X      8  r                                           8  V» 
wo  nun      ö~  ■  —  cT  *^°*  ^'  ^***  9  —  r  sin  V'  cos  9 r  cos  «f/  Mn  9 , 

8v      8r  .        .        8v>^ 

-■  --= -— cosif'Sin?)  —  rsini^sin^ 1- r  cos  1^ cos 9) , 

8z      8  r  .        ,  8»|» 

so  dass,  wenn  (pQ,  qp|  die  Gränzen  von  qf  sind,  die  Länge  des  Bogens  =:r 

9x 


/vca +'■&:)'+'■-••'■ 


9>o 

WO  nun  r  und  \p  durch  (p   vermöge  der  Gleichungen  der  Kurve  auszudrücken  sind. 

Meistens  werden  diese  Polarkoordinaten  mit  Vortheil  dann  angewendet  werden, 

wenn  die  Kurve,  deren  Länge  berechnet  werden  soll,  auf  einer  Kugel  liegt ,  da  in 

^sem  Falle  r  konstant,  gleich  dem  Kugelhalbmesser,  ist.  Alsdann  ist  die  Länge  = 

9n 

^0  r  den  Kugelhalbmesser  bedeutet.     Wollte  man  hiernach  etwa  die  Aufgabe  IV 
lösen,  so  wäre  r=a^  ond  oo8^tpcob^g>+i^co%^\\)^\v}(^^=\ ,  ^*^^fr=^^^Vü^^-y\vHti^i» 
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^  ,  b^         b'(2a^sin«»co89> — 2hhmq)COE9)    .  ^^^     b*(a'~b*)9eitMeQf# 

Vev7        (a»sinV+b*cos*«»)*  ^     aSin^^-f  b«cot»f         j 

__  e'sin'y  .  ,  ,     _  b'e^siti'^ 

-  a=8in'y,+Wo7Vp'    ""  '''^''^  *~(:rMnV+b»cir«i;r«* 
•69^ J   "(a'ßin-v+b'cosV)*'  VÖ^/  "^  ^'^^  '''""  (a»«in*9-|-b*cosV 


^' \/r^Y+cosw. 


t, «b 


a*sin*g)-f~b'cos*f> 


t^* 


also  da  für  den  yicrten  Theil  der  Kurve  die  Grenzen  Ton  g)  sind  Ü  und  -^^  so  ist  die 
Kurrenlänge : 

./      a'8in*»»-("b  cos'^  J      a*— e*cos-9        ab      2  w       »      / 

0    .  0 

VI.  Die  Kugel  x'+y^+z^  nrb^  durchschneidet  die  Fläche  (x-+y*+z*)'= 
a^x'-(-b'y'-f-c*z^,  wo  a^>b'>c';  man  soll  die  Länge  der  Durchschnittsknrre 
berechnen. 

Führt  man  Folarkoordinaten  ein,  so.  ist  r  =  b,  also  b^  =  a'cos'iff cos'^^" 
b'cos'i|;sin^gp -|- c'sin'i|.',  b'  —  c' =  cos'i/;(a*cos'g[)-f-b'8in*qj  —  c*),  oos'«/;  = 
b' c* 

— , ,; — ;  ~ni:i 2T"^2~~»    80  ^Äss  wenn  a'  —  c'=e',  b' — c*=e*,  cos*U;  = 

(a*  — c")cos'»»4-(b'  — c*)sm'«&' '  ,  w  y 

-1 — i — ; — TT  ,    ,  woraus  wie  oben   V    I  r~  I  ~t"Co»  »^  —  -i — i — i — ,  .  ,    ,    also 

da  fiir  den  achten  Theil  der  Durchschnittskunre  die  Gränzen  von  <]p  sind  0  und  ö  * 
so  ist  die  Kurve  r::^ 

y      e*cos'»>-[-«'Rm'?5  y       e-im*9-^«'cos*y 


0 


:-8heef\      ,/^,,      ,    =8bV(a'~c»)(b'-.V)A,      ,     /f  ^^     , 

0  0 

8bV(a'-c')(b'-c')  « 

=  -^  ,  ■     —  ^  , -;;-  =  4oir, 

Va*~c*Vb«-c»    2  • 

d.  h.  gleich  dem  doppelten  Umfang  eines  grOssten  Kugelkreises.  j 

1 

§.  60. 

Soll  man  endlich  den  Inhalt  eines  beliebig  begränzten  Körpers  sacheo,  ; 

so  wird  man  durch  Ebenen,  die  parallel  gehen  mit  den  KoordinatenebeneD  \ 

der  xy ,  xz,  yz  denselben  in  Prismen  zertheilen.  Sind  die  betreffenden  Ehe-  \ 
nen  in  je  gleichem  Abstände  und  zwar  die  mit  der  Ebene  der  xy  parallelen 
in  dem  Abstände  //z,  die  mit  der  Ebene  der  xz  parallelen  in  dem  Abstände 

Jy^  die  mit  der  Ebene  der  yz  parallelen  in  dem  Abstände  Jx^  so  wird  der  < 

Inhalt  eines  solchen  Prismas  =Jx/^yJz  seyn.     Je  kleiner  nun  zfx,  Jjt  j 

^z  ßiad,  desto  mehr  solcher  Pri8mei\  ^etd^iv  %v^  m  \t£Ck«r^  des  seinem  | 


Inhalt  eines  beliebigen  RörperK.  245 

luhalte  nach  2u  berechnenden  Körperraums  befinden ,  so  dass,  wenn  wir  J  x, 
//y,  Ji  unendlich  abnehmen  lassen,  diese  Anzahl  immer  grösser  wird.  Al- 
lerdings werden  dnrch  die  gezogenen  Ebenen  im  Innern  des  Körpers  nicht 
laater  Prismen  gebildet  werden ,  vielmehr  an  den  Begränznngen  hin  unregel- 
massigere  Körperstöcke  entstehen;  -je  kleiner  aber  ^x,  ^y,  Jz  sind,  desto 
kleiner  werden  anch  diese  nnregelmässigen  Stückchen  werden,  so  dass,  wenn 
man  ^x,  ^y,  Jz  schliesslich  als  unendlich  klein  ansieht,  dieselben  um  den 
Köq»er  herum  eine  unendlich  dünne  Schichte  bilden  werden ,  deren  Inhalt 
mithin  verschwinden  wird.  Wir  haben  demnach  das  Recht  zu  sagen,  der  zu 
berechnende  Körper  bestehe  bloss  aus  den  unendlich  kleinen  Körperelemen- 
ten  JxJyJz^  deren  Summe  also  den  gesuchten  Inhalt  ausmacht  (d.  h.  letz- 
terer sey  die  Gränze,  der  sich  jene  Summe  nähert).  Was  nun  die  Begrän- 
zuDg  des  Körpers  anbelangt,  so  wollen  wir  uns  (Fig.  41)  auf  der  Ebene  der 
zy  einen  senkrechten  Zylinder  errichtet  denken,  dessen  Grundfläche  MN  sey, 
aod  das  Körperstöck  berechnen ,  das  innerhalb  der  Zylinderwand  und  Stücken 
TOD  gegebenen  krummen  Oberflächen  liege,  die  den  Zylinder  durchschneiden. 
Sind  nun  z^,  Z|  die  Werthe  von  z  als  Funktionen  von  x  und  y,  wie  sie  der 
anteren  und  oberen  dieser  krummen  Oberflächen  innerhalb  des  Zylinders  zu- 
kommen j  so  wird  die  Grösse 

die  Summe  all  der  unendlich  kleinen  Prismen  ausdrücken,  die  über  dem  un- 
endlich kleinen  Rechtecke  PQ  stehen,  wenn  x,  y  die  Koordinaten  von  P  sind. 
Also  wird,  wenn  yo>yi  die  als  Funktionen  von  x  gegebenen  Werthe  von  pR, 
pr  sind,  die  Grösse 

8s 


'f^A 


den  über  dem  unendlich  schmalen  Streifen  Rr  liegenden  Körperstreifen  aus- 
drucken; endlich,  wenn  a  und  b  die  äussersten  Werthe  von  x(OA,OB)  sind, 
80  drückt  r^    r^'  r^ 

/8x/8y/8« 

den  gesuchten  Körperinhalt  aus.  Dass  man  bei  der  Summirung  keineswegs 
die  eben  eingeschlagene  Ordnung  einhalten  muss,  ist  wohl  klar,  so  dass  die 
Ordnung  der  Integration  eine  willkürliche  ist.  Eben  so  wird  man  unschwer 
einsehen,  wie  man  sich  in  verwickeiteren  Fällen  zu  helfen  hätte. 

Führt  man  statt  rechtwinklicher  Koordinaten  die  bereits  in  8.  68  ange- 
wendeten Polarkoordmaten  ein,  wo  nun  r,  9,  i/;  die  drei  neuen  unabhängig 
Veränderlichen  sind,  so  ist  in  §.62,  IV:  y=rcosyco8i//,  1/;  — rsinycosi^, 
9  =  rsini/;,  u  =  r,  v  =  y,  w=^t/;,  also: 

8^  8f)  .  8^  8t/; 

-— rzcos^cofij;,  _— =  —  rsiu^cos»/',    •     --  —  rcosysini/»,        =»in^C08i/N 

00  rv  rw  öu 

^^  8V'  86      .         86     ^   86 

-- =rco«9C08ito,    --  —  -  rKinv>sini;/,  ^     =sini;;,        =0,,,     =rco«i(;; 
8n  8w  8u  cv  on 

-wQiaiu  äuin  M =i:r  'cos  y» , 
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dernnadi :  1 1 h^  ^^'  ^^  ^  /  /  h^cos^'^rb^  id^p. 

wo  nun  die  Gräuzen  des  neuen  Integrals  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ^ 
mäs8  zu  wählen  sind.  Liegt  der  Pol  im  Innern  eines  allseitig  geschlosseii 
Körpers,  so  sind  die  Gräuzen  nach  r:p  und  r,  wenn  r  jetzt  die  aus  der 
Polarkoordinaten  gegebenen  Gleichung  der  begränzenden  krummen  Oberfläc 
gezogene  Funktion  von  (p  und  xp  ist,  die  dort  mit  diesem  Buchstaben  bezeic 

net  wird ;  die  Grunzen  von  xfj  sind  — -  ""^  ~l~  -§-  >  von  y :  0  und  2  n,  so  di 
also  dann  der  Körperinhalt  =- 

27t  ff  r  2ff         ,  ^ 

/ef)/         cos  ^ei;;/r'8r=  g  /e^/        r'cos^öip 


0         —  j-  0  0  Y 


ist.  Es  lässt  sich  von  der  eben  gefundenen  Formel  eine  geometrische  A 
leitung  geben,  die  wir  hier  beifügen  wollen,  da  sie  die  Anstände  beseitij 
die  eine  Anwendung  der  Formeln  des  §.  52  haben  könnte.  Denken  wir  u 
nämlich  im  Innern  des  zu  berechnenden  Körperraums  einen  Punkt,  dess 
Polarkoordinaten  r,  y,  i/;  seyen,  ziehen  den  Fahrstrahl  r  nach  dem  Pol 
projiziren  denselben  auf  die  Polarebene  (Ebene  der  xy),  so  wird  die  Proje 
tion  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  (p ,  so  wie  mit  r  den  Winkel  tp  mache 
Wir  wollen  uns  nun  r  um  Jr  verlängert  denken,  so  wie  r  selbst  sich  um  d 
Winkel  Jifj  gegen  die  Axe  der  z  sich  drehen  lassen,  so  dass  also  r  nicht  a 
der  durch  r  und  die  Projektion  von  r  gehenden  Ebene  heraustritt.  Alsda 
wird,  wenn  Jr,  J\p  unendlich  klein  sind,  Jr  ein  Rechteck  beschreiben,  de 
sen  Seiten  Jv  und  tJxfJ,  dessen  Inhalt  also  =vJxJ\p  ist.  Lässt  ttian  n 
die  Ebene,  in  der  dieses  Rechteck  sich  befindet,  sich  drehen  um  die  Axe  d 
z  und  zwar  den  Winkel  Jtp  durchlaufen ,  so  wird ,  für  ein  unendlich  klein 
Jip,  das  Rechteck  ein  Parallelepiped  beschreiben,  dessen  Grundfläche  eh 
jenes  Rechteck,  dessen  Höhe  aber  =rcos^ Jip,  so  dass  sein  Inhalt  - 
r^co&xfjJvJipJ(p  ist.  Dieses  ist  nun  ein  Körperelement  und  durch  Snn 
mirung  all  der  Körperelemente  erhält  man  den  Körperinhalt,  wodurch  dai 
obiges  Integral  wieder  zum  Vorschein  kommt. 

I.  Man  soll  den  von  dem  dreiaxigen  Ellipsoide  (§.  57, 1)  umschlossenen  KOrpe 

räum  berechnen. 

X*      y'       z* 
Die  Gleichung  des EUipsoids  ist  71 -f--r2H — s=l,  und  es  wird  von  der  Ebene  A 

U  D  C 

xy  in  einer  Ellipse  geschnitten,  deren  Gleichung  -,-|"-ri=l  ist.  Demnach,  wen 
man  die  über  der  Ebene  der  xy  stehende  Hälfle  erhalten  will,  ist  z<j  =  0,  z,  = 
c"^/ 1  ~  — j—  ^;  ferner  ist  die  Gleichung  de^-  Kurve  MN  (Fig.  41)  — |-f-  ^|  =  1 

also  yo=  —  h^/  1  —  — ,,  y^  =b \/  1  —  -^  und  die  Gränzen  von  x  sind  —au» 
-j-a,  so  dass  die  fragliche  Hälfte  = 


Beispiel«  hiesu.  247 


/bx     f     ey  /     8z         .        ^-c/ex 


bcir 


^  ff  t       **^ü        2bca«  ,^  ^^  _, 


2 

— » 

Hätte  man  die  obigen  Polarkoordinaten  eingeführt,  so  wäre 


r«  = 


a'  '  b»  '        c' 

a'b'c» 


b*c*cc).s*V>cos*v-f'  a'c'cos'i//Rin*^[>  +  a*b'8in*i^' 
emnach  ist 


1    P       f^i  8«;  .  a'b'c*coftf>  4     . 

^h^l    —    — " — ^  -3-abcjr. 

sy       •'_ü[     [b*c'coi*if'Cos'f)-^-a'c-co8*^8in*<[>-|-a*b*sin*^li 
•  1 


,  h.  man  hat: 

/*      /*    «^  C0RV8V'  4ä 

89/         ■  s~ä*b-c^' 

•/   «     [b-c*co8*vcos*^-f'a*c*co8*if;8in*9)+a*b*sin*!;;]l 
0  Y 

A  Resultat,  auf  das  wir  später  wieder  zurückkommen  werden.   Setzt  man  übrigens 
'c'=fi*,  a*c'=,'?*,  a'b'=y*,  und  a.fty  positiv,  so  ist  A^h^c^  =zaßy,  also 

2it        n 

80/  1  —     j    • 

*^^     [a'cos'V'C«s*9-i-|y*co»'^sin*9-|-y*8in*vJ^         * 
•  s 

n.    Man  soll  den  durch  Rotation  einer  Lemniscate  (§.  58 ,  VI)  entstandenen 
Orper  berechnen.     Derselbe  ist  : 

^  -j-arc(lg=:V^co»il9») 

2    /*    *        /*  ' 

—  /         8«[>/a*(2oos*<pco«*^— l)^co8«j/8»;'- 

4  — arc(t^  :-Vco»HP) 

Um  dieses  Integral  zu  bestimmen,  setze  man  8ini^=x,  cosxj)~=r  l  ,    cos*  \p 
1  —  x'  und  hat 

/(2co8'^cos-if/— 1)^008  1^8  ^=/(2cos'^p—2x'coR*9>—  I)^Öx 


=/' 


/       o  o    '        '    Ju  »(cos2y  — 2x-co>.'y)^ 

(cos29>  —  2i-  cos-^)  dx  ." 

4 


-f-  ^^^--^      (C0829)  —  2x=  cos'vrex  (§.41) 


3  1 

x(cüs2^ — ^x'cos-^)-        3c082f>(C0829  —  2x*CÜ8=jp)^X 


4        -       +                         8 
3cos'2y  /• bx 

•-^  ^cos 29»  —  2  x'  cos- 9)1 


-] 
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3  1 

_  i(cot2y  —  2x*cosV)^   .  3cog2»(cot2»~-2x*co8V)^x 

""  4  "^  8 

3co8»29  .     r.  \  /2cm'»-| 

also  da  x^=sinif;: 

3  • 

(2co8'9JCOi>— lrco8*^8^»= — ^-^ ~ — ' — h  —        8  — 

,    3cog=2»         r  .         .       cos» .  1/2^ 

1/C082f> 

Da  fenier  sin  arc  (tg  =  Vcos  2  g))=^r-7^  ,   cos  arc  (ig  =  V'  cos  2  g))  = 

V  -1-coi2» 

^  i  1  /  <.  y  «.       V  C08*9  C08*V  1  «  5 

~ ,  cos'g- cos'arc(tir=  KCos2a))=T— T~ ST"  =  oTHT"  =  "ö" »    2cos'(jf 

cos'arc(tg=:V  cos2<|)) —  1  r=0,  so  ist 

-|-arc  (tg—  V^co»  2  ^»)  

(2cos*9C08V— ir  008 1^81^=---— —--arcl  sin  =   \/  --j- — ^  .  .  .     "^  -  V2  1 

4V2cos9>      V  ▼     1+00129    Vcos2o      J 

3cor'29>         r.  C089  ^  ,«^       3008*2^ 

=  7,    o         ^'^l  "°  =   ^, ^ V2  I  =  ,_-     ^  arc(sui=l) 

4V2C089       \.  yi-\-coB29       J      4V2C089» 

3 001*2  y 

~  8  V^cos9 
also  der  Inhalt : 

4V2     ,/  Ä       cosy  4V/2      J  n  oosy 

a 


4V2 


'/        I  4co8*<p  — 4co89J-h |8f) 

«/    ff       L  008  9  J 


ira» 


6 


-f-H^l-2'^'+^'^'-iJ 


(Vergl.  §.56,  V.) 

lU.  Ein  senkrech  terKreiszjlindcr  wird  mit  einer  Ebene,  die  durch  einen  Durch- 
messer seiner  Grundfläche  geht,  und  mit  letzterer  den  Winkel  a  macht,  geschnitten. 
Man  soll  das  Körperstück  berechnen ,  das  dadurch  Tom  Zylinder  abgeschnitten  wird, 
wenn  r  der  Halbmesser  des  Zylinders  ist. 

Nimmt  man  denMitielpunkt  der  Grundfläche  zum  Anfiuigspunkt  rechtwinklicber 
Koordinaten,  den  fraglichen  Durchmesser  zur  Axe  der  y,  die  Grundfläche  zur  Ebene 
der  xy,  so  ist  die  Gleichung  des  Schnitts:  z^^xtgrt,  und  es  sind  die  Gränzen  ron 
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:0  und  xtgu,  roBy:  —  Vr* — x*  und  Vr^ — x',  von  x  :  0  und  r,   so  dass  der 
berechnende  KOrper  gleich 

/8x/8y     /8i  =  tga/8x/ xöy=2jtga/   x  Vr*— x*8x  =  -o-'  tg«- 

2 
Dabei  ist  rtga  die  B5he  des  Körperstflcks ,  so  dass  letzteres  =-ö~r'h  ist,  wenn 

in  mit  h  die  Höhe  bezeichnet. 


Elfter  Abschnitt 

Weitere  Untersuchungen  über  bestimmte  Integrale. 

§.61. 

Das  bestimmte  Integral /f(x)  3  x  hängt  (§.  49)  bloss  von  den  Werthen 

m  a  und  b/  so  wie  den  etwa  noch  in  f(x)  vorkommenden  Konstanten,  be- 
eiflich  aber  nicht  von  x  ab.  Gesetzt  nttn ,  a  und  b  seyen  Funktionen  einer 
rosse  a ,  die  etwa  auch  noch  in  f  (x)  vorkomme ,  was  wir  dadurch  anzeigen 
)llen,  dass  wir  f(x,a)  für  f(x)  schreiben,  so  ist  natürlich  das  bestimmte 

itegral    I  f(x,a)dx  eine  Funktion  von  a,  und  es  kann  uns  die  Aufgabe  ge- 
eilt werden,  den  Differentialqnotienten  dieser  Grösse  nach  a  zu  bestimmen. 
Sey  nun 

/f(x,a)8x  =  F(x,  a),  also /f(x.  a)  8x  =  F(b,a)~F(a,  «). 

ist  (§.7): 


Ä/«- 


8F(b,a)  8b      eF(b,a)      8F(a,a)  8a      8F(a,a) 
*^  8b       8a'^      8a  8a      8a  8« 


Nun  ist  aber  offenbar 

8F(x,a) 


=  f(x.«). 


8x 

ninach  i8t5^'^  =  f(b.«),  ^?^^=f(a.a).    Was  ferner  die  Grösse 

8F(b,tt)      8F(a,a)^8(F(b,tt)  — F(a,a)) 
8a  8a      ""  8o 

belangt,  so  ist  sie  offenbar  gleich  dem  partiellen  Differentialquotienten  von 
f(x,a)Bx  nach  a,  wenn  man  dabei  a  und  b  als  unabhängig  von  cc  ansieht, 
as  denselben  anbelangt,  so  ist  er  = 

f  /f(x.«+zla)8x-/f(x,«)8x"|  b 

LJ  ^  •/  »  J       _      /f(x.a-i- Jo)-2f(x.a) 

^  —^ j-a =  ^v ;: — '^ ^"^ 
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./^- 


'(^'«>bx(«.45). 


8a 


80  dass  endlich 

b 


^  el/^U.  -)  e X  =/Jii--)8,+r(b.a)  1^ -  r(.  a)  t;.        <50, 

QU  Q  ^ 

Sind  b  und  a  unabhängig  von  a,  so  sind  r-»    g—  Null  u. ».  w. 

Der  Satz  (50)  ist  eine  finichtbare  Quelle  für  Bildung  bestimmter  Integrale.    So 

ist  (§.  50)  : 

00  00 

/e"~**sm(bx)ex  =  -j-.   -,.  /  e~**co»(bx)8x  =    j^- ,,  a>0. 
Hieraus  folgt  durch  n  malige  Differentiation  nach  a : 

0  oa  '  0  oa        ' 

Die  hier  vorkommenden  Differentialquotienten  lassen  sich  leicht  bestimmen.  & 

ist  nämlich ,  wenn  wie  immer  V  —  1  =:  i : 

j i_  r    1 i_-|     8^  f    1    "k  _  _  1   r/__j/_li2^."_  _ 

+  b'»~      2biLa+bi     a-bij'    öa*  Va'  +  b'J""      2b i  L^      ^   (a+bi)*"^ 
(-l)'l.2...n|  1  «  r(a~bi)''^'-~<a+bi)"^S 

(a-bi)«^-^^  J;="2^^^"'^ ''-"L     ^-r:;r,if^--l 

so  dass»  wenn  a-f-bi=r::r(cos9-j-isinqp),  also  a — bi  =  r  (cosqo — isingp)  („Gruod- 
Züge**  S.  10) ,  man  hat : 

(a+bi)°"^*=  r°^*[co8(n+l)f)+i8in(n-h  1)»>],  (a— bi)""^*=  /"^'[cos  (n  -|-  1)^- 

i«n(n-f  1)^]  ».  17,  IV).   (a»  +  b»)'"^*  =  r*^"'^*^ 

(a~bi)""^^— (a+bi)°^^  8in(n+l)»  n  8*  r     b  '^     1.2...nsin(n-hl)» 

2bl(a«+h«)"+*      ~"~  br"-^*      '  ^   8a"^*'+»>'J~  r"+* 


a 


£ben  so 


(     n°   ^     r      *      ^    _(— ^)     8     r      1         ,        11      I.2...nco«(n+1)» 
«  "Va»-|-b»J-'      2       .   «La-hbi"^a~biJ-  M^  ' 


8a    V-  n^u^  -«       g^ 

mithin 

.00  ,    «...    .V  ..00 


/*n-*x.  1.2...n»in(n4-l)»      /*  n  -■*  ,^         1 .2..ucoii(n-|-l)ij  ,  , 

/  X  e       Rin(bx;Px- ^qpi ,   /  X  e       co8(bx)8x=  ^  '  ^*^ 

•^  0  r  «'   0  r 

wo  r-   \/a*  +  b*.  8iu9>  =  -   .   cosy  --  -  ,  a>0. 


,,» 


Ferner  ist  (§.  50) :  /_- li_  -  ^ 

y  a*+x'~4a 

0 

Hieraus  folgt,  wenn  man  nach  a  differcnzirt: 


./ ^«»tPz')'"^2V"      4a*  •   y  (a*+xV"8a«  UT'~4i*  1.2  ""  '> 


rb) 


00 
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Es  yentehi  hiebei  sich  von  selbst ,  doss  in  dem  Satze  (50)  alle  vorkommenden 
jrössen  bestimmte«  endliche  Werthe  haben  müssen,  wenn  er  gelten  soll. 
Man  hat,  wenn  a  und  ß  nicht  negativ: 

JdxJ    e    **sin(bx)8a=y8a/  e    "sin(bx)ex. 

Da  aber 

i  00 

/e    "Mn(bx)8a=--*'     -~t® siii(bx).    / e"** sin (b x) Ö X  =,---, , 

./  ■  X  ./  a*4-  b" 

a  0 

0  iüt  also 

^-yx       -ox  ^ 

/b5-  l.-t«_  ri„  (b ,)  8  ,  =/^,-. e a  =  a,c  (tg  ^  f )  -  arc  (tg  ...  ^). 

a 

Setzt  man  hier  etwa  «  =  0,  /^=?  QO  ,  so  ist  für  b>t) 

00 
/stn(bx)8x       ir 

./ — X =^T'  ^^^ 

0 

in  wichtiges  Resultat ,  das  wir  sogleich  noch  in  anderer  Weise  nachweisen  wollen 
ian  hat 

/,00       00  00        00 

8x  /  e        Riiixi'y  =  /  8  y  /  e        8inx8x. 


(c) 


.                                      f  — «y  .      ß         .      f  — xy«             sin  X  .  e 
^ber  /  e       8inx8y  =  8mx/  e       8y= 

Uo  da  für  y  —  00  und  positivem  x  :  e"~*'^=:  0  : 

<00 

/    -xy  .      ft        8inx 
#  e       smx8y  = . 

■  0 

f  — xy  1 

erner(§.  50):  /e        siDx8z  = 


— xy 


1+y 

0 

.00  ^00 


«' 


.    .  ,  /sinx8x        r  ^Y    .      it  • 

>n.nach.»t  y  ___  ^y  __,  ==  _. 

0  0 

8x  ^ 

Setzt  man  hier  bz  für  x,  also  r-  =  b,   so  sind  für  b>*0  die  Gränzen  von  x:  0 

c  z 

id  00  ,  mithin 

.00  ^00  ^00 


/sin X  8 X  /sln(bz) 8z  _    /tinbz 

X       ~~   y         bz  •/      z 


0 


h.  es  ist  auch  (§.  49) : 

/nn(bx)^         Ä    ,  x^  *v  /.x 

^      8x  =  -^,b>0.  (d) 

0 

Hat  man  das  bej^timmte  Doppelintegral 
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b  b' 


a         a'  a'  a' 


a' 

und  sind  a  und  b  Funktionen  von  a ;  a',  b'  von  /},  so  ist  natürlich  eben  so 

b        ^b'  Jb'  J»' 

ev 

8 

a         a'  a' 

^b        .b'  _b  ^b 

ÖV 

a         a' 

wie  man  leicht  aus  der  Gleichung  (c')  in  §.  51  ableiten  wird,  die  hier  gibt: 

V  =  F(b,b',a,/?)— F(b,a'.a„^)  — F(a,V,a,/?)+F(a,a'.a./?),  . 
wenn  /öx /f(x,y,a,^)8y  =  F(x,y,a,^). 

Wir  fugen  hier  noch  folgende  Beispiele  bei : 

1)  Wie  in  §.  58,  II  sey  in  der  dortigen  Fig.  43  0  der  Mittelpunkt  einer  Kugel, 
deren  Halbmesser  aber  ==00  sej;  man  soll  nun  OA  =  m,  OB  =  n  so  bestimmen, 
dass  das  Stück  Körper,  das  zwischen  dem  über  OACB  stehenden  Parallelepiped  und 
der  Kugelfläche  liegt,  ein  Maximum  sey. 

Nach  §.60  ist  der  Inhalt  =/8x  ßy ßz ,  xHy'+2*=T.  m'+n»=r', 


so  dass  also 


'= /ex  /  V'*  — 3t'--^y*8y  ein  Maximum,  und  m»-|-n*  =  r*. 


0  0 

Also  ist  nach  §.  32 : 


=  ü, =  u 


ZU  setzen.     Aber 

n 


8  V       f\/-i i 1^        r*— m*    n      8v       A/"? T »o        r*— n'  « 

0  0 

sodass  !^^^=^'4-2ilm  =  0.  ^^-=^' ^— 2An  =  0,  m»4-n»=r». 

A         ^  2         2 

Daraus  m  =  n  =  r  V^^. 

Da  wenn  n  Funktion  von  m : 

—    M-— -1-2     -'*      8n       8*v  r^n^^      8t;  8*n 
em'^^^'em«"^    8m8n  8m'^8n»  V8mJ  "^8n  8m»  ^*' *  '' 

und  hier 

8^ it_       d*v  Ö*^__    ^    ^^^^    ®f ^     ?!?-.       '* 

8m«~"      "*  2'    8mÖn~    •8n~*"""~"2'  8^~  2  Y'   8m""       V  8~^*~""n'' 
so  ist  für  m=n  =  r  \/4  • 

8^    .  .  3rÄ 

also  negativ,  so  dass  v  ein  Maximum  ist  (§.  24). 

2)  Wenn  man  zwei  Räder  konstruiren  soll  so,  dass  ihre  Winkelgeschwindig- 
keiten in  einem  gegebenen,  sonst  aber  beliebig  veränderlichen  oder  konstanten  Ver- 
hältnisse stehen,  und  es  ist  a  die  Entfernung  der  beiden,  parallel  angenommenen 
DreJtaxen,  »Iso  auch  die  Entfernung  der  zweiPunV^A,  \ti  d«fiAtL  dk«e  Axen  die  Ebene 
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treffen ,  in  der  die  beiden  RAder  liegen ,  so  kommt  die  Aufgabe  offenbar  darauf  hin- 
aus, in  dieser  gemeinschaftlichen  Ebene  zwei  Kurven  zu  konstruiren,  die,  indem  sie 
sieh  um  die  Axen  (Punkte  in  der  gemeinschaftlichen  Ebene)  drehen,  sich  auf  einan- 
der abwickeln ,  wobei  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  das  gegebene  VerhAltniss 
bat.  Nehmen  wir  für  jede  Kurve  den  Drehpunkt  als  Anfangspunkt  von  Polarkoor- 
dinaten, die  Linie  a  alsFolaraxe,  so  seyen  r,  O)  die  Polarkoordinaten  ffir  einen  Punkt 
der  ersten  Kurve;  r|,  <0|  för  den  entsprechenden  Punkt  der  zweiten,  wobei  wir  das 
Wort  entsprechend'  so  verstehen ,  dass  in  diesen  zwei  Punkten  zu  einer  gewissen 
Zeit  die  Kurven  sich  berühren  werden.  Da  die  Kurven  sich  auf  einander  abwickeln 
sollen,  so  muss  (§.  65) : 

0  0 

seyn.  Da  femer  die  Drehung  möglich  seyn  soll,  so  muss  r-j-^'i^^  seyn,  und  da 
endlich  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  ein  gegebenes  ist,  so  ist  0)| 
als  Funktion  von  (O  bekannt,  d.  h.  q>|  '=f (O}).  Die  erste  Gleichung  gibt  durch  Dif- 
ferentiation nach  0) 

Da  wir  annehmen,  es  wachsen  oo  und  (u^  zu  gleicher  Zeit,  d.  h.  es  sey  g —  !>  0, 
80  hat  man  also 

r  =  ri  r-^,  r+Jri=a,«i=f(<»), 

CA 

ans  welchen  drei  Gleichungen  r  als  Funktion  von  o),  und  r|  als  Funktion  von  q)| 

8  APa 

darzustellen  ist.     Nun  ist  Ts=a  —  t,    ,.— =if  (w),  so  dass  also 

Ott 

r  =  (a — r)f'(<i»),  vroraos  r  als  Funktion  von  cd. 
Dann  gibt,  wenn  man  r=a — rj  setzt  und  od  durch  (o^  mittelst  a)i=f(ai)  ersetzt, 
dieselbe  Gleichung  auch  die  Gleichung  zwischen  r^  und  0)4.     Wir  wollen  etwa  an- 
nehmen, es  sey  o>i  =acD^ßsinm(D,  so  ist  f  (o))=a-|-mj3cosma},  so  dass  die  Glei- 
chung der  ersten  Kurve  ist: 

a-|~n)/feosmc» 
r ^  a*  r    ;        I         '  » 

l+a-f-  m/icosmo» 

die  der  zweiten  findet  sich  durch  Elimination  von  m  aus 

r,  = : ,  •.  =a«+Ä8inma. 

*       l-|-a-|-m/*C08m»       ^  ^ 

Anm.     Die  Konstanten  a,/?,m  kann  man  in  verschiedener  Weise  bestimmen.     Gesetzt 

etwa  man  verlange ,  dass  das  eine  Rad  den  vierten  Theil  seiner  Bewegung  in  derselben  Zeit 

zorücklege  wie  das  andere,  so  muss  für  »=—,«,—?<,  2ir  auch  m^  dieselben  Werthe  ha- 

«  it  mit  3  3       ,    -  .    Smsr 

ben ,  d.  h.  es  muss  y  =  «  •  y+l^si»  "g".  it  =  ait-^ß%mmit,  y  ä  =  a  yK  +  ^sm  —^, 

it         3 
2%=za2n-\'ßm2mit  seyn.     Verlangt  man  dazu  noch,  dass  für  «=  -g-,  ä,  -^-ä,  2«  auch 

rdenselbenWertfa  annimmt,  wie  für  <)»  =  0,  so  moss  seyn:  ' 


nk^  Das  Integr&l    /      e    ' 

• '  0 


8x. 


aH-mifco8-rr  ^  aH-mÄcos -;r-mir 

«-fi"/? '  2  «+m|9coinnn  |^      '^        2 

l-ra-T  m/TCOs  —  -  1 -f-a-i-in/fcoi  —  mir 

a-f" '"/'!' <^082m« 


1 -|- « +m  j9  cos  2  m  IT* 
Diesen  Bedingungen  genügt  m  =  4,  a  =  1,  w&hrend  ß  noch  unbestimmt  bleibt.  —  Die  GrOsse 

Gr.  --— ,  d.  h.  - —  drüclit  in  jedem  Zeitmomeut  das  VerhAltniM  der  WinkelgeschwindigkatcD 

aas.     Gesetzt  nun,  es  sey  rorgeschrieben ,  et  sollen  der  grOsste  ond  der  kidnste  Wertli  dw- 

selben  (d.h.  a-\-4:ß  und  a — 4/9)  zu  einander  sich  wie  1  zu  7  verhalten,  so  ift  1 — 4^  = 

1    1— y 
y  (1  4-4/9) ,  i9  =  —-  -r  — ^ ,  so  dass  also  für  unsem  Fall : 
'  4    1  -^y 

1  —  y 
1-1-—---^  cos  4«  t  •   A 

1  -f-y                                      a  ,1  — y  Km4<» 

r  =  a. ;  r^  =  — ,  «^  =«4-—-^  — — -. 

2H-i--J^C084a)  2  +  f---^eo84«  """^ 

1  +  y  1  +  y 

Die  beiden  RAder  bewegen  8ieh  dann  80,  dass  wenn  das  erste  gleichförmig  gedreht  wird,  das 

zweite  bald  etwas  langsamer,  bald  etwas  schneller  sich  dreht,  als  das  erste. 

§.  62. 
Es  sey  das  Integral  /     «    -^^  zur  Bestimmung  vorgelegt.     Setzt  man 

J  6 

e     ex 


den  Werth  desselben  =k,  so  ist  auch  /    e      By^rrk  (§.  49)  und  / 


<»_.. 


e      B  y  =  k  l     Aber  es  ist 

0 

0     J  0  J  0     J  0  J  0  J  0 

00        00 

8x    /      e  8y  =  k*. 

0     •/  0 

Setzt  man  hier  (§.52, 1,  1)  x  =  u,  y  =  ui;,  so  ist  x'-(-y':rz:n'(l-[-i;'), 
und  also 

V  —  /dvL  I  ue  81;=  #8 V   /   ue  8u. 

J  0    J  0  J  0    J  0 

^""  ^^^^  *^^V  "^  8u=-^^^-^_,  y^ue  eu=^^-_^. 

00 


'^  ~y  2(l  +  i;*)~  2  •  2  ~  4  *  2 


also  k'=  /s7r-.-Tr.  =  77  -77  =  -»  k  =  — V* 


0 

.00 


e       öx=  -   yit. 


(a) 


Man  kann  dasselbe  Resultat  auf  einen  hievon  ganz  rerschiedenen  Wege  erhal* 
^en,     Stelle  nämlich  MN  (Fig.  47)  eine  Kätyc  tot  ,  d«T«fi  C\\«\c\v\ni^  t=e"*     ist. 
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00 
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lud  man  laue  diäte  Kurve  sich  um  die  Axe  der  z  drehen, 
9  wird  sie  eine  krumme  Oberiläohe   beschreiben ,    deren    ^ 

leichuB^  ist  s:=:e  ,  und  der  Inhalt  des  ron  dieser 

beriläehe  und  der  Ebene  der  xy  eingeschlossenen  Körpers   » 
(§.60): 


Fiff.  47. 


ßi  fc 


~(x*-|-y») 


8y. 


—  00       —00. 

,  wie  man  leicht  sieht,  die  Gränzen  nach  x  und  y  sind  —  oc  und  ^-j-OO  .     Sej 

ff 
1  aber  0P=2,  PQ=r,  so  ista=e       »    und  wenn  die  Kurre  sich  um  die  Axe 

z  dreht,  so  beschreibt  PQ  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r ,    dessen  Fl&che  also 

r'flr  ist.     Denken  wir  uns  nun  in  der  Entfernung  Jz  von  PQ  einen  zweiten  mit 

a  eben  betrachteten  parallelen  Kreis,  so  wird,  wenn  Jz  unendlich  klein  ist,  zwi- 

en  beiden  mm  Stück  KOrper  liegen,  dessen  Inhalt  =T^n  dz,  oder  da  r^  = — l(z), 

wird  der&ihalt  = — 7i\(z)  dz  seyit  Der  niedersts  Werth  ron  z  ist  0,  der  höchste 

1    (ftr  x=:0);  demnach  ist  der  fragliche  KOrper,  den  wir  zu  berechnen  haben, 

ikk  gleich  (§.  57) : 

«  /(_-1(e}8s)=— ä/i(z)8z  =  — ä[— IJ  (§.36.  I  und  §.22,  ni)  =  ir. 


iasa  also 


•er 

-foo 


dz 

-00 


hf 


H-00 
e  8  X  =  ir. 


+  00         +00  +00        00  00        00 


00 
thiD 


—  00 


—  00 


.00      ^00 


ß^f^    ^*'^'^*^8y=~.  k»  =  -J,   k  =  ~VK.    «.52,3.) 


8z 


Setzt  man  in  (a)  x=:az,  a>0,  so  ist  g~  =  a  und  die  Gränzen  von  z 
id  ebenfalls  0  und  oo  ,  so  dass  (§.  49,  IV)  : 


i  also 


/oo  ^oo 

e       8z  =  a /  e         8z, 

0  0 


Vi 

2a' 


(b) 


.00 


Setzt  man  hier  \/a  fOr  a,  so  ist  /  e 


^_»x« 


8z=  ^ 


21/a 


,   woraus  nnn,    indem 


m  nmal  nach  a  differenzirt: 


in    -ax»^  1    ^^    8*'a-4       ,      ,,nl  13      5 


8a 


2     2     2 


2n— 1    -4 

— - — a 


1.3.5.. (2n  —  l)VK   .^^ 


(b-) 


.00  •  j30 


/n  — ax'  /*  — tfix* 

z  e        8x«  /  e          cot(bx)8z. 

0  »^    0 

QC 

Will  man /x*""^^e~**'9x  erhalten»  so  ist,  da  /xe'~**'9x= — ö"^~' 
nach  §.  36,  (41): 

/2n+l    -ax«            f  2ti      -ax«                  x^'e"**     ,   2d    fin—i   — »x»„ 
X         e        8x=/x     xe        ax  = + —  ix         e         8x, 

2ii' 

und  da  für  X  =  X  :  x%""'=  ^^,==0  (§.  22,  II),  so  ist  (§.  49,  V) : 


e 

<'>QC  /«OD 


2n-}-l    — »x«„  n   /    211—1   — »X« 

X         e         ox= — /x  e        öx; 

0  a*'   0  • 


0  a*'    0 

eben  so  nun : 


/.OD  /»QO  ^00  /»X 

2n-l    —•X»-,          n  — 1/    2n— 3    -^x«  /    8   -«x«  1    /      -tx» 

X         e         8x  =  -^ /x         e         8x,....,/xe         8x  =  — /xe        8i, 
0                                 *  «^  0  »^  0  ••^  0 

/QO 
211+1   —»X«  n(n  — l)...l  ,^ 

->  2a^ 

1 

Das  Integral  /  — kommt  umnittelbar  auf  das  obige  zurück.     Man  sei 

0 

j«  -    8  X  »« 

nämlich  x=e      ,  l(x)  = — z',  g-^  =  — 2ze       ,  so  ist 


/vm-'f^-^' ' -'/'-' 


E. 


und  da  die  Gränzen  Yon  z  sind  oo  und  0 ,  so  ist 

1  0  00 


r^^=  =  -2ye       dz  =  2je      8z=2.^Vif  =  Vir.  (d) 

0  00  0 

OD  ^  ^ 

Will  man  weiter  den  Werth  von   /e~^'**cos(bx)9x  ermitteln,  so  sei 
man  denselben  =u  und  hat  nun  (§.  61) : 


OD 

—  =~ye         xsm(bx)8x. 


Aber  es  ist  (§. 36) ,  da  fx e'^'^'d x  =  —  gp e"*' *' • 

KO         8m(bx)8x  = 2äT~®  '^2l*J  ^         co8(bx)8x, 

00  ^00 

xe         sin(bx)8x=— ,  /  e         co8(bx)8x  = 


0  —   0  2a" 

d.  h.  es  ist 

8b""      2a*'     u^\>""~^** 
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Daraus  folgt»  dass 


«n  G  nicht  von  b  abh&ogt.     AUo  da  1  (u)  =  —  ri  +  C ,    so  ist  u  = 
*■'      =  e^  e    *"^,  d.  h.  da  e^  eine  willkürliche  Konstante  =  C,  es  ist 


JT- 


ein  C*  nicht  von  b  abh&ngt     Setzt  man  also  hier  b  =  0,  so  ändert  sich 
tfirlkh  C  nicht,  ond  man  hat: 

00 


e         8x  =  C',  d.h.  C'  =  -^, 


#  6  eo8(b: 


0 

i  endlich 

.x)8 x  =  ^ •"*''.  a>0.  (e) 

Dass  man  dnrch  Differentiation  nach  a  oder  b  hieraus  neue  Formeln 
den  kann,  ist  klar. 

y'         /•^-(»V+bV)g 
öxy  -ryr:===j  lässt  »ich  leicht  hiedurch  auf  ein 
0      0    V  *  I  *  1  y 

fiu;hes  zurückführen.     Man  hat  nämlich  nach  §.  51 : 

00     ViTx«  00  1 

1  00  1 

/e~^*^8y  /*  ~;(*»-f  b«y«) »«  V^/e~^*^8y  1 

00     VhFx«  i 

a*M  /g^    /je 8y^     X^jt/  ^  (f) 

i    *•{    Vl+x»+y*        2      •/  V(l+x«)(a>+b«x7' 

§.63. 
I.  Sey  das  Doppelintegral 

yi+xVi+y' 

0  0 

8  offenbar  = /-j~|-  9x  ist,  vorgelegt,  so  hat  man  nadi  V5\  ^\S^'* 

7/0ag^0r,  DWiuwtUal' u.  Iat9gnl'R9ehnung,  VI 
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•/o   l-|-x 

/ex      r\y    ./»ex     /cy  /o'    /        x8x 

J  r+Tv  1  +y  ~y  i+x»y  i+xy  ~y  "v  (i+xy)(i+?)- 


0  0  «0 

l(l+xy)      Kl+x«)  y  ■ 

l+?"+2(l+y')+rF?  ^*~  ^* 


Aber        /"— ^li ^—  f-^^+-J-  /'«'    I     r    f 

y(l+xy)(l  +  x')-       1+yV  l-f-xy^l+y'/l+x'^l+y^l 


/•  x8x  _  _  1(1 +y).  1(2)  y       «^ 

yil+xy)(l+x')~        l+y''^2(l+y')"^l  +  y'  4* 


0 

I 


De^h    /J^./jl?^  =  _/!p±L..,+ ■  ,«./j^.+i/^,. 


0  0  0 

.1  .1 


0  0 

woran.  /t^S"  **  =  T'<2>-  <*> 

0  ^ 

Setzt  roan  hier  x  =tffz,  so  sind  die  Gränzen  Ton  z  :  0  und  *-r  und  man  hat 

ff 
/^lO+tgz)    &z         if 
y  0     l  +  tg»E   cos'z""  8  ^^' 


0 


^'^'  y*^(l+tgz)öz=:|-l(2).  (aO 


IL  Nach  §.  62  ist 

e         co8(2bx)8x=— V^e  ,    /  ae      öa  /  e         co8(2bx)8x 


2   ....    e  '     8a. 


J^V' 


0 

Aber  die  erste  Seite  ist  auch 


/c.(2bx)8x/a.-<*+'  >"8a  =  |/?|^  8x  («.62). 


0  0  0 

während  die  zweite  gibt 


/e-"-^'^  8a  =  e"/e-^-^  »^  8a=  e*/ e-^*"^  8.. 


0  0 

.00  ^00 


indem  nach  §.  50,  VIII  immeiy  ffi-i-  —löx  ::=  y  f(V4b+x»)8x  ist,   w. 


0 

b  >  0.     Demnach  ist  die  zweite  Seite 

.00  ^00 


1       .       2b  /*  — (4b  +  *«)^  1  ~lb  /*  — Ä«^  1  — «b     1  ff 

^K^ö.ye         ^    '8a  =  -2V«e    ye      8a  =  :^Vir.e       .l|/Ä($.62)=je 


<?  0 


r 


JOD 
Bertimnumg  Ton  /    -^T~i  Ö».  269 

00  00 

"^  y-iq:?^8x=-e      .yj;^.8x=2«     .»'>0.  (b) 

0  0 

Uebrigens  gOt  dies  aach  noch  für  b  =  0.    Durch  Differentiation  naeh 
b  folgt  hierans : 

.00 


/ziinbx^         it    — b   ,  ^  ^ 


(c) 

0 

I  Setzt  man  x  =  — ,  wo  a  >  0 ,  so  sind  die  Gränzen  von  z  wieder  0  und 

00 ,  and  man  hat  : 

00 

b 

cos l  „ 

_  _^ 8z__  fr    — bj 

0 

d.h.  wenn  man  ab  f&r  b  setzt: 

eotbz  Q         «    — «b       /xainbz       n    —ab      ^  ^   ,  >^  ^ 

0  0 

Eine  weitere  Diilbrentiation  nach  b  ist  nicht  mehr  gestattet,  da  dieselbe  geben 

wfirde: 

.00 

—ab 

e 


/z'cosbz^  tkit 


/■  ^^^^  ^fc^^^*'  >Ä^^^^^  .^^t^^^^ 

x'cosbx  /       .      Q  ./cosbz   ^^  /       .     q        **  — ^ 

,.     ,  8z=  /  cosbz  Pz  — a'# -J--7-— j  Öx  =  /  cogbx  8i — ^e       , 

0  0  0  0 

somüsftte  /cosbz8xr=0  seyn,    was  nicht  zulässig  ist.     Denn  /cosbx  8x-=  — 

-7—  ist  zwar  0  für  x  =  0,  aber  für  x=oo  ist  dieser  Werth  unbestimmbar.  (Vergl. 

§.  98.) 

Dagegen  werden  Differentiationen  nach  a  ganz  unbedingt  gestattet  seyn. 
So  wäre 

QC  00 

/*   COlbX      ^  Ä       -«»»rk-L-    ^"1       /    C08bX      j.  ir         -"^r^    _L^*»    1    1  A      /^ 

y(irf^.8x=— ,e       (^b4-~J,y(^^^,ex=— ,e       (^-  +  _+b»|  (e) 

6  0 

und  durch  Integration  nach  b : 


sinbx     ^  *     /    — ^ov        "    /i       ~^\ 

;^(iqFlÖ^'=W«       8b  =  — .(l_e       ). 


n 


Das  Integral  /  %os(atgz)  8x 


^     öx      ,     8x         1 
kommt  auf  Obiges  zurück,  wenn  man  tgx=rz,  also  —r  g-  =  1 ,   x-  =  -   .  --,  setzt, 

Wo  dann  die  Gr&izeii  von  z  sind  0  und  OD,  so  dass 
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^  0 

/-  00 

co«(atgi)8i=yj^8«=~e     ^  ä>0.  (g) 


ni.  Wir  wollen  das  Doppelintegral 

/fl    /*     (az+cogx)8x  /*      /*     (a«+cotx)8« 

"y  l-i-2axco8x4-a««»~y    V  l+2a«cogx+a»««' 


l>a>0. 


0  0  0  0 

in  ähnlicher  Weise  behandeln ,  wie  in  Nr.  I  geschehen.     Da 

,   ,  ^    ' ^r — n  =  s-  l(l+2axco«x+a*i*), 

l+2aicoix-j-a«i*     2a   ^     '  i         /• 

ff  1  1K 


0  0  0 

Nun  ist  aber 


/    (a«+co.x)8x 1_/V 1_ -\ 

y  l4-2aicoix+a*i»""  2azy  V      l4-2a«c«ix+a*«V      ^ 

J_      f  8x X a»«»— 1  /"  ex x^ 

2  *V  l4-2axoo8x-|-a»i*""2aE"^     2as  /  l4-2aico»x4-a*i'"~  2ai  ' 
»*«•— 1  r  »-1  /l+a»x»4-2ai^  ,.  ,,  „ 

Da  aber  a<l  undz<l,  so  ist  (1  4-a*«')' —  4a*z'  =  (l  — a*- 
V(l+a'z»)»  — 4a'z'=l~  a'z^  nnd  eben  so  Y/i±^ii±|lJ 

V[S7$  =  f^'  so  dass  also 

f     (a«  +  co,x)8x L.+i.arerte  =  cotir^    ^L±JL0 

y  14-2axcogx  +  aV""2ax^az"®l.**      *^  2     l-aij* 

y  l+2axco8x-|-a«i*""2ai"2äi""    ' 

0 

1       « 

/l     /*     (ax+co8x)8x 

mithin  /Q'/,i.o     ^-"1-1  =  0. 

y      y  l4-2axcotx4-a*i* 

0  0 

l(l+2acosx-i-a»)8x  =  0.  l>a>0.  (h) 

0 

Ist  a >  1 ,  so  setze  man  a=  — ,  wo  a<  1 ,  und  man  hat: 

a 


0  0  0 

ff  fl 

/l(l+2acogx4-a»)8x— l(a») /ex. 


0 


d.h.  (/a>^2-/-2acosx+a')9x=0,  l(a')= -l(a'): 
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l(l+2ÄCPix+a»)8x  =  «l(a«),  a>l.  (hO 


Setzt  man  n — x  fftr  z,  bo  ergibt  sich  leicht 

/l(l— 2amz+a')8z  =  0,  /l(l— 2acotx4-a*)8i  =  «l(a»), 
•^  0  •^  0 


ai"J 


l>a>0.  l<a<X. 

Für  a=:  1  geben  alle  Fcmeln: 


/l(l+eoix)dx  =  — i<l(;?)=/l(l— ooi»8i.  (0 

h.  da  i-f-eotx^2eM' 2*»    1 — eosx=:2iin'-2-»  wenn  man  2x  för  x  seist: 

n  n 

/*l(eoix)8x=   /*l(ifax>:8x  =  -|-l(2).  (iO 

IV.  Es  ist,  immer  unter  der  Voranssetzimg  1  > az>  0 : 


7« 

/r 


8x 


+2a««»x+a»«»"'  1— a»«*' 

f 
«     ^1  ^1 


yl     /*  »«8«  f  «8i  «  ,„        ,.      >0 


(k) 


•        • 


tod.(iiD  /"e,/.  ■;"+"'">"'.  .=0. 


0  0 

«       1 

r     r        MA« 

ut 


y      y  l4-2a«coix+a»i»     y      y  14-2a«coix+a*i*     2a  ^  ' 


0  0  0  0 

Aber  es  ist,  da  sinx  >  0 : 


/8«  1_       r        a«+co»x"V  . 

l+2axeoix+a»x*""aiinx*"V^""      dnx     J^    ' 

y  14-2axcoix4-a  »       aiinxL       V  oinx    ^Z  ^  J 

0 

»dda  arc(tg=:cotgx)  =  Y — x: 

8x i_r      r       a-Hcoix-\      *    ■    1 

l+2a«eotx+a»«»"aiuixL"*l.^""    linx    J      2  "^"J 

aiinxL  V        a+üotx>IJ 

'-        /i5['-«(-rF=0]-=l'<'-->-      »■> 

Nim  ist  aber  (§.36,  Formel  (41)): 
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ta*-|-aco8x)](sinx) 


ß 


8z. 


14-2aco8x-|-a* 
Lägst  man  hier  x  stetig  von  0  bis  n  verlaufen  (vergl.  §.  60),  so  wird, 

da  a  <  1  die  Grösse  arc  |  tg  =  —^-^  1  von  0  an  stetig  wachsen  bis  ^  (wenn 

V.  Ä~t~C08X^  4b 

cosz  = — a),  dann  aber  plötzlich  zu  — y  springen»  was  nicht  seyn  darf,  so  . 

dasB  man  fiir  x  =  tf  nicht  arc  |  tg  =  —^ — - 1  =  0,  sondern  =ir  setzen  mnss. 

Daraus  folgt,  dass  fOr  x  =  0  und  x  =  7r  die  Grösse  z  —  arc  ytg=^        '   J 
Null  seyn  wird,  so  dass,  wie  leicht  zu  sehen: 

/^^"f,      ^r*-         ""*    "llfl,         /^a»+acotx)l(iinx)8x 


Aber-  a'+acosx    ^^^^        (l-a») 


4-2aco«x-hÄ» 


1  +2aco«x+a*  1  -|-2acoixH-Ä** 


/^a»+>co«x)l(riDz)8x      1  f..,..        l-a»/-_U«n^8i^ 
"^     J      l+2aco«x+a«      =2-yK«mx)8x äV  l+2aco«E+r- 


0 


mithin  da  /l(sinx)9x'=  2  /    l(sinx)9x  =  — jrl(2) : 


'2 


'      2    ^  '  '      2    y  l-r2ÄC0ix+Ä* 

0 

r     l(«mx)8x !L-irLzi*l  .>o 

y  l-t-2acosx+a»~l— a»'L    2    >  *<  1* 


0) 


0 

Ist  a  >  1 ,  so  erhält  man  wie  oben : 


J  l+2aco8x+a»-a'-l    l^  2a»  J'  ^*'  1 

0  ■ 

Setzt  man  n — z  f&r  z,  so  ergibt  sich  noch 

r     l(ginx)8x  H     ■ri-a»-\     /     l(»inx)  8x JL-iT^'-H     r.) 

y  l-2acoix+a»'"l  — a»  L    2     JV  1— 2acagx  +  a»^a»— l'L  ;8a»  J     ^' 

0  0 

l>a>0  l<a<X. 

Anm.    Man  liKte  die  Betrachtung  wegen  der  Stetigkeit  nicht  nOtfaig  gehabt,  wcdd  nw 
die  Formel  (kO  sofort  in  folgender  Form  geschrieben  hAtte :  1 

*  a+co« 
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Alfdaimiit 
oiTf     f        a4-eoti'\  ,  .T«         ,/.     xT      Z'.       a+ceai^ 

,  vT       /a  (a+  cos  x)  1  (sin  x)  8  x 

— arc(tg=cotgx)  1— /    \   '    — ^  '       , — , 

N-»         ^  ' J    y      l+2acosx-f-a' 

HS  dann  dasselbe  Resultat  sich  ergibt. 

Y.  Die  Resultate  in  II.  setzen  uns  in  Stand ,  eine  ziemlich  allgemeine 
tnel  zur  Ermittlnng  des  Werthes  bestimmter  Integrale  aufzustellen.  6e- 
t  nämlich »  es  sey 

F(x)  =  a+bx4-cx»+dx»+ 

ei  die  Reihe  endlich  oder  unendlich  seyn  kann,  wenn  sie  nur  im  letztem 
e  konvergent  ist  (wo  dann  F(x)  ihre  Summe  ist,  vergl.  §.16),  so  ist, 
n  man  z  =  r (cos ^-f^i sing))  setzt: 

^[r(cos»-|-ism^)]  =  a-j-brco8^'+cr'cos2^+ . . .  -t-i(br8in5P  +  cr*sin29  . . .), 

lass  wenn 

F[r(co8f)+i8in«p)]  =  F,  (r,f))-f-iF,  (r.f)).  (n) 

Pi  (r,  g)),  F,  (r,^))  zwei  reelle  Funktionen  von  r  und  ff  sind,  man  bat 

Fifrf*)  =  *"l"^'<^^^+c*co*2^  +  . . .,  F, (r,^)  =  brsinflp-f-cr*sin2^+  •••! 

irlicb  a,  b,  c, reell  vorausgesetzt.     Gemäss  den  Formeln  (d)  folgt 

aus: 

( 


(r,^)8flp  /*    8^       .  -      /co«vÖv  ,  *  r     i  u     "■**  1       1  — *<*  I  T 


a 

'    '  0  0 

.00  jxi 


_.A_^,^,  =  b,yj|.__?.8,+...=  2-L'»re     -hc'e       +...J. 

0  0 

Nun  ist  aber  a+bre~"  +  cr'e""*^+...  =F(re'^),a=F(0), sodass 
mach 

0  0 

Setzt  man  in  der  letzten  Formel  (n^  a=0,  und  subtrahirt  dann  das 
oltat  von  derselben ,  so  erhält  man  noch : 

%S^=|[r„.-r(.,],/;|!^,.,..,-i.[.(„-p(„-,].    ,.., 

0 

Es  ist  sehr  leicht,  hiemach  Integrale  zu  ermitteln.  So  ist  für  F(x)=:l(I^x): 

cosqp-}"i*i^V)]  =  l[l~l~'®®*<PH~*"*i°<P]»  *®  dass  wenn  l-(-rcosqp+irsinqp 
+ h i  =: m (cos n-f-i sinn),  man  hat  m*=k'-|-li*=l+2rcosg)+r',  oo8n  = 

l-|-rco8v       .            rsinflp    .,,.,,    i  i   .     .  «*     wi    i  -. 
,  8mn= ,  folglich  l+rcos<p+*''8m<p=  me    ,   l(l+rco8qp 

'8ing))  =  l(m)4~-ui,  und  mithin 


/- 
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wo  r'<Il  sejn  muss  (damit  l--|-2rco8<)p-{-r'  nicht  Null  werde),  was  sdion  damu 
folg^,  dass  tonst  l(l4~x)  nicht  in  eine  unendliche  Reihe  entwiekelt  werden  ktto, 
von  welcher  Voraussetzung  wir  doch  ausg^engen. 

Setzt  man  r ^  — ,  so  muss  q'^  1  seyn ,  und  man  hat 

J      ä^fp ö^-T*^^+7     ^V ^^9^ *~ 

9Un)f    ^»  A(g'+2gC0S»  +  l)o    >      w.Jl 

0 


{ 


§.64. 


.00 


.    Bereits  in  §.  61  haben  wir  gesehen,  dass  das  Integral/""       ^ *  =  y* 

« 

wenn  b>0;  fttr  b  =  0  ist  es  offenbar  =0,  ffir  b<0  aber  — y,  daflirb= 

0 

Nun  ist  8in(az)co8(xz)  =  Yßin(a+x)z-[--2-®'°(* — *)*»  demnach 

00  00  00 

/gin(ai)cos(x«)^^^  1   /sin(a+i)Xg^  .    1    /sin(a— 1)1^ 

0  0  0 

Von  diesen  Integralen  ist  das  erste  =  y,  wenn  a4*z>0,  d.h.  x> 
— a;  0,  wenn  a+3t=0  oder  x  =  — a; — -s-»  ^®°°  a+x<0,  d.h.x<--aJ 

das  zweite  ist -r-y  wenn  a — x>0,  d.h.  x<a;  0,  wenn  a — x=0,  x=a; 
—  -^r  wenn  a — x<0,  d.  L  x>a.    Daraus  folgt  non  leicht: 

(-s-.wenn— a<x<+a, 

sin^icoizz      __/0,wennx< — a, 
,         öz  —  \  0,  wenn  x>-[-a, 

0  / «  , 

\-7-t  wennx  =  ±a. 

Ganz  eben  so  ist  /     «  ^^^     ^  ^.^     . 

i  — 2"»  ^®™"  "*•  w  ^x^  —  a , 

zcosaz  '      * 


/- 


8z  =  <      0,wenn — a<x<+a. 


ir 


~,  wennx=+a. 
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Da  ferner 

*  *  4 

~tln(x — a — b)«, 
/iinxiiinairinbi  1   /K(x-h'^— b)«        .    1   /tia(x+b — a)«       __ 

0  0  0 

1   /S(x+a+b)«^^       l/;S?(x-a-b)»^^ 

0  0 

id  da  femer  von  diesen  Integralen  das  erste -=-  ist  für  x> — (ä — b),  0  f&r 

= — (a — b),  — -ö"  ^'  ^^ — (* — ^)»  n.8.  w.,  so  folgt  daraas,  das«  wenn 

>b>0: 

0.— CO<x<— (a+b);,      /     ^ 

00'  .-|.i  =  -(.+b).  1+8'  '  =  »-"• 

W.üi.a.ü»b.  8,^L  «.^_(,+^j<,<_(,_  J+f  .-b<x<a+b. 

)-*   x=-(a-b).  )+f  '  =  •+>•• 

0.-(a-b)<x<a-b        1      0.a+b<.<+ae. 

Daraus  für  a=b: 


/ 


0,  wenn  — 00  <x<  — 2a,, 
•f>     -..  l-|-.wn.x=-2a.  (+^.0<x<2.. 

0,  2a<x<00  . 


^  ■  /—  T*  ^•°°  — 2a<x<0.         j~»"  4 

0 ,  wBnn  X  =  0 , 

ie  sich  leicht  auch  darans  findet,  dass 

iriaxs8iii'az=  —sinxx  —  — •in(x4"2a)«  — ~iin(x— 2a)«. 

Wie  man  in  dieser  Weise  weiter  gehen  kann »  ist  klar.  Wir  werden 
)D  diesen  Formeln  später  mehrfach  Gebranch  machen;  f&r  jetzt  mag  es  an 
irer  Ableitung  genügen. 


Drittes  Buch. 


Integration  der  Differentialgleichungen. 


Zwölfter  Abschnitt 

Die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

§.  66. 
Eine  jede  Gleichung  zwischen  z,  y  und  den  Diflferentialqaotienten  von  y 
nich  z  heisst  eine  Differentialgleichung  zwischen  y  und  x,  und  zwar 
ist  sie  der  ersten  Ordnung,  wenn  nur  der  erste  Differentialquotient  von  y 
vorkommt,  der  zweiten,  wenn  auch  noch  der  zweite  vorkommt,  u.  s.  w.  Wir 
wollen  hier  zunächst  nur  die  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  ins 
Aage  fassen.     Was  diese  nun  anbelangt,  so  können  wir  uns  eine  solche  in 

folgen(^er  Weise  entstanden  denken.     Gesetzt 

f(x.y.a)==0  (») 

867  ^^^^  Gleichung  zwischen  z  und  y,  in  der  die  Konstante  a  (nebst  vielleicht 
noch  andern  Konstanten)  vorkomme ;  aus  ihr  folgt  (§.  8) : 

in  welcher  Gleichung  im  Allgemeinen  auch  noch  die  Konstante  a  vorkommen 
wird.  Eliminirt  man  nun  a  aus  den  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b),  so  wird 
num  eine  Gleichung 

erhalten,  in  der  a  nicht  mehr  vorkömmt,  die  aber  sicher  aus  (a)  folgt.  Diese 
Gleichung  (c)  ist  nun  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  während 
die  Gleichung  (a)  ihre  Integralgleichung  ist     Daraus  folgt  ganz  unmit- 
telbar, dass  die  Integralgleichung  einer  Differentialgleichung  eine  (willkür- 
liche) Konstante  enthalten  kann,  die  in  der  letzteren  nicht  vorkommt,  und 
dass  sie  also  eine  solche  enthalten  muss,  wenn  sie  allgemein  genug  seyn  soll. 
Zwei  Konstanten,  die  in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkonunen,  kann 
die  Integralgleichung  aber  nicht  enthalten ,  da  man  zwei  solche  nicht  elimi- 
Qiren  kann ,  wenn  man  nicht  über  die  erste  Ordnung  hinausgeht 

Es  fragt  sich  nunmehr  bloss,  ob  jede  Differentialgleichung  (c)  auch 
Doth wendig  eine  Integralgleichung  habe,  oder  vielmehr,  ob  es  nothwendig 
eine  Funktion  y  von  x  gebe,  die  der  Gleichung  (c)  genügt,  und  eine  willkür- 
liche Konstante  enthält,  die  in  (c)  nicht  vorkommt  Dass  dem  so  ist,  wird 
tnan  sich  am  einfachsten  durch  eine  Art  geometrischer  Konsruktion  verdeut- 
lichen.   Wir  sagen  nämlich,  mittelst  der  Gleichung  (j(f>  \2a^^ti ^xOc^^^Eh^Qxs^'OL 
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konstruiren,  and  wenn  wir  dies  gezeigt  haben,  so  baben  wir  hiemit  aach 
nachgewiesen,  dass  es  eine  Funktion  von  x  gibt,  welche  der  Gleichung  (c) 
genügt,  indem  die  Ordinate  einer  Kurve  noth  wendig  eine  Fonktion  der  Abs- 

zisse  ist,  und  eben  diese  Ordinate  ja  der  (c)  genügt.     Nun  drückt  aber  ^ 

für  einen  bestimmten  Werth  von  x  die  Tangente  des  Winkels  ans ,  den  die 
berührende  Gerade  in  dem  Punkte  der  Kurve,  der  zu  x  gehört,  mit  der  Abs- 

zissenaxe  macht  (§.  3)j  kennt  man  also  g^,  so  kennt  man  auch  die'Richtaog 

der  berührenden  Geraden,  von  der  wir  sagen  dürfen,  dass  sie  auf  eine  un- 
endlich kleine  Entfernung  hin  mit  der  Kurve  zusammenfalle.  Nehmen  vir 
nun  an,  der  Abszisse  Xg  entspreche  die  (willkürliche,  aber  bestimmte)  Or- 

dinate  yg,  so  folgt  aus  (c)  der  zu  x=Xo,  y=yo  gehörige  Werth  von^-,  also 

die  Richtung  der  berührenden  Geraden  in  dem  betreffenden  Eurvenpunkte. 
Konstruiren  wir  diese  und  nehmen  dann  eine  Abszisse  li^-^-Jx^  wo  wir  ans 
Jx  als  unendlich  klein  denken  wollen,  so  werden  wir  die  zugehörige  Ordinate 
einfach  dadurch  erhalten,  dass  wir  die  im  Punkte  x  =  Xo4'^^  errichtete 
Senkrechte  auf  dieAbszissenaxe  an  der  vorhin  konstruirten  berührenden  Ge- 
raden enden  lassen.     Wir  kennen  somit  auch  die  neue  Ordinate  y, ,  die  zn 

Xo-(-//x  =  Xt  gehört,  können  also  aus(c)  den  gehörigen  Werth  von  r^  finden, 

also  die  neue  berührende  Gerade  konstruiren.  Gehen  wir  dann  zur  Abszisse 
Xj-|-^x=X2  über,  so  werden  wir  ganz  in  derselben  Weise  die  weitere  Or- 

dinate  y,  finden ,  und  dann  aus  (c)  den  neuen  Werth  von  ^  ziehen,  also  die 

dritte  Tangente  konstruiren  können  u.  s.  w.  Man  ersieht  hieraus  wohl  schon, 
dass  mah  also  mittels  der  Gleichung  (c)  eine  stetige  Kurve  konstruiren  kann, 
deren  Ordinate  y  ihr  genügt.  Da  y^  ganz  willkürlich  ist ,  so  gibt  es  unend- 
lich viele  solcher  Kurven ;  das  einmal  bestinmite  y^  spezialisirt  jede  einzelne 
und  vertritt  also  die  willkürliche  Konstante. 

Von  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  werden  wir  nun  zu- 

nächst  diejenigen  betrachten ,  in  denen  ^^  nur  in  der   ersten  Potenz   vor- 

kommt,  die  also  die  Form 

p+Q^  =  0  (d) 

haben,  wo  P,  Q  bekannte  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Man  nennt  dieselben 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades,  wobei 
wir  bemerken  wollen ,  dass  man  die  Gleichung  (d)  wohl  auch  in  folgender 
Form  schreibt : 

Pdx-hQdy=--0,  (d') 

die  wir  jedoch  in  der  Regel  vermeiden  werden ,  da  die  Formel  (d)  klarer  die 
Bedeutung  der  Gleichung  ausspricht. 

Die  einfachste  Gestalt  nun ,  welche  die  Gleichung  (d)  haben  kann ,  ist 
die,  in  der  die  Veränderlichen  getrennt  sind,  d.h.  da  I*kein  y,  Q  kein 
JT  enthält    Aladann  ist  die  Integralgleichxmf^  \otk  (^«di^  ^\\ilM^\ 
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yP8x+yQ8y=C.  (e) 

▼o  C  eine  willkQrliche  Konstante  bedeutet,  und  /p9x  das  Integral  nach  x, 
Q9y  nach  y  bezeichnet.    Aus  der  Gleichung  (e)  folgt  nämlich  (§.8): 


/' 


'  O'+A^O  .  '  O^+A«0  8y 


/8/Q8y                     8/p8x 
Q9y  kein  x  enthält,  also  -^ =0,  aber-^ ~P  ist;  ferner 
8x                               8x 

^  8/p8x  e/QSy 

/P8xkeiny  enthält,  also- 5^  —  =  0,  aber-^- =Q  ist,  so  folgt  also 

J  8y  8y 

aus  (e') : 

d.  h.  die  Gleichung  (d)t,  so  dass  (e)  wirklich  die  Integralgleichung  von 
(d)  ist,  und  augenscheinlich  die  nicht  in  (d)  vorkommende  ganz  willkürliche 
Konstante  C  enthält 

Sehr  oft  lassen  sich  aber  in  der  Gleichung  (d)  die  Veränderlichen  leicht 
trennen,  wenn  sie  es  noch  nicht  sind.  Seyen  etwa  X^,  X,  GrOssen,  die  kein 
y;  Y,,  Y,  Grössen,  die  kein  x  enthalten,  und  man  habe  die  Gleichung 


so  folgt  aus  ihr 


X,Y,+X,Y,-J^  =  0.  (f) 


X,^Y,  8x-"' 


woraus  nun ,  da  jetzt  die  Veränderlichen  getrennt  sind : 

Einige  Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 
1.)  a  +  b^^  =  0.  (adx+bdy  =  0). 

0  X 

Hier  sind  die  Veränderlichen  getrennt ,  also  ist 

/a8x-j- /b8y  =  C,ax+by  =  C. 

2.)  Ein  mit  einer  Flüssigkeit  gefülltes  Gefäss  wird  um  eine  rertikale  Axe 
gleichförmig  gedreht.  Dabei  entsteht  ersichtlich  eine  Vertiefung  der  Oberfläche  der 
HüMigkeit  und  man  soll  die  Gestalt  derselben  ermitteln. 

Sieher  ist  dieselbe  die  einer  Rotationsfläche,  die  durch  Rotation  um  die  Dreh- 
ftze  des  GefSUses  entstanden  ist,  so  dass  es  genügt,  einen  Schnitt  derselben,  der 
durch  diese  Axe  geht,  zu  kennen.  Betrachten  wir  nun  ein  Wassertheilchen  in 
einem  solchen,  und  sej  y  die  Entfernung  desselben  Ton  der  Drehaxe,  x  seine  Er- 
höhung über  der  durch  den  tiefsten  Punkt  der  Fläche  gelegten  Horizontalebene, 
(also  X  und  y  aijne  rechtwinklichen  Koordinaten),  so  muss  die  Kraft,  die  auf  dies 
Theilchen  wirkt,  senkrecht  auf  die  Fläche  genchtet  seyu ,  ^  ^Aa%ft'^^  %^\a\»  ^nSl 
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dieser  Fläche  fortgleiten  würde.  Auf  das  Theilchen  aber  wirken:  das  eigene  Ge- 
wicht TeitikaL,  sodann  die  Zentrifugalkraft  nach  horizontaler  Biehtnng.     Ist  /u  dai 

Gewicht  des  Theilchens,  so  ist  letztere  =  -— "»  ^•«"*  ▼  ^  Geschwindigkeit  des 
Theilchens;  ist  aber  a  die  Rotationsgeschwindigkeit,  so  ist  T=ray,  also  ist  die 
Zentrifugalkraft  ==  ^^^  (wo  g  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  §.  14,  X).    Die  taf 

fi*  -f  ^ — f-,  und  sie  macht  mit  der 


,0    -    - . "'y 


Axe  der  z  einen  Winkel  180°  —  Q,  so  dasi  tg^= — ,  nnd  da  diese  Kraft  anf  der 

Fläche  oder  auf  der  Tangente  an  den  Meridianschnitt  lenkrecht  stehen  soll,  sonuisi, 
wenn  t  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  x-Axe  ist : 

t=90»^c,tgt=cotgc,d.h.||=j^,  «•yfj=« 

seyn.    Daraus 


«yy8y=gy8x.  ^  =  gx+C. 


Da  aber  hier  für  x  =  0  auch  j=0  seyn  muss.  so  muss  0=0  seyn,  so  data 


y»=-fx 


ist.     Daraus  folgt,  dass  die  fragliche  Fläche  durch  Rotation  einer  Pturabel  um  ibie    ' 
Hauptaxe  entsteht. 

3.)     ay»|~+4»*— 2x*+bx4-12  =  0,  oderay»4y+(4x»— 2x»+bx-hl2)di=a    ; 

/ay»8y+/(4x»— 2x»+bx+12)8x  =  C, 
ay»  ,     .      2x'  ,  bx»  ,  ,«        ^ 

4.)  x(ay'+b)+y(cx+g)jj  =  0. 

__E: I       y       «y     0      /•  x8x      .  f  y8y 

«odda/jl^=/ri---i..^>x  =  i-4l(cx+g)./*-l|l^  =  ^I(.r 
J  cx+g    a/  V  c       c    cx  +  g^  c       c*  ^      '  ^  J  ay*+b     2a* 

-i-h),  so  ist  also 

f-fl(ex+g)+^l(.y»+b)  =  C. 

I(ay«+b)=2aC- ?f5+?Jil  (c.+g). 

woraus  ay*-t-b  =  e       e  e  , 

und  da  e       eine  willkürliche  Konstante,  die  man  füglich  mit  C  beceichnen  kaas;  J 

=:(cx-|-g)      ,  80  ist  also 

ay»4-b=C(cx4-g)  ""^  e    ^  . 
5.)  (6xy+3x)  ?l+(6x»+8x)  =  0 

CJunA  Difision  mit  x):    3(2y4-  1)  ^-V6x-^-8  =  0, 

ex 


c 
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/3(2yH-l)8y4-  /(6x+8)8x  =  0. 

6.)  In  einer  engen  priimatiBchen  oder  zylindrischen,  Qberall  gleich  dicken 
hre  strOme  heisse  Luft ,  w&hrend  sie  Ton  einer  Flüssigkeit  umgeben  sey ,  die  im- 
r  dieselbe  Temperatur  r  habe,  unter  der  Voraussetzung,  es  ströme  durch  jeden 
erschnitt  der  Röhre  in  derselben  Zeit  dieselbe  (Oewichts-)Menge  Luft ,  es  bleibe 
ner  in  jedem  einzelnen  solchen  Querschnitte  die  Temperatur  der  durchströmenden 
ft  za  jeder  Zeit  dieselbe  und  es  gebe  die  Röhrenwand  alle  empfimgene  Wftrme  an 
f  Flüssigkeit  ab ,  soll  die  Wärmemenge  bestimmt  werden ,  die  in  der  Zeiteinheit 
rch  diese  Wand  strömt. 

Sey  to  die  Temperatur  der  in  die  Röhre  einströmenden ,  t|  die  der  ausströmen- 
aLuft,  p  das  Gewicht  der  in  jeder  Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt  strömenden 
ft,  t  deren  Temperatur  in  dem  um  x  Tom  AnÜEing  entfernten  Schnitte,  alsq^t-f- 
^  die  im  Querschnitt ,  der  x-f-^x  zugehört.  Ist  o  die  spezifische  Wärme  (§.  34,11) 
r  Luft  f  so  Terliert  in  der  Zeiteinheit  die  durch  das  (unendlich  kleine)  Element  ^ 
ömende  Luft  die  Wärmemenge  — pc^Jt.  Sey  s  der  (konstante)  ümfiug  des 
lerschnitts,  als  sz/x  die  Fläche  der  Wand,  die  das  Röhrenelement  begränzt;  y 
i  Wärmemenge,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Wandeinheit  strömen  würde,  wenn 
ift  und  Wasser  um  1  ^Temperatur  rerschieden  wären,  so  ist  ^'s  zfx  (t — r)  die  Wärme* 
iuge ,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  das  fragliche  Stück  der  Wand  strömt  (rergl. 
72,  Nr.  9  und  10).  Da  diese  letztere  der  gleich  ist ,  welche  die  Luft  rerliert ,  so 
tt  man 

— pc^lt  =  ysiix(t— -r),  — pc^  =  78(t  -  t), 
8t  .        .  pc       8t      _        pc    fbt  ,  ^ 

pCr— =  y8(t  — t), y- r-— =1,  — ^—    /   =  X  +  C, 

r    u.      f  ^        J*      yi(t— t)8x  ysj  t^t         ' 


8x 


—  Efl(t-T)  =  x4-C,  t— t  =  Ce     P** 


ys 
Für  x=0  ist  tirrt^,  also 

yg 

ig — -r  =  C,  nod  allgemein:  =e     ^^ 

to  —  t 

Ist  h  die  Länge  der  Röhre ,  also  sh  ihre  innere  Fläche  =:a,  so  ist  (für  x  =  h : 
=t,): 

|^=e     "«.  t.-t.  =  (t,-t)(l-e    "). 

Die  in  der  Zeiteinheit  Ton  der  durchströmenden  Luft  verlorene  Wärmemenge 

ft(§.48): 

^  ya 

~pc/8t  =  pc(to  — ti)  =  pc(to-T)(l-e    P*^, 

welches  nun  die  Menge  ist,  die  an  die  Flüssigkeit  gelangt. 

7.)  Man  soll  eine  Kurre  beschreiben ,  in  der  immer  die  Tangente  des  Winkels, 

en  die  berührende  Gerade  in  dem  Punkte  (x,  y)  gemacht ,  gleich  sey  '--. 
Man  hat  also 


8y 
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öy     X     öy 

wo  wir  statt  2C  bloss  C  geschrieben  haben.     Die  Kurre  ist  also  eine  gleichseitige 
'  Hyperbel ,  für  welche  der  AnfiEungspunkt  Mittelpunkt  ist. 

Dieses  Beispiel  (nebst  dem  rorigen  und  Nr.  2)  zeigt  uns  zugleich ,  wie  man  im 
gegebenen  Falle  die  willkürliche  Konstante  zu  bestimmen  habe.  Sagt  man  nämlich, 
die  gesuchte  Kurre  müsse  durch  den  Punkt  gehen ,  dessen  Abszisse  und  Ordinate  a 
und  b  sind ,  so  ist ,  da  C  für  alle  zusammengehörigen  x  und  y  dasselbe  bleibt,  und  a 
und  b  solche  seyn  sollen ,  nothwendig 

wodurch  nun  C  bestimmt  ist.  Mau  wird  also  im  Allgemeinen  die  willkürliche  Kon- 
stante bestimmen  können ,  wenn  man  für  einen  bestimmten  Werth  von  x  den  zage- 
hörigen Werth  Ton  y  kennt.  £s  yersteht  sich  übrigens  hier  auch  Ton  selbst,  dass 
nothwendig  y  eine  solche  Funktion  von  x  seyn  muss,  die  stetig  rerlaufb,  wennz 
stetig  Terlauft,  da  sonst  die  Konstante  nicht  notbwendig  immer  dieselbe  bliebe 
(§§.35,49). 

Die  Hauptaufgabe  bei  Integration  der  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  und  ersten  Grades  ist  nun  die ,  durch  irgend  welche  Hilfsmittel  die 
Veränderlichen  zu  trennen ,  und  wir  wollen  nun  die  wichtigsten  Methoden, 
die  zu  diesem  Endziele  führen ,  angeben. 

§.66. 
I.    Seyen  X,  X^  Grössen,  die  kein  y  enthalten,  und  die  Differential- 
gleichung 

^+Xy+X,  =0  (a) 

zur  Integration  vorgelegt.     Man  setze  y  =:uv,  wo  u  und  v  zwei  noch  za  be- 
stimmende Funktionen  von  x  sind,  so  ist  7^  =  «^^+"^^,    mithin   wird  die 

0  X        0  X         cz 

Gleichung  (a) : 

d.  b.  nf  J-]|+Xt;^4-v||-hX,  =0.  (a') 

Gesetzt  nun ,  v  werde  so  bestimmt ,  dass 

8v 

— +Xi;  =  0,  (b) 

SO  folgt  aus  (a^)  von  selbst 

vJ?+X,=:0.  (bO 

Und  umgekehct ,  wenn  v  und  u  den  Gleichungen  (b)  und  (b')  genügen, 
so  genügt  y==ut;  der  Gleichung  (a). 
Die  Gleichung  (b)  gibt  aber 

—  5 — hX  =  o, 

V    0  X 

und  da  hier  die  Veränderlichen  getrentvl  s\ud,  so  hat  man  (§.65); 
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wenn  man  C  för  e^  schreibt.  *     Setzt  mau  diesen  Werth  in  (bO,  so  hat  man 


also  nach  §.  66 : 


* 


wenn  C  eine  Konstante.     Also 

y  =  iiv  =  e  (C— /X^e  8x). 

d.  h.  die  Integralgleichung  der  Gleichung  (a)  ist 


y  =  e~^^   ^C-yk,e^^^'8x).  (c) 


wie  man  durch  direkte  Substitution  in  (a)  sich  leicht  überzeugen  kann. 

1.)  Aus  ^+y=ax  ,  oder  dy-|-y8x  =  ax   dx 

0  X 

folgt  also,  dajetjstX=l,X4  =  — ax°,  /x8x  =  x: 

y  =  e"~*(C+a  /^x'e*8x).     (8. 36.  II). 
2.)     (l-x')|^+xy=a.  H+^-y^^;    X=y;^..  X.  =  -  ^.. 


,  also 


Ah.  y  =  CVl  — x»+ax. 

X*        x* 

3.)  Sucht  man  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  x-^--« — ^"'g'H" *"*^ 

setzt  dieselbe  r=z ,  so  ist  für  x'<  1  (§.  27)  : 

~  =  l+x+x«+....=  j-^.also(§.65):  ,=yiii-+C=-l(l-x)+C, 
und  da  für  x=:0  auch  z  =  0,  so  ist  C  =  0,  mithin 


*  +  T+T+ =-iO-x). 


(xesetzt  nun ,  man  habe  die  unendliche  Reihe 


X       .      X»  X»  X* 


4- ^^+^^+-^4- 


1.2  '  2.3  '  3.4  '  4.6 
welche  für  x'<Cl  konvergirt,  und  sey  deren  Summe  =7,  so  ist 

8y       1    ,    X    ,    X»  8y       x    ,    x*    ,   »'    . 

85=2" +y+T+ *8^=  2"+ 3""^T"^  •  •  •  •• 


c  c  . 

♦  Begreiflich  toll  damit  nicht  gesagt  seyn,  es  sey  e    =  C,  sondern  nur,  e     sey  eb*» 

eine  Konstante^  (be  nuut  fäglieb  aaeb  mit  C  beseichuen  kann. 


276  Integration  der  Gleichmig  |^  |-3^ +XY+Xt  =  a 

y+x^  =  x+Y+T+ tluy+x  11  =  -1(1-1). 

Hieraus  folgt 

=  y[c+x+(1-x)1(1^x)]. 

Da  für  x=iO  auch  y=0,  so  ist  nothwendig  C=0,  däl+     ^^^    ""'   Null  iit 
für  x=0  (§.  22) ,  80  dass 

II.  Ist  Y  eine  bloss  von  y  abhängige  GrOsse;  X^X^  wie  oben,  so  kann 
die  Gleichung 

leicht  auf  (a)  zar&ckgefiihrt  werden.     Setzt  man  nämlich  (§.6):    ö~  ^  = 
g-  Y,  so  ist  die  (d)  : 


8z 
und  aus  ihr  folgt 


•[c-A.'"-..]. 


Hieher  gehOrt  u.  A.  die  Gleichung 

m— 1  8y,_ni,_        ^  ., 

y        8^+Xy  +X;=0.  (e) 

Multiplizirt  man  diese  Gleichung  nämlich' mit  m,  so  ist  sie 

my        g-^+mXy   +mXi=0, 

und  geht  in  (d)  über,  wenn  Y=y   ,   und  mX«  mX|  statt  X^X^  gesetzt  werden. 
Demnach  ist  die  Integralgleichung  ron  (e) : 


m         — m/X i z 

y    =e 


[c-myk,e-^ö*8z]. 


Eben  so  gehört  hieher  die  Gleichung 


®yi-Xy+X,y"=0.  (0 


8z 
Denn  aus  ihr  folgt 

(n— l)8y     (n— 1)X 


(n-l)X.  =  0, 


n       8z  *"-* 

y  y 

und  geht  in  (d)  über,  wenn  Y= -^p^  =  y  ,   und — (n  — 1)  X,  —  (n— l)Xi 

y 

für  XundXt  gesetzt  werden,  so  dass  die  Integralgleichung ron (f)  ist: 

1  (n— 1)/Xt 

=  8 


n— 1 

y 
///.   Setzt  man  in  der  Gleichuiig 


^[c+(o-i)yk..-<»-*'^«^'ex]. 
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8z 
*  8i+*y  +  ^    =• 


.  .  dy       8»  ,     8a  ...  '^ 

Wieder  y=:üv,  ^^  =  «5 — r»5-»  so  wird  sie 

"  o  z        oz        oz 

'  r8^+^8^J+"^+"      =*• 
al«)irennx|f+i»=0,  -7^+^=0, 1(»)+Kx)  =  c  (§.65),  l(xt.)=c, 


si'=e*,  x»=<;,*  »  =  — ,  so  ist 


8«  ,    «»  8n  ,    e»  ^        c      8u  ,   1     „ 


ironiu 


e   — Ä 


Um  das  Integral  zu  bestimmen»  sey  e**— a=2,  ce**~=  1,  ^  =  -1 


=^,  also  (§.36). 


also 


e« 
aUoiach 


C^^IT^)    *  =  ^'    cu=^  =  zy. 


nod  mithin,  da  aach  C^  konstant: 


»7 

z  =C,  (e    — a)z  =Ce'. 

xy  '  ^  ' 

e 


IV.  Als  Beispiele  zu  dem  Vorstehenden. mögen  noch  folgende  dienen : 
4.)  Die  Gleichung 

®^^ay+by«  =  0 


8z 


2Q  integriren.     In  (f)  ist  jetzt  X=y.  Xi  =~,  n=2;  /x8x=:  al(x), 


e 


^  ,  also 


Cz  — b 
Welche  Gleichung  für  a=rO  unzulässig  ist,  in  welchem  Falle  aber  dio  vorgelegte 

Gleichung  zu  §.  65  (f )  gehört. 

*  Wo  abermals  tf^r  e    Mobs  c  gesetzt  wird. 
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5.)  OA,  OB  sind  zwei  durch  den  Anfiingsponki 

0  gehende  Gerade  (Fig.  48),  die  mit  der  Abszissen' 

axe  OM  Winkel  machen,  die  sich  zu  180®  ergin< 

zen,  deren  Gleichungen  Also  sind  j=mx,  j  = 

— mx  (m>-0).   In  einem  beliebigen  Punkte  £  de) 

Geraden  OA  zieht  man  die  Ordinate  £S,  £F  paral 

JC  lel  mit  der  Abszissenaxe,  und  soll  nun  eine  KmrK 

PQ  finden  der  Art,  dass  wenn  man  den  Durch 

Schnittspunkt  R  dieser  Kurre  und  der  Ordinate  II 

mit  F  verbindet,  alsdann  RF  Tangente  vonPQ  sey 

Die  Koordinaten  des  Punktes  E  seyen  x=a,  y:=ma,  so  ist  die  Gleichmj 

der  Greraden  £F  :  y  =  ma,  und  dieselbe  schneidet  OB  im  Punkte  F,  dessen  Koordi 

naten  sind:  x  =  —  a,  y==ma;  die  Koordinaten  des  Punktes  R  seyen  x,  y,  so  is^ 

die  Gleichung  der  Geraden  RF  : 

ma — y   .  y  — ma  ..        ^ 

—  a  — X  a-j-x 

wenn  |,  v  die  laufenden  Koordinaten  Ton  RF  sind.     Zugleich  ist  aber  auch  a=x 

und  da  RF  Tangente  an  die  Kurve  seyn  soll ,  so  ist 

8y      y  — mx      8y y__L.H=o 

8x~      2x     •    8x      2x~^2 
aus  welcher  Gleichung  die  Kurve  zu  bestinmien  ist.     Nach  I.  folgt  hieraus : 


y=e 


[-iA 


..].v.[o-|/|^>v.[c-.v.] 


(y+mx)*  =  Cx(C  statt  C*). 

Diese  Gleichung  stellt  (für  ein  positives  C  z.  B.)  eine  Parabel  vor,  die  man  ei 

mC 
hält,  wenn  man  OG  senkrecht  auf  OB  zieht  und  = r   macht,   sodann  G! 

2(1 +m»;^ 
;  alsdann  ist  H  der  Scheitel  der  Parabel ,  HJ  den 


parallel  OB  und  =; 


m*C 


4(1 


m*)^ 


Hauptaxe,  und  die  Entfernung  des  Brennpunkts  vom  Scheitel  ist ^.       F 

4(l+m«)' 
C  =  0  würde  die  Parabel  in  die  Gerade  OB  übergehen.  Da  C  willkürlich  ist,  so  gi 
es  unendlich  viele  Parabeln;  da  wir  m^O  voraussetzen,  so  haben  bei  positivem 
alle  ihren  Scheitel  zwischen  OB  und  OM,  so  wie  auch  alle  durch  0  gehen  und  de 
von  der  Ordinatenaxe  berührt  werden. 


§.67. 


I.  Die  Gleichung 


(ax+bx       y   )g^+cy+hx  y  ^  =0 


(a) 


lässt  sich  leicht  integriren.  Dividirt  man  dieselbe  durch  x  y,  so  heisst  sie  aacl 

a  8y  ,    c    ,     n    mfh   8y  ,    h"\      . 

und  wenn  man  nun 


0  a  b   h 

X  y  =«,  y  X  =u. 
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8x 

z  8x~  y  8x"^  X  •     XL  8x~  y  8x"^  x 
setzt,  so  ist  die  vorgelegte  Gleichung  : 

1    8z  ,    1    8a      n    m       . 
— -    X    y     =0. 


s    8x  '    a  8x 

Aber  es  ist 

be«]>        bftbah        Achah        hbceb        e 
X   y    =£,y    X    =u  ,  X   y    =z,y    x    =u  , 

,  be— «h        b  — «     ah — bc        h  — c 

Jm  X  =z  n     ,  y  =z  o     , 

b  a  he  btt— nh    cm — an 

•  —  .be— ah„ah-4>e    „  _  ,ah— bc„bc— ah    J^   "  _  _bc  — ah_bc— ah 
x-=z  ti  ,y  =  z  a  ,xy^z  u  t 

bn — ^mh    cm — aa 
l80  16l+,b5=ih^bc-ahl8u^ 

z   8z   '  n  8x 

nd  wenn  zur  Abkürzung  ."11"^  =  —  «,  b™—  h  ^^  gesetzt  wird: 

a— 1  8  z  ,     ß—i  8  tt     ^   z"   ,    o^      ^  /o  fl6\ 

1.  h.  man  hat  als  Integralgleichung  der  vorgelegten : 

mh — ^ba  cm — an 

/  «    «xbc-ah       /v**x'^*«-^ 

Vxy;  ^SLU =  c.  (b) 


mh  —  bn  mc  —  na 

Die  gegebene  Auflösung  ist  unzulässig,  wenn  a  oder  ß  Null  oder  unendlich 
rerden,  d.h.  wenn  entweder  bn — mh:=0,  oder  cm  —  an  =  0,  oder  bc  —  ah=0. 
eyalso 

1.)    a  =  0,  d.h.  bn  —  mh  =  0, 

icht  aber  cm — an  oder  bc  —  ah  Null.     Alsdann  ist  x  y    =us  also 

ß  cm — an 

1    8z  Ä— l8u       ^    ,,  X    I    "  ^1      w  ®    ^    I    bc  —  ah     .b    h  vc— ah       n 

2.)     ß  =  0,  d.h.  cm  — an=0, 
icht  aber  bn — mh,  oder  bc — ah  Null.     Alsdann  ist  x  y    =2""  ,  also 

''^'r.+i  8^=«'  ^-h(«''y')^+'<y''''^= ^- 

ox      a  ox  DD  —  ma 

3.)    be— ah  =  0. 

Cah   n+l    m^  8y  ,  ,  .    n    m+1 

ax+— X       y    J  ö^"i-cy+bx    y         =0, 

--x(c+hx  y  )r-'+y(c+hx  y    )=0, 

c  0  X 

l(x''y*)  =  C,  x%*=C. 
Dies  ist  nun  richtig,  was  immer  auch  n,m,h,b  «eyen,  also  wenn  auch  noch  zu- 
hieb etwa  bn — mh=0,  oder  cm  —  an=:0. 

4.)    a  =  0,  ^  =  0,  nicht  aber  bo  —  ah  =  0. 

Alsdann  ist  x  y   =  1 ,  also 

1    8z  ,    1   8u     ^    w     X      n     «+*'  •+*      r 
----+— --  =  0,  l(uz)  =  C,  X       y       =C. 
z   dz      n  ox 


] 
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II.  Die  Gleichung 


ax   y   g^  +  ^»   y    =c  (c) 


lässt  sich  unter  gewissen  Bedingungen  ebenfalls  integriren.  Man  set2e  nämlL'h 

a  ß 

SO  wird  (§.  5)  •  -5 

eü^exCn'    8u   ~8x   8n  •  ^  8n~8x""       '  8x~7r'        "        Pu' 

mithin  die  Gleichung  (c): 

/9a    ra  »ß  i9— 1  4— a  8z    ,  ,     am  b/9  8z  ,  bo   «(m+l)—!— ro  Ä(b— •— l)+l 

'— n      z    '^z'      n         ^+bn      z      =c,  ~  +  --u  z*^ 

a  on  oa      a^ 

C  o   ä(1— r)— 1  !—/?(•+  4) 
=  — -n  z  . 

a/9 

Was  nun  a  und  ß  anbelangt,  so  wollen  wir  sie  so  bestimmen,  dass: 

a(m-r+l)-l+0,  l-/9(g+l)  =  0,  (d) 

was  immer  möglich  ist,   wenn  nicht  s  =  —  1,  m=:r — I;  alsdann  ist  die 
vorgelegte  Gleichung  : 

Diese  Gleichung  ist  geradezu  integrabel,  wenn  ^  =  0,  d.h. """fT"-- j-l 

s-|-l 

=  0,n  —  s- — l+s4-l=ö>  n  =  0,  wie  sich  von  selbst  versteht,  dadann 
in  (c)  die  Veränderlichen  getrennt  werden  können ;  sie  kommt  anf  §.  66, 1 

zurück,  wenn  J=l ,  d.  h.  — Ötj — l"l  =  li  n-^s — I  =0,n  =  s  +  l,nnd 

kann  also  ebenfalls  integrirt  werden. 

Bestinunt  man  aber  zweitens  a  und  ß,  so  dass 

^(n  — s— 1)  +  1=0,  a(l— r)— 1=0,  (e) 

was  möglich  ist,  wenn  nicht  n  =  s-4-l  oder  r=l,  so  wird  die  vorgelegte 
Gleichung : 

on     pa  a/T 

Diese  Gleichung  ist  geradezu  integrabel,  wenn  p'  =  0,  d.  h.  l  +  ^^i 


=  0,  n=0,  wie  vorhin;  kommt  auf  §.  66,  I  zurück,  wenn  ^'  =  1,  d.h. 
IH — ?±l-=I,s  +  l=^0,  s  =  — 1. 

'   n — 8  —  1.  ' 

Daraus  nun  folgt : 

„Die  Gleichung  (c)  kann  integrabel  gemacht  werden,  wenn  n  =  s+li 


indem  man  x=:u"*~"*+*,  y  =  z°   setzt;    ferner  wenn  s  =  —  1,    indem  man 

X  =  u*^',  y  =  z    »  setzt.     In  beiden  Fällen  kömmt  sie  auf  §.  66, 1  zurück." 
Ist  zugleich  n  :=  a-f-l ,  J!  —  r-f- 1  =  0,  also  r  =m+ 1 ,  so  kann  der  erste  Fall 
nicht  angewendet  werden«     Dann  ist  die  Gleichung  (o) : 

m+i  ■  8  y  ,  -    m    •+!  18  y  ,    b    »4-4  c 

ax        ,   _+bx    y      =e.y8^+-y      -^^i=0' 

und  gehört  zu  §.  66,  11,  wo  Y=^y  Ist  femer  zugleich  8= —  1  und  r=l,  ^ 

Jk&nn  der  zweite  Fall  nicht  angewendet  werden.     Alsdann  beisst  die  GUeicbung 
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Qodgehftit  zu  §.  66,  11,  Gleichung  (f). 

Wir  wollen  nun  gleichfalls  darch  einige  Beispiele  das  Vorstehende  er- 
läutern. 

1.)  (4-8xy»)xJ|+(2+6xy»)y  =  0. 

In  (a)  ist  jetzt:  a=4,  b==  — 3,  c=2,  h=5,  m=2,  n=l,  bn — mh= 
-13,  cm  — an=0,  bc — ah  =  — 26,  also  j8  =  0.und 

20.J4xy'-8x0|^+2y»-6xV  =  O,d.h.(4x-^*)J^+2y-5^*^ 

gibta=4,  b= — 3,  e:^2,  h= — 6,  n=2,  m=— 2,  mh — bn=16,  cm — an 
=-12,  bc— ah=:14,  also 

f  ""? 

3.)  (8x»-4y)j2-3i'y+^'  =  0.  (sx-^l)  ^-8y+y-'  =  0. 

a=3,  b= — 4,  c= — 3,  h=4,  m=l,  n= — 3,  bc — ah=0,  also  ist  die  vor- 
gelegte Gleichung: 

^-^ ,~       .  i  4t  3 

während  allerdings  der  Faktor  3-r  -f =0,  y=— x*  auch  genügt  (§.  88). 

4)  6x*y»^-4xV  =  l 

gibt  in  (c):  a=6,  r=4,  .s  =  2,  b=: — 4,  m=2,  n=:3,  c:?=l,  also  n=84~l, 

nichfcaber  m — r-f-l=0,  so  dass  man  setzen  wird  x==u~'*= — ,  y=z*  ,      a  = 

u 

■~l,jj=:---,  also  ^=1,  d'=r2,  SO  dass 

>  y       ^«  4x»~4x       8 

5.)  6x«^~3xV  =  2y,  d.h.— 5y-3x«y*  =  2-; 

'  ox  yöx 

gibt  in  (c):  a=:5,  r=:2,  s=: — 1 ,  b= — 3,  m=r3,  n=4,  c=2,  also  da  s  = 

--  8        H 

~-l,  so  hiäPtkukßXL  ^tzen:  x=u"^,  y=*     *>  u=x~^,  z=y"^,  r^=-s— (8.14) 

0  X         0  X 

1 8z  ^^ 

=  7-0* X     *  s— ,  underhÄlt: 
4  on 


X 

1 
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1  6 

6n      z    .-pu  z     *r 3o      %     =2,5 r-i -n     =0, 

4  da  oo       5  5 

mithin  (8.66,1): 

§•  68- 
Ein  aus  x  und  y  zasammengesetzter  Aosdruck  heist  homogen,  wen 

so  beschaffen  ist,  dass  wenn  man  y=xz  setzt,  alle  einzelnen  Gliedei 
und  dieselbe  Potenz  von  x  als  gemeinschaftlichen  Faktor  erhalten ,  wähl 
sonst  X  nicht  mehr  vorkommt.  Ist  x^  dieser  gemeinschaftliche  Faktor, 
heisst  der  Ansdrack  eine  homogene  Funktion  von  x  und  y  vom  n**°  6r 
So  ist  5x*y'-f-7x* — 8yx* — 7y*  homogen  vom  6*'"  Grade,  indem,  ^ 
man  y=xz  setzt,  x^  überall  als  gemeinschaftlicher  Faktor  erscheint  m 

sonst  nicht  mehr  vorkommt;  eben  so  ist  — — ^H — j-  —  8  homogen 

2  7       4        1       14y' 

0**"6rade,  -f j-H — ^ f-  homogen  vom  Grade  — 2  u.  s.  w. 

I.  Sind  nun  in  der  Gleichung 

P+Q^  =  0  (a) 

P  und  Q  homogene  Funktionen  von  x  und  y  des  n^  Grades  >  so  können 
Veränderlichen  in  (a)  getrennt  werden.     Man  setze  nämlich  y=xz, 

g^=z-|-Xg-,  SO  werden  P  und  Q  den  gemeinschaftlichen  Faktor  x"  er! 

ten,  so  dass  dann  etwa  P=x''Z,  Q  =  x"Z',  wo  Z  und  Z'  blosse  Funktl( 
von  z  sind.  Alsdann  wird  die  Gleidhung  (a) ,  wenn  man  den  gemeinscb 
liehen  Faktor  x*"  gleich  weglässt : 

woraus  unmittelbar  folgt : 


az  ,   1     ^     /*Z'8z    ,  ,, ,     ^  ,^     • 


Z+Z'z  8 

in  welcher  Gleichung  schliesslich  z  =  —  zu  setzen  ist 
IL  Die  Gleichung 

(ax+by+c)||+a'x+b'y+c'  =  0,  (b) 

kann  homogen  gemacht  werden.     Man  setze  nämlich  x  =  u--|-a9  y=^t'H 
8y         B(v  +  ß) 

,      8y       8n  8u  8v  ... 

also  ^  =  -^ — =   ft.    .    V   =H~>  ßo  wurd  sie  zu: 
8x        8x  8(a-t"«)        8u 

8u  8ü 

(au+bt;  +  aa-+B^-hc)^+a'n+b'v+a'a+b'^+c'  =  0 

on  « 
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and  wird  eine  homogeiie  Differentialgleichung  zwischen  u  und  v  des  ersten 
Sndes,  ireim  man  a  und  ß  so  bestimmt,  dass 

Diese  Anflösnng  ist  nicht  anwendbar,  wenn  ab'  —  a'b=0.  Für  diesen 
?all  ißt  aber  b'  =  —  und  die  vorgelegte  Differentialgleichung  heisst  auch 

Man  setze  nun  ax+by=z,  a+b  ^-|=^»  ^==Y  ^-^,    so  wird 


liese  Gleichung  zu 

Cl   8s      a   ,   a'^  ,    e   8i     ac  ,    ,     ^ 

s 
8x 


~  (az+ac)+(a'b  — a»)  i  — a*c4-abc'  =  0, 


eiche  nun  zu  §.65,  (f)  gehört.     Schliesslich  ist  z  =  ax-|-by  zu  setzen. 
in.  Versucht  man  die  Gleichung 


IX  y   +bx    y  +cx^y'*+...)^+a'x    y    +b'x    y    +c'x%'* +.  .  .  =0        (c) 

QTch  die  Substitution  y=z,  ^=az       ä~zu  einer  homogenen  Differen- 
ialgieichung  zwischen  z  und  x  zu  machen ,  so  wird  dieselbe  zunächst  seyn : 

«(ax   y  -|-bx   i  -J-cx   y  +...)r--ha'x    z     +b'x   i 

ox 

c'x    X       4"  •  •  •  •  =0, 

od  wird  homogen  seyn,  wenn  es  möglich  ist,  dass  die  folgenden  Gleichungen 
ogleich  bestehen : 

in+(n+l)a— l=r+(8+l)a— l=p-[-(q+l)tf— 1=  ..  .  =m'+n'a  =  r'+«'a 

=  p'+q'« 

1)     Xg y=\/xM-y'  ist  eine  homogene  Differentialgleichung  der  ersten 

^UDg.     Sie  gibt: 

t^:4-'=vi+r..^L^_i.=o./^-,(,)=c..(.+vT+r») 

-l(x)  =  C.  l(f  +  \/l+^)-l(x)  =  C.  l(y-|-ViHT')-2I(x)  =  C, 

y  +  ViH7^=  Cx'.  

:»+Vr+r'8«  ,    1  f      -a  1-|8»      1  fr      -a  1V'= 

xVIijrr«     8x^  X  - "'  l, yr-F^  ^  z  J ex^  X  -  V  l,  yr+T»"^ '^ 

H(,)  =  C.-al(-'+y^+l')+Ux)4-»(x)  =  C.-.l(^''+^'-')+.(l) 
+,(x)  =  C.  _a,(VSZlZl)+,(,).c.  y^c(V''+r'-xy 
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Fig.  49.  3)  Man  soll  (Fig.  49)  eine  Kunre  PQ.  konstaroiren »  so  be- 

schaffen, dass  wenn  M  ein  Punkt  derselben,  BM  seine  Ordinate, 
und  OM  sein  Radius  vector  ist,  ferner  BD  senkrecht  auf  OM  ge- 
zogen und  bis  zum  Durchschnitt  C  mit  der  Ordinatenaxe  rerlin- 
gert  wird,  die  Gerade  CM  Tangente  sey  an  PQ. 

Man  findet,  wenn  x,y  die  Koordinaten  ron  M  sind,  leicht 

als  Gleichungen  der  Geraden  OM:v= — |,  BC:v=2 — ~(f-x)i 

CM :  V— y= (J— x),  so  dass  also,  da  CM  Tangente 

an  die  Kurre  sejm  soll : 

8x         xy  8x 

welche  Gleichung  homogen  rom  zweiten  Grade  ist.     Sie  gibt  sohUesslioh :  j^*\- 

2xn(x)=Cxl 

4)  Die  Differentialgleichung  o~  =  ^  I  —  )  t  wo  f  eine  beliebige  Funktion  be- 
deutet, ist  homogen  rom  0**"  Gn^e.     Sie  gibt  t,  +x  g-  =  f(i) «         ^r^  8x"^T~  ^ 


/ 


8z 


+-l(x)  =  Ci.  =  -?-. 


i-f(z)  •  X 

5)  Man  sucht  diejenige  Kunre,  in  der  der  Winkel,  den  die  berührende  Gende 

in  einem  Punkte  derselben  mit  der  Abszissenaxe  macht ,  eine,  gegebene  Funktion 

des  Winkels  ist,  den  der  Radiusrector  in  denselben  Punkt  mit  derselben  Axe  machi 

8y  T 

Ist  a  der  erste,  ß  der  zweite  Winkel,  so  ist  tga=  ^  (§.  3),  tg^  =  ^~,  mithin 

hat  man  wie  in  Nr.  4  : 


.-I-'CO/rTS)«"-"'  -f 


«i 


2tffi9             8t          • 
Sej  Z.B,  rerlangt,  dass  a=2A  so  ist  tga=tg2j8=j3^^5^  d.h.^= n« 

2z 
oder  es  ist  f  (z)  =  -z j ,  also 

•^  '       1  — z» 

d.b.  'C  ^^  3^^'  x»+y>— Cy  =  0, 

d.h.  die  Kurre  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Ordinatenaxe  liegt,  in  der* 

C 
£ntfemung  -^  vom  Anfangspunkt ,  während  der  Kreis  durch  letztem  geht.    (Es  ir^ 

dies  der  Satz  Tom  Winkel  der  Tangente  und  Sehne.) 

§.69. 
I.  Es  kann  sich  ereignen ,  dass  die  Differentialgleichung 


P  +  Q  1^  =  0.  oder  Pdx+Qdy  =  0 

0  X 


(») 


geradezu  durch  Differentiation  einer  Gleiohnng  f(z,y)=:C  eDtstandra  i<t — 
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Ak  dass  P+Q^  identisch  ist  mit  g^+j-  e^(§-ß)-  Alsdann  moss  offen- 

8  ff  fi  f 

bar  P=— ,  Q=r-  seyn,  woraus  folgt  (§.  12): 

Ist  die  Gleichung  (b)  nicht  richtig,  so  wird  sicherlich  (a)  nicht  unmittel- 
bar durch  Differentiation  entstanden  seyn.  Umgekehrt  aber,  wenn  (b)  richtig 
ist,  ist  diess  der  Fall.  Statt  diesen  Satz  theoretisch  zu  beweisen ,  wollen 
w,  unter  Voraussetzung  der  Gleichung  (b),  die  Grösse  f(x,y)  thatsächlich 

bestimmen.     Vorausgesetzt  nämlich,  f(x,  y)  sey  so  beschaffen,  dass  ö~=P» 

7-=  Q,  so  folgt  zuerst  aus 

8_f 

8x 

worin  die  Integration  bloss  nach  x  geschieht,  und  R  eine  Funktion  von  y, 
ohne  X,  seyn  wird  (§.  47).    Hieraus  folgt  (§.  45): 


=  P:f(i,y)  =  yP8x+R, 


imdda|-'=Q: 
oy 

8R       •        Ap. 

87  =  ^-78^- 

/8P 
r-  9  X    kein   x 

enthalten,  also  der  Differentialquotient  dieser  Grösse  nach  x=0  seyn.  Der- 

/9P 
Q  _  ^^  OQ  Op 

scioe  vsh  aoer  =s— t^ — =  P^— s— •  und  ist  0  vermöge  der  Gleichung 

8x  8x  8x      8y'  °  "^ 


-Ao-A 


8xj8y+C. 


(b).    Demnach  ist 

"8P 

8y 

wo  C  nun  weder  x  noch  y  enthält;  also  endlich 
woraus  wirklich  folgt : 

80  dass  also ,  unter  Voraussetzung  der  Gleichung  (b),  die  Integralgleichung 
von  (a)  ist :      . 

/p8x+/[Q-/|^8x]8y  =  C.  (c) 

Offenbar  erhielte  man  ebenso : 

/Q8y+/[p-/|f8y]8,  =  C.  .(C) 

1.)     x-+y+(y"+x)|f=0:P=x-+y.   Q  =  y» -\-x , «|^=.\,^=V, 
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y 

also 


n+l' 

m-fl  n-f-l 


2.)     Y+  ? +I27"'" ? J   8^  -  ®   ^^*  ^  -    I  ^ 

y'+yWHF?    o_JL      y+Vx»+y»    8P     2y         x«+2y«         8Q      f 
?  '  ^~2y  T'  '  87"  x'"*"x»  V^HV""  ^^'  -^ 

II.  Es  ist  nun  aber  ganz  wohl  denkbar»  dass,  nachdem  die  Gleichung 
f  (x,  y)  =  C  differenzirt  worden ,  ein  allen  Gliedern  gemeinschaftlicher  Faktor 

y(x,  y)  weggelassen  wurde  und  dadurch  erst  die  Gleichung  P-j-Qg^  =^ 

entstanden  ist.  Alsdann  wird  freilich  letztere  nicht  in  dem  oben  betrachte- 
ten Falle  seyn,  w&rde  jedoch,  wenn  man  den  Faktor  9)(x, y)  herstellen 
könnte,  leicht  in  denselben  zu  bringen  seyn.  Diesen  Faktor  oun  nennt  man 
den  integrirenden  Faktor  und  es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  ein 
solcher  immer  vorhanden  seyn  muss.  Gesetzt  nämlich,  die  Integralgleichung 

der  vorgelegten  Differentialgleichung  P-j-Qg^  =  0  sey  ^(x, y,  C)=0,  und 

man  löse  letztere  Gleichung  nach  G  auf,  wodurch  sie  die  Form  f(z,y)=C 

annehme,  so  folgt  hieraus 

8f 

8f  ,  8_f8y__      8y_         8x 


8x  '  8y  8x        '8x  8J   ' 

8y 
wo  nun  von  der  willkürlichen  Eonstanten  keine  Spur  mehr  vorkommt.    D& 

auch  ^=  —  77  ist,  so  muss  also 
0  X  Ve 

8_f 

'^  =^        (a) 


8J         Q 

8y 

,  ,  P  .  .       ,,  ,.  ,   8f     I  8f        ,   8f  ,  8f8y 

seyn,  d.h.  wenn ^  =  p,  so  ist  noth wendig  auch  g^=^~  und  r — ^r'^^ 

b'G+H)-f?(i+B)=|-  ['+«ra- »  ^  ^-  —  - 

P-/-Qr^  mit  -^  r-  multipHzirt ,  diese  Grösse  dann  identisch  ist  mit  V-  + 
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-  r^9  80  dass  mithin  -^  g-  ein  integrirender  Faktor  seyn  wird.  Man  kann 
ich  dies  anch  noch  in  folgender  Weise  erkUren.  Ans  (d)  folgt,  dass  P  = 
lg-.  Q=M8^.  mithin 

ass  also  —  ein  integrirender  Faktor  ist    Aber  — -  =  -?r-  s-  =  "S"  s-»  wie  oben. 

Kennt  man  aber  einmal  einen  solchen  Faktor,  so  kann  man  sogleich 

oendlich  viele  finden.     Sey  nämlich  v  ein  solcher,  also  v  rP+Qö^)  =  ö- 

"S^if»  ™^  ^^  setze  f(x,y)  =  u,  |^V^'^=^f(x.y)(§.7),  soist, 
vim  g>{n)  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  u  bedeutet : 

ad  da  g>(n)  g-  immer  ein  genauer  Differentialquotient  nach  x,  nämlich  von 

9 (u) du  ist,  so  ist  auch  t;9)(u)  I  P-j-Q^p  I  ein  solcher,  so  dass  auch 

9(u)  ein  integrirender  Faktor  seyn  wird. 

Man  kann  sich  nun  die  Frage  stellen,  ob  man  nicht  mittelst  der  Glei- 
!umg  (b)  im  Stande  ist,  den  integrirenden  Faktor  zu  finden.  Sey  also  wie- 
er(a)  die  vorgelegte  Gleichung,  v  ihr  integrirender  Faktor,  so  müsste 

•'-^=•-1?. 'F;+-ii- «:-:+•!?■  '(^^ll) = «s-^'F;  <•> 

eyn;  allein  diese  Gleichung  ist  schwerer  aufzulösen,  als  die  vorgelegte,  so 
Ass  sie  hier  Nichts  fruchten  kann.  In  gewissen  besonderen  Fällen  jedoch 
sitet  sie  zur  Kenntniss  von  v.     Gesetzt  nämlich 

Q  Ley       8xJ 

enthalte  kein  y,  so  können  wir  annehn^en,  auch  v  sey  unabhängig  von  y, 

lUo  ^=0  setzen  und  haben  dann  aus  (e) : 

Dessgleichen ,  wenn  p-f  ö F")  "°*'>'^^°8^8  von  x  seyn  sollte,  wäre 

^  Unabhängig  von  x  und 

Kann  man  die  Gleichnng  (a)  in  folgende  Form  bringen : 

*'+^  H+^'+^'  ^+M.+N,  ||+  . . . .  =  0.  (h) 

8t 

und  man  wäre  im  Stande ,  integrirende  Faktoren  v,  v^ ,  v, , . . . .  för  M  -{-  N  ~ 
"i+Nt  g^,  Mj+Nj  ~,  .  .  . .  aufzufinden,  so  dass  identtecVi 
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»fM+N||}  =  f(x.y),  ».  (M.+N,Q  =  <^(x.y).  v.  (lI,+K.||)=li(B,y),..., 
so  wären,  wenn  f(x,y)=n,  f|(x,y)=u,,  .  .  .,  aach  vcpCa),  t'(ait(ii(),... 

integrirende  Faktoren  von  Äl+N  g^,  M^  4"N|  r^, ,  und  wenn  man 

9)(n),  9)^ (u^ ),....  so  bestimmt,  dass 

i;9(w)  =  Wi9t(ai)  =  «»9t(«u)= ,  (i) 

so  ist  vg>(ii)  ein  integrirender  Faktor  der  Gleichung  (h). 

III.  Seyen9)(x),t^(x)  bekannte  Funktionen  von  z,  und  die  Differential- 
gleichung 

vorgelegt,  so  lässt  sie  sich  in  der  so  eben  angedeuteten  Weise  abtrennen 
und  es  ist 

M  =  a9(y)5|^.   N  =  b9(x)^,  M,=0.  N,=^(y), 
wo  nun  Ml  +Ni  9^  =  0^ /v(y)^y  ^^*  *^  *^*®^  ^1  =^*     Femer  ist    g-  = 

8»(y)8y(x)       8N_b8»  (x)  8»(y)       ^.^^  _1  feM      8If| 1      P    8f  (j) 

*    8y        8x    •     8x""     8x         8y    '     **®^   N  Loy      8x  J"  b^  L    "IT"" 

8»(x) 

.  «-^]  =  5^  -^  =  i=J!  ^1  (,(x)),  mithin  nach  (f): 


8 


.     19(x)  — 


<-*>if(,) 


,  ,     lr8M     8NT    Ä— b89(y)    a  — b8l9(y)     ,  . i 

aber  auch^^(  3-«-]=^^^  1^^— 1^^  ^^0  auch  t;=e 

— 9(7)  ^  9  ^Q^  gerade  diese  letztere  Form  ist  bequemer,  da  jede  Fonktion 
von  y  auch  integrirender  Faktor  von  t^Cy)  g^  ist.     Multiplizirt  man  also  die 


Gleichung  (k)  mit  ^»(y)  *  ,  so  hat  man 


o<le'  ii{''9(^)^(y)^]+^9lj)  •  ^(y)8y  =  0, 

woraus  als  Integralgleichung  von  (k)  unmittelbar  sich  ergibt : 

*9(x)9(y)  '  +y9(y)  •  v(y)8y  =  C.  (kO 

Ist  z.  B.  g)  (x) =x    ,  80  ist  die  (k) : 

m— 1  m   .      -    m    m— 1 8y  ,      /  v  8y      ^     8y  ,         max        y  ^^ 

max       y    +mbx    y        -+^(y)^  =  0.   ^+        ^  ^        ^O, 

bmx   y       +«'(y) 
deren  Integralgleichung  also : 

mb         /%  m(b — a) 


•      ♦(y)8y=C. 
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.  »y     Bx  Bx 

ril^(3r)=:y"  etwa: 


mb  ^  mb 


8  x'T-  ^        m   ,  -  "•  mb  mb-f* 

T.  Die  Gleichung 

a^(x)^J|+b^(y)«f^>+*(x)  =  0  (1) 

i  ähnlicher  Weise  behandelt  werden.  M^n  hat  dann  M  =  by(y)  -j^. 

/^x8y(y)     ,,_8M_^8y(y)8»(x)      8N  89W89(y)     1    Pe  M 

b  — ä81»»(x)         ,  -pHP(x)  -^  ^^i;-      .       . 

g — ,  also  i;=e  =y(x)  "  ,  so  dass  y(x)       ein  mte- 

er  Faktor  von  (1)  ist.     Maltiplizirt  man ,  so  erhält  man : 

.,(x)  «ifMe  y+  b,  (y) ,  «-T^«^ + ^W  ^(,)^=  0. 

oy    oz  ox 

^[a9W%(y)]+^yi^W9(i)  •  8x  =  0. 
^  die  Integralgleichung  von  (1)  ist: 

^9W^9>{7)+Jn>M9(j)  '  8x  =  C.  (I') 

ie  Gleichung  (a)  in  §.66,  I  lässt  sich  unter  die  Form  (1)  bringen» 
p(y)  =  y,  da  alsdann  (I)  gleich  ist: 

.     /^^y.,     8»(x)  ,    ,,  ,      .     8y  ,    b      81y(x)  ,    »(x) 
a9(x)g^-hby-^+1^(x)  =  0.  ^+_y_^_+_^  =  0. 

s  bloss  b  =  a=l  und 

— r =X,  l»»(x)= /X8x,  fl»(x)  =  e         ,  -y-r  =  Xj,i^(x)=Xie 

ox  j  9(x; 

cen  ist.  '  Demnach  ist  nach  (1^  ' 

e  y  +  ZX^e  8x  =  C, 

•en  die  Gleichung  (c)  des  §.  66  gibt. 

\t  gr  (x)  =  sin  x  hat  man : 

b  b-a 

8y  ~  r  

tsinxcosyr — |-b8iDycosx-|-«^(x)  =  0,  asm^xsinyl-  /ip(x)8in  *  x8x  =  C. 

i'(^(x)=l(x): 

A  /»  b— ft 

a^x)8|_j_bl^)^^^^j^^^  *Kx)^l(y)+/pWl(x)  •  8x=C. 
rg)(x)  =  x": 

mb  -,  m(>--b) 

^x"y""^*?|+inby"x"""*+,r;(x)  =  0,ax»  y'' +J ^^t      '      8x=:C. 

Bei  der  Unmöglichkeit ,  den  integrirenden  Faktor  direkt  zu  bestim- 
^ann  man  sich  die  Frage  stellen ,  wie  eine  GleicYiung  \>e«>^\MÄ«^^  ^^1"^ 

'9r,  üiOtfnatiMl-  u,  Jatefnl-Rgcbanng.  \% 


■i 
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cz 

• 

müsse ,  damit  sie  durch  einen  der  Form  nach  vorgeschriebenen  Faktor  inte- 
grirbar  werde.  So  wollen  wir  etwa  uns  die  Frage  stellen»  wie  die  Grössen 
X,  X| ,  $,  $1 ,  die  wir  als  blosse  Funktionen  von  x  voraussetzen »  beschaffen 
seyn  müssen,  damit  die  Gleichung 

^y  '  Xy*+X,=0  (m) 


(n) 


durch  den  Faktor 

F(x) 


integrirbar  werde »  wo  F(x)  eine  bekannte  Funktion  von  x  ist.     Es  mass 

also  identisch  seyn : 

nf         F(i)        -W         i-(Xy»+X>)F(x)^ 

ex  8y  •    .   ■ 

d.h. 

(y^^2^y4-£JF'(x)-f2y|j+^jF(x)  =  (y«+2^y+^,)2XF(x)y-(Xy*+X,) 

F(x)(2y+20,      . 

oder  \ 

y«[FMx)-2|XF(x)]  +  y[2^P(x)-.2^F(x)-2^,XF(x)+2X,F(x)J+tiF'(x)-       j 


^F(x)+2«X.F{x)  =  0, 


r 

1 


\ 


SO  dass  also 

F'(x)-2^XF(x)^0.  fFMx)-^F(x)-^,XF(x)  +  X,F(x)  =  0,tF'(x)-.|^F(x)f      j 

ex  0  X  i 

2a,F(x)  =  0. 

Hieraus  folgt 

F'(x)  e^      XF(x)F-(x)-P(x)[||f(x)+XF'(x)] 

^'■"2XF(i)'  f^'°  öi""  2X»F(x)'  • 

und  dann  aus  der  zweiten  Gleichung: 

XF(x)F"(x)—  ~F(x)F'(x)-2XF'(x)' 
Xi=X^,i  2X*F(x)»  • 

somit  wenn  man  diesen  Werth  in  die  dritte  Gleichung  einf^etzt : 

.>                pw.t             XF(x)F"(x)-|^K(x)F'(x)-2XF'(x)>| 
,.  F'(x;-^^i;  F(x)+  ^  K  X+ '.2^^^ ,  =0 

.,      ,P(x),        XF(.)r-(x)-V^F(x)r(x)-2XP(x)» 


Öx  F(x)  •*  2X»F(x)» 

mithin  day|'^|9x  =  lF(x),  nach  §.66,  I: 


.XF(x)F'Vx)-^F(x)F'(x)  — 2XF'(x)« 


i.  =  F(x)'[c+-y ^.^^p P.(,)8x]. 

SO  dass  mithin  in  der  Gleichung  (m)  X  eine  beliebige  Funktion  von  Jt  s^J^i 
kann;  dann  aber; 
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ox 

^,..  ,  ^XF(x)F"(x)-|fF(x)F'(x)-2XF'(x)' 

'-xnkv  *.  =  "W'+yF«.y ^,^, rwex. 

XF(x)F'(x)— |^F(x)F'(x)  — 2XF'(x)* 

x,  =  x^,  ^^ 


2X*F(x)* 

seyD  muss»  damit  (m)  durch  den  Faktor  (n)  integrabel  wird. 

3)  Sey  F(x)=l,  X=:a  d.h.  konstant,  so  ist  F'(x)=0,  F"(x)=0,  also 

^  =  0,  |,=C,  X4=aC, 
d.  h.  die  Gleichung 

wird  integrabel  durch  den  Faktor    %\c%*  ^®  natürlich,  da  derselbe  die  Veränder- 
lichen trennt. 

4)  Sey  F(x)=x",  X=a,  so  ist  F'(x)=mx""\  F"(x)=m(m— l)x"~*,  also 

t*    ,  ,v       2m— 2      ^        .   2m— 2 

.       m        .        ^  2m  ,    1    2m /m(in— l)ax         — 2sm'x  »— ^^        ^  *■»    , 

2ax      ^  '   2       y  *  *« 

a  X 

m'  2m  j      m'        in(m-|-l)        «  2m      m(m"i-2) 

■^ — i"~i»  X.  =  aCx     "p"^ i"""" — s — i — — aCx     — — -      \     , 

4a*x*     ^  4ax*  2ax*  4ax' 

mithin  ist  die  Gleichung 

Öy,       ,  ,  .    2m      m(m+2)      ^ 

r-i+ay'+bx V~^— =  0 

8x  '     ^    '  4ax* 


integrabel  zu  machen  durch  den  Faktor 


Dl 

X 


2m 


ax         a        4a'x' 
Will  man  nun  wirklich  integriren,  so  ist  in  I: 

,       2m      m(m4-2) 
^       ay»+bx ^^^       ^  ^ 

^— ^  ^2m  .X    ,Q_  ^^ 


y  ^  ax^    a    ^4a*x»  ^  ^ax^    a    ^4a*x 

aUo  wenn  man  die  Form  (c')  wählt : 


ax       1      -4  /a        C         2axy+m-4    /ä""k 


wenn  -i->0, 

D 


|,wenn-j-<^- 


^ax^    a    ^4aV 


Ferner 


/ÖQ      _       2a'x°[2axy— (2axy+m)(m  +  l)] 
^*  4a«bx*"'*'*+4a»x»y»+4a*mx^-\-m* 


Ay 
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-7!?- 


(»m     m(in+2)'i  ■ 


^^ax^    a    ^4a«x»  ^^ax^     a    ^4i 

mf  2m      iny  ,      m*   "V 

Tisi =  "  ' 

y  ^  ax^    a     ^4aV 

m-|-l 


.SO  dass  also  die  Integ^ralgleichung  ist: 


+1 
ax  '        a 


^ax 

2yH 2x     V/ \  «-hl 

ax  ▼       a  1  .  ax 


m-fl 

Tür  m  =  —  1  tritt  an  die  Stelle  von  — r—  :  l(x).  (Die  zweite  Form  kam 

m-j-l 

gens  aus  der  ersten  abgeleitet  werden,  wenn  man  die  Gleichung  (10)  in  i 
,,Grundzttgen''  S.  199  beachtet.) 
5)  Sey  X=aF(x),  so  ist 

^-2aF(x)«'^'-^^^'^^  +2     a«y  ¥W  ^^      ' 

Y        i.rPM»-4-  ^    ^W*   /'F(x)F-(x)-8r(x)»                    F(x)F-(x)-8r( 
X,  =  aCF(x)  +--— y j,^^^ F(x)8x+ 2aF(x)» 

Für  F(x)=x"  wäre  also 

jf  m  P   *°«u_5l_     T       .r^*"     (8m+2)m 

^  =  — iTi-   *'  =  ^^     +,   ,  2«+2'  X,  =  aCx — TSqFT' 

2ax  4a'x  4ax 

so  dass  die  Gleichung 

8,-^         '  ^  4ax"+* 

integral  wird  durch  den  Faktor 

m . 

X 


y+-^.+^-h    ■"' 


m-f-i   '      a  ^    t  2m-h2 

ax  4a*x 

Als  Integralgleichung  findet  sich  wie  oben 

m-|-l      ,  /  fm-|-l 


a        f^      2ax       y-hm  \  /  ^^  x  ^^  r,      »^^ 

-2x»\/ 

l4-A£. 

+1 


V=r'(  —7 — ^"^ n^ : 


2ax 

m  ^  m'^    / — ^b 

m-fl 

=c, 


m4-2 

a 
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§.T0. 

8  V 

Im  Seitherigen  haben  wir  immer  vorausgesetzt,  ~  komme  in  der  gege- 

enen  Gleichung  in  der  ersten  Po^nz  vor.  Wird  diese  Beschränkung  auf- 
ehoben ,  so  stellt  sich  die  Aufgabe  allgemeiner  so :  Die  Integralgleichung 
er  Gleichung 

u  finden ,  wenn  Fq,  F| » . . ,  F^  gewisse  gegebene  Funktionen  von  x  und  y  sind. 
Der  direkteste  Weg  hiezu  wäre  nun  allerdings,  die  Gleichung  (a)  nach 

-aufzulösen,  d.  h.  sie  in  ihre  einfachen  Faktoren  zu  zerfallen,  so  dass  sie 

lentisch  wäre  mit 

■  '.(H-O(H-'0     (H-O-»-     <'■' 

rof|,  f,,. ..,  f^  bekannte  Funktionen  vou  x  und  y  sind.  Da  alsdann  die 
ileichung  (a^),  d.h.  (a),  befriedigt  ist,  wenn  entweder 

|l— f^=0,  oder^  — f,  =  0.  oderl^  — f,=0 oder|^-f    =0,        (b) 

OX  OX  ex  OXn 

0  wird  auch ,  wenn 

Vi(x.y.CJ  =  0,  f>t (x, y, C,) ^ 0 ,9  (x.y.  C)  =  0  (c) 

lie  Integralgleichungen  der  Gleichungen  (b)  sind ,  jede  der  Gleichungen  (c) 
ler  Gleichung  (a)  genügen ,  und  also  eine  Auflösung  derselben  seyn ,  wobei 
\t  C,,  — ,  C^  willkürliche  Ronstanten  sind.     Die  Gleichung 

f»i  (x»  y.  C J  f»,  (x.  y,  C,) 9  (x,y,C)  =  0  (d) 

rird  eben  so  der  (a)  genügen,  da  aus  ihr  jede  der  Gleichungen  (c)  folgen 
Ann,  indem  man  den  einen  oder  andern  Faktor  Null  setzt,  und  andere  Glei- 
hongen  als  (c)  hieraus  nicht  folgen  können.  Die  Grössen  CiyC,,  —  C^ 
lOD  man  ganz  wohl  durch  dasselbe  Zeichen  G  bezeichnen,  da  die  Gleichung 
d)  doch  nur  sagt,  dass  einer  oder  der  andere  ihrer  Faktoren  Null  ist,  wäh- 
Bod  es  die  übrigen  nicht  sind.  Ist  also  z.  B.  yi  (x,  y,  Ci)  =  0,  so  ist  eben 
\  eine  willkürliche  Konstante,  ob  dieselbe  nun  mit  G  oder  G|  bezeichnet 
"Orden.     Man  kann  also  als  allgemeine  Integralgleichung  von  (a)  ansetzen : 

f»i (x. y,  C) f», (x, y.  C) 9  (x.y,C)  =  0.  (d') 

ber  g|4-a=0gibty+ax4-C=0;    ^  — a=0  gibt  y  — ax+C=0,  also  ist 

(y4-ax+C)(y-ax+C)  =  0.  (y+C)»-a«x«  =  0. 

^-Vax=0  gibt  y— yx Vax  4-C  =  0,  ^4-Vax  =  0 ebenso  y+ 3- x Vax 
K=0,also 

(y-|xV^-hc)f7+|iVii+c3=0,  (y^CV-^i.x^=^. 


n— 1 
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3.)        ß9  -  Uy+^'+y*)  (g^) Vcx'y+y'^+x'y«)  |f-x*y'= 

Jl_xy  =  0.   ij|-x  =  0(8.65).  l(y)-^x»+C=0.y=CeKy-Ce^" 

(,_eei^')(y_|!+c)(y+^)=0. 

4.)  Die  Gleiehnng 

föy^'^l  r^'lV-  ?^-^=o 

V8xJ        2   V8xJ  ^y  8x     2y 

führt  eben  so  zu 

Wie  man  sieht,  verlangt  diese  Methode  die  Auflösung  höherer 
chungen  und  ist  schon  desshalb  nicht  immer  anwendbar,  abgesehen  c 
dass  man  in  manchen  Fällen  leichter  zum  Ziele  gelangen  kann.    Wir  y 
nachfolgend  einige  der  besondem  Methoden  angeben,    nach  denen  i; 
wissen  Fällen  sich  die  Integralgleichung  finden  lässt. 

I.  Sey 

die  vorgelegte  Gleichung,  in  der  Y^jY,, ,  Y^  kein  x  enthalten  ui 

Allgemeinen 

Y^=A+By+Cy'+...+My"~\ 
also  eine  ganze  rationale  Funktion  von  y  höchstens  vom  Grade 
(wobei  A,  B, . . .,  M  konstant  sind).     Man  setze  nun  ^=u,  so  wird  die 

ox 
^""-i-^t  o"""V Y,  u"~*+  .  .  .  +  Y       u+  Y  =  0,  (eO 

und  ist  in  Bezug  auf  y  von  niedererem  Grade  als  dem  n*~.  Kann  mar 
nach  y  auflösen,  so  erhalte  man  etwa  daraus  Werthe  der  Form  v  = 
und  hat  nun 

8y     ef»(n)      8y(a)8n  _8y(a)8n     ,      y^(n)ea 

8x"^    8x    ■"     bu     8x'^*'^V°~    8u     8x*  "T~  8^' 

woraus  (§.  65) 

x  =  /-^8d+C.  (e") 

welche  Gleichung  nun  mittelst  (eO  einen  Zusammenhang  zwischen  x 
liefert 

5.)  Sey  z.  B. 
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Eliminirt  man  also  u  zwischen  den  Gleichungen 

x  =  -.l(a)+j|4+C.  u*+yn»-l=0, 

0  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  j,  die  der  vorgelegten  genügt.  (Aller- 
lings  wird  diese  nicht  immer  die  allgemeine  seyn ,  da  ganz  wohl  noch  andere,  eben- 
alls  genügende  Gleichungen  vorkommen  können.) 
IL  Hat  man  eben  so 

roX^y . ..,  Xn  ganze  rationale  Funktionen  von  x  sind,  von  niedererem  Grade 
ils  dem  n**",  so  setze  man  wieder  ^^  =  u,  und  hat  dann 

n^+Xin*^""  4- +X       U-+-X  =0, 

a — 1  n 

md  wenn  hieraus  folgt  x  =  q>(u),  so  ist  da 

8y     8y8u     8y      1  8y_l        8y  ,,  .  /    ,,  .^     ,^ 

'oraas  dann   in  Verbindung  mit  x  =  q>(\x)  eine  Gleichung  zwischen  x  und 

folgt. 
6.)  Sey  etwa 

n»-|-xn=  — x«u=0,  x»-nj  =  u«,  x=  "(ItV"»). 
(n)  =  Y  0*V^5).   y=y|-(l±V6)8u=n'<-lij^>+C. 

Die  direkte  Auflösung  gäbe 

X«       (i+i/ß)»*       x'd-fi/ß) 

id  da  ,  ■   , ,  >  =  — !; — L —  = :: ,  so  sieht  man,  dass  unsere  obige  Auf- 

1+  V^6  1 — 6  4         '  ** 

rang  nur  zwei  dieser  möglichen  Auflösungen  gegeben  hat.  was  freilich  von  der 
iswerfung  des  Faktors  u=0  herrührt. 

IIL  Kann  man  die  vorangehenden  Methoden  nicht  anwenden ,  so  muss 
an  sich  durch  Einführung  neuer  Veränderlichen  zu  helfen  suchen ,  die  bald 
einer,  bald  in  anderer  Weise  gewählt  werden  müssen. 

8  V 
Man  setze  ^  =  uy,  so  ist  u^j^+y^uy4-y*  =  ö,  y*(u'+"y+y)  =  ^»  ^^^ 

.y=0  wohl  auch  der  vorgelegten  Gleichung  genügt,  aber  keine  Konstante  ent- 
ilt,  80  hat  man  u'+ujr-f-jr=rO,  y= —  .   .     ,  also 


so  9 
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8y_  n^         ^_?_y^ 3n»(l+tt)  — p*  80 

8x""'*^"'~l+u*    8x""8n8x~  O+n)»        8x 


d.h. 
—  u*  3u*4-2 


n»  8n  3+2n   8n  /^+2o)8a  3   .     ri-j-n^    p 


1  +  0 "~         0+«)' 

also  erhält  man  eine  Lösung  der  Aufgabe  durch  Elimination  ron  u  ans 

8y       1 

gibt  für  ^   =— : 
*  8x      uy 

J^,  J Li_n  o^        8y 2n—3n* 

u^'^u'y"*'         "*  ^""       1+u*'   80"       (l+u*)«' 

J_ - _  I-Hq*      l+g* _ 2n— 3n'  8y        __  2a*— 3tt''  8a 

ay""  u»     '       a»     ~"(l+u*)»8x'      "~    (1+a*)»   8^' 

Die  beiden  Integrale  bestimmt  man,  wenn  man  l-f-u'^z^z  setzt  (§.36),  wo- 
durch dann  erhalten  wird 

^~       6(l-t-a»/"**5  a»+l      iO(l+a»)*"^    ' 

A     U  U     .  «*  3  1  1  1 

d.b.  manbat  y=_--^,,   ,  =  y  j^p^-- ^-j-j^-^,  +  C. 

zwischen  welchen  Gleichungen  u  zu  eliminiren  ist. 

9.)  (^)  -»»?|  +  ^'  =  0;  ~|  =  ax.a»x»-aai»+x»  =  O.a»x~.a+i=0. 

•   aa       8x      ap— 2a*)    8a        (1+^*)'     ^_?2?J? 
*"'l-|-a«*8a"'    (1+a*)»   '  8x~  a(l  — 2a»)' 8x  ~8a  8x' 

8y    d+a»)«        aa»        8y    (l+n')^      8y_  a»a»(l— 2a») 
°*""8a  a(l— 2u»)'  l-|-a»""8a  a(l— 2u»)'  8a  ~"      (l+u*)»      ' 

1  r8z-\»    1  8z ,  1  r8z^« ,  1    ^      r^'i'ir^»^!,  ^^ 
^z^yrj  ~z"8i+z  ae^J  +z-=^  -^b^J  +l8^J+*=^ 

8  z         ^,            ^  ,     ,          .   .      ^           u»— u+1    öz          3a»— 4a+6 
~  =  aa):  -za»+a»-a4-l=0,  z  = ^T— »8^  = IJ!"^  ; 

8^_8z8u 3a»— 4a  +  6  8a  3a»— 4a+5  8a 

8x~8u8x'    '*"  u*  8x'      ~  a'  8x' 

/•3a»-4a+6  3  *     ,     ß     ,  p 

u^_ 3 1  .  A4-r 

y-u»_u4-l'*-4a»      Bu»"^6a«"^ 

IV.  Hat  man  die  Gleichung 

'•  föy+'.  fö)""+'.  (B)""'+  ■  +'._  ?!+'.-«  , 

///?£/  ^Ä  siDd  F^,,  F, ,,,..,  Fn  homogene  ¥uTÄA\Wk^xv  nqw  x  und  y  desselbei 
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r*^  Grades  (§.68),  so  setze  man  y  =  xz  und  es  werden  l\  =  Z^  x%  F,  = 
Z|  x', . . . .,  F.  =  Z„x',  so  wird  die  vorgelegte  Gleichung  zu 

Gesetzt  man  erhalte  hieraus  -^  als  Funktion  von  z ,  so  ist  also 

ox 
8y  8z         ..      8z      f»(z)  — z     .,  ,       /*     8i        ,^ 

ox  fix  8x  X  «/9)(z)  —  1 

vo  noch  z  =  — -  zu  setzen  bt.     Setzt  man  ~  =  vl  und  kann  z  als  Funktion 

X  0  X 

von  u  finden,  so  ist 

/v8y  8z      -.  -/x,      8z 8a 

.  =  ,(„)+„'(u)-._  =  -j— ---, 


-h 


8u 


?>(u)  — u 
AUo  y  =  x»(n),l(x)=-/  ^^^°j     8n+C  =-•- l(ü- y(a)) --/  .^°    ,  +  C. 

Oft  ist  es  besser,  die  Gleichung 

8  z  8  z 

nach  X  —  aufzulösen.     Folgt  daraus  x  r-  =  y  (z) ,  so  ist 

1b(i)  8x      X  '    J  9(1)  X 


voraoi 


y 

d.h.  wenn  man  z  =  —  setzt: 

X 


21  (x) 


.c±,(f+Vi;-o--iVl^-:-i. 


Man  hätte  diesell^e  Gleichung  übrigens  auch  nach  der  zweiten  Weise  auflösen 
können. 

12.)  Man  soll  eine  Kurre  suchen  so  beschaffen,  dass  alle  Lichtstrahlen,  die  von 
einem  gegebenen  Punkte  aus  an  sie  gelangen,  zurückgeworfen  mit  einander  parallel 

laufen. 

Sey  der  gegebene  Punkt  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten ;  die  Richtung,  mit 
der  alle  zurückgeworfenen  Strahlen  parallel  gehen  sollen ,  sey  parallel  der  Axe  der 
x;  ferner  seyen  x,  y  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Kunre.     Die 
-Gleichung  des  in  diesen  Punkt  gerichteten  Lichtstrahls  ist  also  xv^^-j  t,^  ^^tjä  V\^- 
to  1,  V  die  laniSsodfio  Koordinaten  sind;  die  Richtung  des  auiiicV^Q^ROTi^Tieii^Vini^« 
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i8t  parallel  der  Axe  der  x,  also  ist  die  Gleichung  dieses  Strahls  v=y.     Die  trigo- 
nometrische Tangente  des  Winkels  der  berührenden  Geraden  und  des  einfallenden 

X       8x 
Strahls  ist  somit ^— ,  während  die  des  Winkels  derselben  Geraden  und  des 

^  X  8x 

8y 
zurückgeworfenen  Strahls  =  r—  ist,  so  dass,  da  beide  Winkel  gleich  seyn  müssen : 


'    I   8x 


8y    r      8y     8y      y   r8y-|»      r8y^»     -,ey 


8x 


woraus  nun  die  Gleichung  der  KurrS  zu  suchen  ist.     Für  j=xz : 

If,^-      iCn         2n   -V        r      8n  r-n(l+n'>^       /•8n(l-n') 

1— u'      ° 

oder  wenn  man  1  ( —  1)4-C= C  setzt,  was  man  darf,  da  ja  sieher  1( —  1)  konstwt 
ist,  so  folgt 

2C      ,     4C»    ,         ,      y*—4C» 
n  =  — ,  0'  =  ^-.  1  — n»=^ i — , 

y  y*  y' 

sodass  ^^C(y»--4C»)      y^    4Cx  =  y«— 4C«,  y»  =  4C(x  +  C) 

y  4C* 

Diese  Gleichung  stellt  Parabeln  yor,  in  denen  der  Brennpunkt  Anfiuigspunkt 
der  Koordinaten  ist. 

Dieselbe  Gleichung  hätte  übrigens  auch  gemäss  dem  zu  Eingang  dieses  §.  Ge- 
sagten integrirt  werden  können. 

V.  Lässt  sich  die  gegebene  Differentialgleichung  nach  y  auflösen,  d.  h. 
hat  man 


also 


y  =  f(x.i9=K..u).u=|l. 


SO  folgt  daraus,  wenn  man  nach  x  differenzirt: 

8f ,  8f 8u 

8x~8u8x' 

welche  Gleichung  nur  u  und  x  enthält.  Kann  man  dieselbe  integriren,  und  ist 

f){u.x,  C)=0 
ihre  Integralgleichung,  so  eliminire  man  u  zwischen  g>  (u,x,C)  =  0  und 

y  =  f(x,  u),  und  erhält  eine  Integralgleichung,  die  der  vorgelegten  genügt. 

8y 
Wäre,  wieder  für  ~^:=u,  die  vorgelegte  Gleichung: 

811 

y=f.(u)x  +  v(a),abou  =  f.(o)  +  [xv'(u)+V''(o)]g^. 
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80  hätte  maDy  wenn  man  beachtet  (§.  14),  dass  o~  ö~  =  ^  - 

also  nach  §.66»  I: 

/»wen  /VW8« 

L       c/  9>(o)— -n  J 

In  dem  speziellen  Falle ,  da  9)(u)=u,  kann  man  dieses  Verfahren  nicht 
anwenden.     Alsdann  aber  hat  man 

fl  An 

y  =  ax+^(u).  n  =  u+[x+^'(n)]  — ,  0  =  [x+^(u)]g^, 

d.h.  entweder  x+V'W^^^»  ^^®^  u  =  C.    Also  ist  eine  Integralgleichung: 

y  =  Cx+,^(C), 

während  eine  andere  durch  Elimination  von  u  zwischen  y  =  ux-|-i/;(u), 
i-f  ^(u)  =  0  folgt;  diese  letztere  enthält  aber  keine  willkürliche  Ronstante. 
(Vergl.  §.  87.) 

0  =  2»xu«+x|^  (l-|-2axa),  0  =  2an»+|^(l+2axn), 

0  X  ox 


13. 


alio  ux  =  C— -^,  y  =  ux+an*x«. 

2a 

14.)  Man  soll  diejenige  Kurve  finden ,  bei  der  die  von  dem  Anfangs- 
punkte der  Koordinaten  auf  die  berührende  Gerade  gefällte  Senkrechte  eine 
beliebige  Funktion  der  Abszisse  des  Punktes  ist,  in  den  die  berührende  Ge- 
rade gezogen  ist. 

Seyen  x,y  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  gesuchten  Kurve,  so  ist 
die  Gleichung  der  Tangente  in  demselben : 

also  die  Länge  des  vom  Anfangspunkt  gefällten  Perpendikels : 

+  8x 


und  da  dies  =  f  (x)  seyn  soll ,  so  hat  man 

aus  welcher  Gleichung  die  Kurve  zu  bestimmen  ist     Man  zieht  hieraus  für 


ri=": 
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In  dem  speziellen  Falle,  da  f(z)=ax ,  hat  man 

arc(8m  =  n)+4-*^0+°*)+*^W  =  ^'  y  =  ux+ax  Vf-F»*. 

Für  f  (x)=a,  d.  h.  da  alle  Senkrechten  einander  gleich  seyn  sollen : 

^      f     \         au      ^  öu  _    ^         ,         au  _ 

0=1  x  +  — -==  I  — ;  u  =  Coderx+— r===  =  0. 

V        y/\^x^}J  ^^  Vl  +  tt* 

Die  erste  Gleichung  g^bt 

y  =  Cx-[-aVr=Fc». 
d.  h.  eine  Gerade,  bei  welcher  der  Satz  freilich  richtig  ist,  da  sie  sich  seil 
gente  ist.     Die  zweite  Gleichung  gibt 

-y-— 1 — i  au     _        a  ,         X*        _        a*  _  (a*— 

y»  =  a»-xS  y*+x^  =  a«. 
d.  h.  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt,  und  dessen  Halbmesa 
VI.  Hat  die  gegebene  Differentialgleichung  diei  Form 

80  zieht  man  aus  ihr 


^""8y""*"8u8x' 


^     ^  8u     8n8y      8u 

«^^'^  8^  =  87  8i  =  8^"^ 


,       8f     ,  8f   8u 
^=87^+8;;'' 87* 


in  welcher  Gleichung  bloss  u  und  y  vorkommen.     Kann  man  sie  int< 
so  eliminirt  man  u  zwischen  dieser  Integralgleichung  und  x  =  f (y,  u). 

15.)        V»  +  föy=2,+2y|f.  ,=  -,„+]- VTlHir, 

811 


8n  ,    1       "Bx       8n     8u 


1  ,  8n  ,    1   «•        8a    ,   ,     ,     r\        u' 


8y       1        u*  u  8y  ,       u  1         u' 


8u~2  s       1-l-u»^'  8u"''l+u*^""~2    ■  i=="' 


also  nach  §.  66,  I  da /j^p^,  =  i-  l(l+u')  =  1  VT+V: 
so  dass  also 
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VII.  In  gewissen  besonderen  Fällen  kann  man  sich  durch  eine  eigen- 
thümliche  Methode  helfen ,  die  wir  an  einigen  Beispielen  auseinandersetzen 
wollen. 

16.)  Sey  die  Gleichang 

-2  ^-1 

gegeben,  worin  f  eine  beliebige  Funktion  bedeutet.     Man  setze  nun 

8y 

wo  a  eine  Konstante  bedeute,  so  müsste  die  erste  Seite  =f(a)  seyn.     Aus 
der  angenommenen  Gleichung  folgt 

y*-2ax  =  C, 
forin  C  eine  willkürliche  Konstante  ist.     Aus  dieser  Gleichung  nun  er- 
gibt sich 

y  =  ±Vc+2i^,    ^  =  ±_4=. 

Ö»  VC+2ax 

^  ^ ^=  + VC+2ax     ±(C-H2ax)H:2ax_  C 

gSy  -  _^         2a  "  ±2a  2a' 

sodass,  da  diese  Grösse  auch  =f(a)  seyn  soll,  nothwendig 

C  =  2af(a)     , 
seyn  muss ,  mithin  der  vorgelegten  Gleichung  genügt  wird  durch 

y*— 2ax  =  2af(a), 
worin  a  eine  willkürliche  Konstante  ist.  Der  ganze  Erfolg  beruhte  hier  darin, 
dass  die  erste  Seite  der  vorgelegten  Gleichung,  nachdem  y  aus  der  zweiten 
gefunden  worden ,  zu  einer  konstanten  Grösse  wurde.     Hätte  man  übrigens 

^jnittelst  der  Gleichung  y^=:a  eliminirt,  so  würde  die  erste  Seite  = 

y*— 2ax    j  ,         C  , 

-2i~"»  "•'*'~2ä  Re^^rden. 

17.)  Sey 

imd  man  setze  wieder 

w  ist  zaoächst 

!j_illf     .  .  (^7'\*     y'+a'-2ax+»' 
8x~    y     '     "^V.8»J  ~  y» 

»Im  da  j\/l  +  rQ'=  f (a) ,  so  ist  * 


mn 
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also  ist  die  allgemeine  Integralgleichang  der  vorgelegten  Gleichung,  wenn 

die  willkürliche  Konstante : 

x*+y*— 2ax  =  f(a)=  — a»,  y»+(a-x)*=f(»)*. 

18.)  Sey 


und  man  setze  wieder 

"  =  a,  (y*-  x'+2ax)  ^+2xy-2ay  =  0, 

«f  oy 1  ox 

so  ist  (8.69)  e~  =  2x-,2a,    |J  =  -2x+2a,  also  i  (^-|5)__1, 
ti  =  e      ^      =—x9  also  ist 

y 

y«  — x»+2ax  8y  .  2xy~2>y 
y»  ex"^         y« 

geradezu  integrabel  und  man  erhält 

''""^'^'+y  =  C,  x»+y»-2ax— Cy  =  0. 

y 

-    Nun  ist 

V*— Ix*— 2xv— 
8y       2ay  — 2xy        ^      '  ^8x     (y»+xO»~2axy»~2ax» 

8x-y»-x»+2ax'      ^f^     ^dj^    "  2y(x»+y*) 


0-  ^^ 


(y'+»')(y'+x'~2ax)     Cy      C  c-2fri.l 

= 27öP4-"^^)  -27~"2-'W.  C=2f(a), 

d.  h.  die  Integralgleichung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  ist: 

x»4-y«  — 2ax— 2f(a)y  =  0. 

Man  sieht  leicht ,  dass  der  Erfolg  dieser  Methode  davon  abhängt,  dass, 

nachdem  die  eine  Integralgleichung  gefunden ,  die  daraus  folgenden  Werthe 

8v 
von  y  und  ^  die  erste  Seite  zu  einer  Grösse  machen,  die  bloss  a  und  C  ent- 

^  8x 

hält,  wodurch  dann  C  als  Funktion  von  a  bestinmut  wird. 
VIII.  19.)  Die  Gleichung 

mn  m — ■ 


(8y^m— n  m   .        n   8y        .      m   ,  .     n 

_J        =.x   +by.g-|=(.x   +by) 


mn 


m  ^  m — n 


gibt,  wenn  y  =  x»z,  e^  =  *"  8^+"^^      ^- 


m— n  m  m — n  m — n 

—  x~^z+x"»"|^  =  x~»'"(a-|-bz°)'»»". 
n  bx  \     i        /        f 


m — n 

-n-^-^Vx=^^+^^>"^"'    ^8^+T  =  ^' 

"2-(a+bx°)»» 
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m 
n 
Hieher  gebort  etwa  die  Gleichung 

•^  2x  — (a+bz)* 
20.)  Man  soll  eine  ebene  Kurve  bestimmen  so,.dass  der  im  Anfangspunkte  der 

Koordinaten  anfangende  Bogen  =V^y*-j-nx^  ist  (n>  1) ,  wenn  z  und  j  die  Koor- 
dinaten seines  Endpunktes  sind. 

Vorausgesetzt  der  Bogen  wachse  beständig  mit  wachsendem  x,  so  ist  also  (§.  55) 


yrz+n^ 


woraus  leicht  folgt : 

Setzt  manA/ =o  und  (§.  68)  y=xz,  so  ergibt  sich 

±«i(x)  «y  _ii_-i-c =i(z+ vrrijnr)+ c.  x±''=c(«+viq^), 

y 

iL  da  Ä=i  — : 

z 

ex        =y+Vy*+nx»,   y  =  — X        —  —  x^.. 

Da  a^l  aber  positiv,  so  genügen  x  =  0,  y=0  dieser  Gleichung  der  Kurve, 
so  dass  letztere  durch  den  Anfangfspunkt  geht.  Die  Konstante  o  bleibt  ganz  will- 
kürlich. 

21.)- Man  lege  über  eine  Kurve  (z.B.  BC  in  Fig.  29,  §.64),  einen 
Faden ^  den  man  in  einem  Punkte  fest  mache  (z.B.  in  CO»  während  das  freie 
Eode  so  bewegt  werde,  dass  der  Faden  sich  abwickelt  von  der  Kurve  und 
das  frei  gemachte  Stück  Tangente  ist  an  die  krumme  Linie ,  so  beschreibt 
der  bewegte  Endpunkt  des  Fadens  eine  Evolvente  der  gegebenen  Knrve. 

Seyen  nun  x,  y  die  Koordinaten  eines  bestimmten  Punktes  der  gegebe- 
neu  Kurve;  a^ß  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  der  Evolvente, 
so  dass,  wenn  die  Abwickelung  des  Fadens  bis  zum  ersten  Punkte  fortge- 
schritten ist,  das  freie  Ende  sich  im  zweiten  befindet.  Es  ist  nun  leicht  ein- 
zusehen ,  dass  der  Faden  zugleich  im  ersten  Punkte  Tangente  an  die  eine, 
und  im  zweiten  Normale  an  die  andere  Kurve  ist.  Da  ß  als  Funktion  von  a 
gesneht  wird,  indem  man  sicher  die  Gleichung  der  Kurve  sucht;  femer  die 

Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x,y)  an  die  erste  Kurve  ist  v — 7  =  0^ 
Ö— x),  die  der  Normale  in  icc,ß)  an  die  zweite  Korve:  v — /?  =  —  ~7^J\ 

(^— a),  wenn  $,  t;  jeweils  die  laufenden  Koordinaten  sind,  und  diese  zwei 
Gleichongen  dieselbe  Gerade  ausdrücken  sollen,  so  m\i%& 
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8y  1  Öy      .  .        « 


8x 


CH)      "     (B 


Zieht  man  nun  aus  der  Gleichung  der  gegebenen  Kurve  ~,  setzt  dessen 

Werth  in  diese  Gleichungen  ein  und  eliminirt  dann  x  und  y  aus  dieser  und 
der  Kurvengleichung ,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung  der  Evolvente. 

Sey  die  gegebene  Kurve  ein  Kreis,  dessen  Gleiohung  x'-|-y'  =  ''»    *o  ist  r^ 


(TX 


=  —  — ,  also  hat  man  x  und  y  zu  eliminiren  ans 

y   0  a  y 

wodurch  man  erhält 


Wird  diese  Gleichung  in  derselben  Weise  integrirt,  wie  Nr.  15,  so  erhält  mao: 

oder  wenn  u=tgQ): 

ß=z  Ccostt-^rsinoB  — rttcoso,  a  =  rco8«»  —  C8in»'|'f**ii><*> 
zwischen  welchen  Gleichungen  (o  zu  eliminiren  ist,  um  die  Gleichung  der  Kreiserol- 
orenten  zu  erhalten. 

Soll  für  00=0  :  a=:r,  ^=0  seyn,  so  muss  C=0  seyn,  und  man  erhält  dun 

ß  =  t[jdn»  —  »costtj,  a  =  r[eos»4~*'>D*]* 
für  die  gewöhnliche  Kreisevolvente. 

§.  71. 

Als  letztes  Mittel,  wenn  kein  anderes  gefunden  werden  kann,  bleibt 
noch  der  Versuch,  eine  vorgelegte  Reihe  mittelst  einer  (endlichen  oder  an- 
endlichen)  Reihe  zu  integriren.  Wir  wollen  einige  der  hier  möglichen  Fälle 
als  Beispiele  näher  untersachen  und  etwa  nöthige  allgemeine  Bemerkungen 
an  den  speziellen  Fall  anknüpfen. 

I.  Aus  §.16  folgt,  wenn  man  in  der  dortigen  Formel  (27)  x  =  a,  b  = 
X — a  setzt: 

F(x)  =  F(a)+^F'(a)  +  ^^-|^*  F" (a)  + -^y^-^* F'" (a)  +  ....  W   ' 

Bricht  diese  Reihe  von  selbst  ab,  so  ist  nothwendig  F(x)  der  alsdaon 
endlichen  Reihe  gleich ;  bricht  sie  nicht  von  selbst  ab ,  ist  aber  konvergent, 
so  gilt  dasselbe  (§.  16).  Die  Reihe  wird  immer  abbrechen,  wenn  etws 
F"(x),  F"  (x),  ....  sämmtlich  Null  sind  fdr  x  =  a  oder  gar  für  ein  belie- 
biges X.     Für  unsere  Zwecke  ist  F(x)  =  y,  und  wenn  also  etwa  aus  der  vor- 

8  y     8       V 
gelegten  Gleichung  folgt,  dass  --^,  — ^, sämmtlich  Null  sind  för 

8x      8x 

A  =  a  oder  für  ein  beliebiges  x ,  so  ist 
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orin  y^  ganz  willkürlich  (unbestimmbar)  bleibt,  so  dass  dann  y^=:C,  d.  h. 
leich  der  willkQrlichen  Konstanten  zu  setzen  ist. 

1)  x?-^— 3y+bx'  =  0«.66). 

0  z 


lierMu 


c  X*        8  X*        ö  x'  8  X*      8  x' 

8x»^'8x«     8x'-"''8x*-"* 
'     8*T        8't  8*t        8*t 

8*y     8»y 
)o  das«  abo  g— 4 »    g— 5 .....  s&mmtlich  Null  sind  für  jedes  z.  Setzt  man  x=a=I» 

^,=71  =c,  so  ist  für  diesen  Werth: 

8v  8't  8'y 

_Z  =  8c-b.  |^  =  6c-4b.    |^^  =  6(c-b). 

Uw  y  =  c+(3c-b)(x-l)+i^=^(x-l)«  +  ^— \x-l)'=(c-b)x'+bx«. 

i^elcher  Werth  der  yorgelegten  Gleichung  genügt. 

»)  Olf +.0  OH-O+'H-»- 

Hier  wenn  man  mit  4y  multiplizirt,  was  gestattet  ist,  da  nicht  y=0  das  allge- 
Deine  Integral  seyn  wird: 

(2,|l+2,x)(2x4'-2y.)+4by|l  =  0, 
lod  wenn  y^=z: 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  durch  n  nudige  Differentiation  nach  x ; 
W6nun(8. 10): 

S  [(H+^<0  OH—)]-  &:+^.o  i7-  OH— )+ 

in  (H^^.0  ^  0H--)+   +0  Ü— )^.(H+''0 

-(H+».o  0s?^+<"-«:7.i+T  Gv;+^o  0^^.+'-":^] 

;•« dass  also  für  X  =  0  (d.h.  a  =  0)  und  n=l,  2,  3,  .  .  .: 

«    8*  ,  ^8z      ^     8x     ^ 

^'•Bf  »7,   DJmuwitial-  D.  lategnl'Reehaang.  ^ 


L 
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u.  8.  w.  alle  folgenden  Differentialquotienten  Null.     Ist  also  z  für  z  =  0  gleich  c,  sü 


hat  man 


«  =  c+^— ^— .  d,h.y  =c+.j^— ^x. 


Anm.  Man  kommt  auf  obige  Differentialgleichung  bei  Auflösung  folgender  Au%sbc: 
Diejenige  Rurre  zu  suchen ,  welche  alle  Ellipsen ,  die  dieselben  Brennpunkte  haben ,  unter 
rechten  Winkeln  schneidet.  Sey  nämlich  2e  die  gegebene  Entfernung  der  zwei  Brennpunkte, 
2a  die  grosse  Axe  irgend  einer  der  Ellipsen,  so  ist  (a*  —  e*)x*-t-a*y'  =  a*(a* — e*)  die  Glei- 
chung derselben ,  wenn  die  Koordinatenaxen  wie  in  g.  53 ,  II  gewählt  werden.  Die  Gleichnng 
der  berührenden  Geraden  in  einem  Punkte  dieser  Ellipse,  dessen  Koordinaten  i,  v  sind,  iit 

also  (§.  3) :  y  —  i;  = j —  .       (x — 1).  Geht  nun  die  gesuchte  Kurre  (Trajectorie)  dsieh 

a  t' 

diesen  Punkt,  und  sind  also  ^,  v  auch  die  Koordinaten  desselben,  so  ist  die  Oleiehnng  dir 

berührenden  Geraden  an  letztere :  v  —  v=  t-.  (x  —  £),  wo  r-r   aus    der   noch  nnbekanatn 

0  t  0  t 

Gleichung  der  Trajectorie  zu  suchen  ist.     Da  beide  Tangenten  auf  einander  senkrecht  stehen 

a'  —  e'   ^   d  V 

sollen ,  so  muss ; —  —  tti  =  —  1  seyn ,  d.  h.  wenn  man  nun  mit  z  und  y  die  Kooidi- 

a'       V   0  t 

naten  der  Trajectorie  bezeichnet,  so  muss: 

^1=^'-^?^=1,  (a»-e»)x»+a»y»  =  a«(a»-e') 
a*       y    ox 

seyn ,  da  dieser  Punkt  auch  in  der  Ellipse  liegt.  Eliminirt  man  a'  zwischen  diesen  Gldchon- 
gen/  so  bekommt  man  eine  Gleichnng,  die  für  alle  Ellipsen,  also  lür  alle  Tn^ectorienponktt 
gilt,  d.  h.  man  erhalt  die  Gleichung  der  Trajectorie: 

O+'J-OOH-O-H-»- 

mithin  y*  =  c TZ"*'»  (e'--(-c)y'+cx*  =  c(c+e*)- 

e     I  c 

Ist  c  positiv,  so  hat  man  die  vorgelegten  Ellipsen  wieder,  so  daas  ein  podtiTae  o  nicht  pasrt; 
für  negative  c  hat  man  Hyperbeln,  welche  dieselben  Brennpunkte  haben,  und  von  denen  Jeds 
wirklich  alle  Ellipsen  rechtwinklich  trifi%.  Hatte  man  Hyperbeln  von  denselben  ärem^anklii 
gewählt ,  so  wäre  man  auf  Ellipsen  gekommen. 

Durch  n maiige  Differentiation  folgt  hieraus,  wenn  n!>l: 
während  für  u=  I : 

^r7*  l^8x~^yj"^^e^  l"eT^-8-xJ+^-7+^  =  ^- 

Hieraus  für  xr=0  (d.h.  a=0): 

dy  8y       1 
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1  X* 

demnach  y  =  c+-ö"x4"ör' 

».    -.W-H  H-2.r]  =  (.'-«)5^^+2(.-i).?^f+(.'-s,)?^. 

8x  8x  8x  8x 

soist  <Qr  ii!>2: 

«-?>.'^'+(.--».+4)55]+.-+0[(»'-«>H-»"]=»- 

OX  0  X  OX 

wihrend  (für  11= 1 ,  2) : 

H['--«>D-'']+l^.['--«>H--']— »■ 

i-:[(--..is+».i;?-.H]+.i^[<--..s-,]+i^'[<--«>:-^- 

2xy  1— 2  =  0. 
Hieraus  folgt  für  x^O:  

ex-"'8x'-       g-        K       .    g^.-0.u...w.. 

Setxt  man 

_  1  +  VilzJ  =  1 ,  ,0  irt  «=-c±  V^S=i,«»+2c«+c'=e'-g.  c=— I— ^, 
g  g  a  ^      ^a 

alM  y=  — 4~^+^'  *'— 2cy-g  — c'  =  0. 

2       2a      2a 

wo  e  (a)  die  willkflrliche  Konstante. 

n.  Oft  fährt  die  eben  aDgegebene  Methode  auch  auf  eine  unendliche 
Reihe,  die  dann  nothwendig  konvergiren  rouss,  wenn  ihre  Anwendung  mög- 
Bch  seyn  soll.  Lässt  sich  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  angeben,  so  hat 
man  eben  dadurch  das  Integral  der  Gleichung  in  geschlossener  Form.  In 
der  Regel  wird  man  dabei  bequemer  so  verfahren,  dass  man  für  y  eine  Reihe 
von  der  Form 

y  =  Ax  +Bx        +Cx       -|-.... 

vählt  und  dann  a,  A,  B, . . .  so  zu  bestimmen  sucht,  dass  diese  Reihe  der 
Gleichung  genügt,  ohne  zwischen  x  undy  irgend  eine  Beziehung  festzustellen. 
Oft  ist  es  bequemer,  für  y  eine  Form  y  (x)i^(x)  zu  wählen,  wo  i^(x)  eine 
Beihe  obiger  Art,  dagegen  etwa  y  (x)  =  e  *,  sin  ax,  . . .,  ist;    oder  auch 

5)  Sej  z.  B.  die  Gleichung 

2Ö* 
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vorgelegt,  und  man  setze  y  =  — r-r,  wo  <p' (x)  den  Di£ferentialquotienten  ^ 
bedeutet ,  so  ist 

also  ~-+y'=         /  M— =  — TT*-    — 7V  =  **»^   W^**''^- 

8x  ^(x)'  |p(x)        »>(x) 

Sey  also  »)(x)  =  Ao+AiX-f"A,x*-|- •  •  •  •» 

^"(x)  =  2A,+3.2A,x4-4.3A4X*4- , 

so  muss  2A,+3.2A3X+4.3A4X*H-...  =aAoX+aAiX*4-aAjX*+ . . 

sejrn ,  woraus 

A,  =0,  3.2A,  =  aAo,  4.3A4  =  aA4,  6.4A5  =  aA2,  .  .  .  .,  n(n  —  1)A   =aA  _ 

so  dass  Aq  und  A|  ganz  willkürlich  bleiben  und 

^*"2.3'  ^*-*3:4'  ^•-"•^•"6.6 '^n- (n-l)ii' 

ist;  folglich 

^(x)=A.[l  +  |j+äXO+2.8.5'.6'.8.9+--]+^;'[^  +  Ö'+0;^ 
und  wenn  man  die  beiden  unendlichen  konrergenten  Reihen  mit  X,  X|  bezei 

1p(x)  =  AoX+A,X,,V(i)  =  Ao  ll+A,®^. 

A   ?J?-Ua    ?^      8X  ,       8X^ 
^8x"^^*  8x       8x"^^  ex 

y  = 


AoX+A,X»  X+CX^ 

wo  C  I  =  T^  1  die  willkürliche  Konstante  ist. 

Man  sieht  schon  aus  den  obigen  Beispielen,  worin  das  Wesen  die; 
thode  besteht,  ohne  dass  wir  weitere  Beispiele  zazafügen  hätten, 
auch  §.  83.) 

in.  Zaweilen  führt  die  Annahme  einer  Gleichung  zwischen  x  an 
der  noch  zu  bestimmende  Konstanten  vorkommen ,  zu  einem  Integral. 

So  wenn  etwa  die  Gleichung  

8y       .\/ä?+by»+I 
8x""~   V    ax*+bx«4-l 
yorgelegt  wäre,  wähle  man  einmal  die  Gleichung 

A,xV+A,(x»+y«)+2A,xy-l=0. 

.«^•,f.i-.       öy  A,xy>+A,x+A,y  (A,y»+A,)x4-A3y 

»OS  der  folgt.       -  =  -^^-,-^-^— p^  =  -(A,x«+A,)y  +  A3X- 

Aber  die  angenommene  Gleichung  heilst  auch 

(A,y'  +  A,)x«+2A.yx+A,y'-I=0. 
worao«  (A,y'+A,)'x«+2A,y(A,y'+A,)x4-(A,y»-l)(A,y»+A,)=0. 

(A.y'  +  A.)'»'+2A,y(A.y'+A.)«  +  (A.y)'  =  (A.y)'-(A,y'-l)(A.y'- 

(Aty'+A.)»+A.y  =  ±V(A,y)'-(A.y«-l)(Aty'+A.). 
eben  so  (A.x'+A,)y+A.i  =  ±V(A,x)'— (A,x'— l)(A.x'+A,)  , 

.„  J...  il-  +\  /-A,Aty*-KA,.'+A,-A.»)y»+A. 

sodass  8x-^V  _A,A,x«+(A,'+A.-A,')x»+A.- 

und  wenn  diese  Gleichung  identisch  sejn  soll  mit  der  vorgelegten,  so  muss  mai 

—  A,Ai=aA,,  A,»j-V±A=bA, 
d.  b.  Aj  =  — a,  A,  =VA,(b+A,)  +  a, 
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wo  nun  A}  ganz  willkfirlich  bleibt.     Demnach  ist  die  Integpralgleichung  der  rorge- 
legten  Gleichung: 

— ax»y»+C(x»+y*)+2xyVC(b+C)-[-a  =  l. 

Setzt  man  hier  etwa  C  =  p|,  also  positir ,  a=m^  also  eben&lls  positiv,  b= 

—  l~m\  so  ist  diese  Gleichung: 

x»+y»+2xyV(l— k>)(l— m*k»)-m»k»x»y»  =  k».  (a) 

und  ist  die  Integralgleichung  ron         

ey   ■.\/(i~y')(i-'i'V)  , 

8x--  V   (l-x»)(l-.m»x»)*  ^^^ 

(Man  yergl.  nGninerts  Arohiy**,  XI»  S.  395.)  Weitere  Hilfsmittel  zur  Integra- 
tioo  der  Differentialgleiehungen  erster  Ordnung  gibt  oft  die  Integration  der  höheren 
Dilferentialgleiohungen ,  zu  der  wir  jetzt  übergehen»  an  die  Hand. 


•  Aus  der  Gleiefaunff  (a)  folgt: 

—V(l— k»)(l— m»k*)y±kV(l  — y*)(l  — «n*y') 


x  = 


1— m»kV 
S«ut  man  non  TOTans,  es  sey  fdr  y  =r  0  nothwendig  x  =  k,  so  gilt  das  obere  Zeichen ;  das  un. 

tm,  wenn  für  y  =  0,  x  =  —  k.     Eben  so 


y  = 


—  X  V(l— k')(l— m*k»)±kV(l— x*)(l— mM 


l-m»k»x» 
to  das  |^®^|  Zeichen  gUt ,  wenn  l&r  x  =  0 :  y = { jl}[. 

Aos  (a)  folgt  durch  Diflbrentiation : 

ey^       x4-V(l~k»)(l~m'k»)y— m'k^xy^ 

8»~       y+V(r=k»>(l-m»k^x— mVx»y' 
vftrend  

x~m»k«xy*+ V(l— k»)(l~-m»k')y=±kV(l— y'Xl—m'y'), 

y — m*k»x»y  +  V(l  — k»)(l  -  m»k»)x=±kV(r^x»)(l--m»y»)  . 
Hier  gidten  beiderseits  die  obem  Zeichen ,  wenn  füry  =  0:x=:-[~k  und  fOr  x  =  0 :  y  = 
-fk;  die  unteren  im  entgegengesetsten  Falle.     Also  ist 

8y_      ±V(l-y')(l-m»y») 

8»  ±V(1  — x»)(l— m»xV 

ib.         1)  wenn  mrx=:0  auch  y  =  +k    8y  \  /(l  —  y'Xl -^'y*) 

y  =  0     „     x  =  4-k'8x""        V   (l-x*)(l-m«x»)' 


2) 

x  =  0    „    y  =  — k    8y 

y  =  0     ,     y  =  -k'8x" 

3) 

x  =  0     „     y  =  +k.8y 

y  =  0     „     x=-k-8x-^ 

*) 

x  =  0     „     y  =  -k    8y 

y  =  0     „     y  =  +k-8x-'^ 

^  ersieht  hieraus,  wie  das  Doppelzeichen  in  (b)  zu  wählen  ist 

m 

f 
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Dreizehnter  Absclmitt 

Die  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung, 

§.72- 

Eine  Gleichung 

a^'^'ef'  ^« e-^J  =  ^         <*) 

heisst  eine  Differentialgleichnng  der  n**"  Ordnung  zwischen  x  und 
y.  Eine  jede  solche  Gleichung  hat  nothwendig  eine  Integralgleichung,  m  der 
n  Konstanten  vorkommen ,  die  in  der  Gleichung  (a)  nicht  enthalten  sind. 
Der  Nachweis  dieser  Behauptung  lässt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  in  §.65 
führen.     Wählt  man  nämlich  für  einen  beliebigen  Werth  x  ^=  a  die  Wertbe 

von  y,  g^,  ...,  — ^  \iillkurlich,  so  gibt  (a)  den  zugehörigen  Werth  von 

— -^  mithin  erhält  man,  wenn  man  beachtet,  dass  f&r  unendlich  kleine  Ji 

8x* 

n  n — 1 

die  Grössen  (§.  11)  ^y,  ^"V>  •  •  •,  ^y  mit  ^  (^x)",  ?-— J  (-^x)*"', . ., 

8x  8x 

8y 

-^  äü  zusammenfallend  angesehen  werden  dörfen»  hieraus  für  x=a-f'^X) 

die  neuen  Werthe  von  -^""^y , . . .,  -^y ,  also  auch  von  — ^, . . . ,  ^,y,  wor- 

8*y 
aus  die  Gleichung  (a)  den  zugehörigen  Werth  von  — -  liefert;  hieraus  folgen 

8x 

'  8*T 

die  zu  x=:a+2^x  gehörigen  Werthe  von  y, . . .,  -^  u.  s.  w, ,   Alles  nach 

8x 
dem  Schema : 

— '•■  (sO.- (S). (^).'(^).  "■<*>• 
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0  z  • 

Man  8ieht  hieraas,  da88  man  die  nach  einander  folgenden  Werthe  von 
y  biedurch  alle  ermitteln  kann,  eo  dass  also  y  gegeben  ist,  mithin  unsere 

Behauptung  als  gerechtfertigt  erscheint  Die  willkürlichen  Grössenyo,|.^|  , 

...,  1 — ^J  vertreten  die  n  willkürlichei)  Konstanten.  Esistwohl  von  vom 

herein  klar,  dass  man  hier  noch  weniger  als -im  vorhergehenden  Abschnitt 
eine  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung  (a)  wird  geben  können ,  so  dass  wir 
ans  zunächst  an  gewisse  "besondere  Formen  werden  halten  müssen. 

die  vorgelegte  Gleichung,  so  folgt  aus  derselben  durch  unmittelbare  Inte- 
gration: 

a— 1  a^2 

WO  C, ,  .,  C.  willkfirliche  Konstanten  sind.     Offenbar  kann  man  anch 

schreiben : 


7-//-  •  • /» W  8»'  +  C. «'    *  +  C.«"   *+.  •  ■  C,_,»  +  C 


($.  47). 


II.  Sey  g^,(y)^ 

8y 
so  setzt  man,  wenn  r-^  =t=  u : 

0  X 


8*y      8n      8u  8y  ,.   ^.      8n 
8T»=8^  =  8^8l[<*-*>=8^"' 

«boist  ^n  =  f(y).  Y=yf(y)8y+y  ($.66).  u*  =  2ff(y)dj-^C, 

d.h. 


(r:y=«A>«^+<^.  'i.-±V-ß<y^^r+o.  y—p^ 


f(y)8y+C 


x+C, 
SO  dass  also  die  Integralgleichung  ist : 


x+C'= 


■'¥; 


8y 


V  2/*f(y)8y+C 
vo  beide  Zeichen  gelten. 

'Uid  da  auch 

8'y_8u     8ii_  fHu  ■ 

«0  wird  mao  also  n  elimiaireii  zwischen  7 =/ jrr+C  ^^^  ^  ^^J  \wi^^' " 


B-fl  n      ^        n""f"^ 


3,a     ,.^.„,'    ;.<U),.    ;,^5^).^.<;..|i) 


8x  ^8x        8x  ^8x 


IV.  8     y 


8x'+'     ^8x'^ 


gibt ,  wenn  man  — |  =  u  setzt  ; 

8x 


Ferner  ist 

B— 1  /vtt 

8 


6u      .,  .      /*8n  ,  ^ 

8i='<'^>'yfw=^+^- 


^=yH''=/"''=/"e-^''^*''^=/ffe'"+'^^*'^ 


8X*'    "    •^   8x 
8 


8 

8 
8 


7i-f;7^''"/Vm'-+'''l  r.'"/Um"+<=.']  m 


f 


i -y  ■er«  *' =y  87»  eii  ^ ° -y  "8F  föÖ+^.-i • 

und  wenn  man  dann  a  zwischen  den  Werthen  von  x  und  y  eliminirt,  so  er 
man  die  Integralgleichung. 


8x   '  ^8x 


gibtar^  =  u: 

8x 


*  ^,V2yt(u)8u+C  "°        V2/f(u)8u  +  C 


ax-'-*y8'7^V2/-f(a)8a  +  C+"-^'"--/«'V2/f(«)8„  +  C^'^ 

VL  Hat  man 

8x»-"^l.*'8xJ' 

8y 
so  setze  man  r^  =  u,  und  die  Gleichung  ist 

g^  =  f(x,n). 

Kann  man  diese  nach  den  Lehren  des  vorigen  Abschnitts  integrireo 
erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x,  u  und  der  Konstante  G.  Folgt ' 
aus  u  =  9)(xy  C),  so  ist 

?|  =  ,(x,C).  y=y^(x.C)8x+C'. 

Folgt  dagegen  x  =  i^(u,  C),  so  ist 


8y      8y8u_8y    J dy  1 

öx^eu  »x"~8u*  Öx""8u    8»(ii,C)   * 


8u    8^(n,C)    ' 


8u 

l  u  eliminiren  zwischen  den  Werthen  von  x  und  y. 

8x»-'V'  8xJ 

,       8*y      8u      8u  8y     8n 

"'^'«^87^  =  8^  =  8^8^  =  8^"^ 

8y 

se  Gleichang  integriren,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen 
WS  der  folge  u  =  9)(y,  G),  dann  ist  also 

)er  y  =  i^(u,  C),  so  ist  zugleich 

8y  8iy;(n,C) 

8y  8a  8a 


8x  8x  8x 

8a  8a 


8x      8»(a,C)  /W(tt^8«,p, 

^"^  =  "^8^"'  ^=y— e^T-IT"^^- 


8x'+^         -      8x- 


5='0:rO' 


=  u: 


?^  =  f(x,a);  F(x.a.C)=0; 

öx 


u  =  y(x,  C),  so  ist 


^  =  f>(i.C). 
8x" 


8x      8ip(a,  C) 


h  I.    Zieht  man  dagegen  daraus  x=  i^(u,  C),  r-  =  — r^ — ,  so 
wie  in  IV.     Aehnlich  ist,  wenn 

e^  y    .re  y    8_ y\ 

8x"^*"   ^x"'   8x"^*^ 


l*a     ^r     8a^ 


8»a 

8 

hung  wie  VII  zu  behandeln  ist.     Hat  man  dann  —  =^  (u,  C), 

.  °  .  -f-  C^  und  y  folgt  wie  in  IV. 

zu  weiteren  Spezialitäten  übergehen,  wollen  wir  doch  vor  Al- 
eispiele  zur  Erläuterung  des  Vorstehenden  \^««si. 
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1.)     g-i  =  a^y  gibt  nach  ü: 

yV2ayy8y+C        /  VaV  +  C  » 

Hieraus  folgt 

l(ay+Va*y*+C)=±(ax+aCO.  ay-|- V^'+C=  C,  e^\  ViV+C=C,e*"-ay. 

a»y»  +  C  =  C,»e±'''-2ayC,e*'"+a«y».  2ayC,e±**=C,*e±"**-C, 

Ct    ±ax  C        -fax      ^  ^  .    •»  ,   «    -« 

y  =  2^e       — ^-^e^      ,d.h.y  =  Ae    +Be       , 

wenn  A  und  B  die  willkürlichen  Konstanten. 

Fig,öO,  2.)    An  einem  elastischen  Stab  oder  Seile  AB  (Fig.  50)  werde  ein  Ge- 

wicht p  angehängt,  und  es  sej  B  die  Ruhelage  desselben;  man  bringe  nun 
das  Gewicht  gewaltsam  in  die  Lage  B',  wodurch  der  Stab  ausgedehnt  wird 
und  überlasse  es  dann ,  ohne  ihm  eine  weitere  Bewegung  miisutheilen,  sich 
selbst.     £s  soll  seine  Bewegung  untersucht  werden. 
/vR'  Sey  am  Ende  der  Zeit  t  das  Gewicht  m  M^  in  einer  Entfernung  x  yon 

.  ^  der  Ruhelage  B ,  wo  wir  z  positiv  ron  B  gegen  B'  hin ,  negatir  ron  B  ge- 
jf  gen  B"  rechnen ;  in  diesem  Punkte  wird  der  bewegte  KOrper  nur  ron  der 
^iB'  elastischen  Kraft  des  Stabes  getrieben  werden,  da  das  eigene  Gewicht  auf- 
gehoben wird  durch  den  tragenden  (bereits  schon  ausgedehnten)  Stab ;  diese  elasti- 
sche Kraft  ist  proportional  dem  Abstände  x  und  wirkt  nach  der  Richtung  B'B. 
Demnach  (§.13,  £K)  hat  man 

P  8'x  , 

g  8  t» 
wenn  a'  die  elastische  Kraft  des  Stabes  in  dem  Abstände  1  bezeichnet.     Hieraus 

folgt  nach  II  : 

8  t»  p'     ^  ~y  V-2a»/x8x-f-C        J  VC— «»x» 

±larc(dn  =  ^), 

rgin=^^  =  ±(at+aCO,  :^=±sin(aH-«CO=±cos«C'shi«t±8inaC'cog«t. 

1/  C  l/C 

Setzt  man  also  "t cosaC'==A,  i sinaC'  =  B,  saist 

a  a, 

x=  A8inat+Bco8ot  =  Asinrat  y/-^  j+Bcos  (»*  \/ "^)- 

Dm  nun  A  und  B  zu  bestimmen,  sey  BB'  =c,  so  ist  x=c  für  t=0;  da  ferner 
die  Geschwindigkeit  im  Anfange  der  Zeit  ebenfalls  Null  ist,  so  ist  auch  (§.13,  H) 

—  =  0  für  t = 0.     Demnach 

0  t 


aro 


=  B,  0=Aa'y/-^;  B-=c,  A  =  0, 


c  _ 

P 


=  ccosl  at  \/ J^  I. 


X 

V        ▼      p 
Diese  Gleichung  charakterisirt  die  eintretende  Bewegung   yollztändig.    D* 

cos I  a t\/  ~  I  zwischen  -|- 1  und  *—  1  liegt,  so  folgt  hieraas :  Die  Entfemiing  ^ 
wird  nie  grösäer  aJs  o,  d.  h.  der  Körper  geht  nie  weiter  als  nach  B' ;  er  kommt  dort 


> 
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an  la  den  Zeiten  t=0,  — A/    — »  —  %/   —»••••»     x  wird  nie  kleiner  als  —  c, 

»Tg      a     T     g 

d.  h.  der  KOrper  sieigt  nicht  über  B'',  wenn  BB^^=BB';  er  kommt  in  B''  an  m  den 

Zeiten  — \/  —t  —  \/   -^ , . . . .     Die  Geschwindigkeit  —  ist  am  grössten ,  wenn 
»▼^ga^g  ot 

cos  1  at\/  -^1=0,  d.  h.  wenn  x=-  0 ,  oder  wenn  der  KOrper  durch  B  geht ,  sie 

ist  Null ,  wenn  der  Körper  in  B'  oder  B''  ist.   Man  sieht  daraus,  dass  die  Bewegung 
eine  regelmAssig  schwingende  ist,  und  dass  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung^  = 

2-^\/i  ist 

Gesetzt,  Jedes  Mal  wenn  der  Körper  in  B^  wieder  angelangt,  gebe  man  ihm 
einen  kleinen  Stoss ,  der  ihm  eine  Geschwindigkeit  m  ertheile  gerichtet  gegen  B,  so 
wollen  wir  nun  annehmen ,  in  einem  bestimmten-  Zeitmomente  befinde  sich  der  Kör- 
per eben  in  B^  und  wollen  yon  da  an  die  Zeit  t  rechnen.     Alsdann  ist  wie  oben 

x  =  A8inat-f~Beosat, 

dz 

und  für  t=0  :  x=c,  r-= — m,  also 

0  t 

e  =  B,  — m  =  Aa;  B  =  c,  A  = , 

a 


und  _ 

g 


X  wird  auch  jetzt  nach  der  Zeit  —  \/  ~  jeweils  wieder  denselben  Werth  erlan- 
gen,  die  Schwingungsdauer  also  dieselbe  bleiben,  aber  z-  wird  0  seyn,  wenn 

-»"•(•'  Vf)— "Vf  ""(•'  Vf )-»■  «("Vf )= 

Vi. 

voraus  für  atA/  -^  zunächst  ein  Werth  zwischen  -~-  und  nr,  etwa  =y  folgt;  aber 
▼      p  2 

eben  so  auch  f-^-n,  y^2  nr, . . . . ,  so  dass  also  die  Werthe  der  Zeit  t ,  für  welche 

X  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  sind : 

aVg*       a       Vg'        a         Vg' 

M  zwar  geben  der  erste,  dritte, . . .  Minima,  die  andern  Maxima,  für  die  ersteren 

«ird 


—  m- 
ac     ▼      g 


m 


V     g     ac  V     g    '     ^_1\/,, 


aT      gac^      g  A-m/,.,      ,p 


V'+f^^ 


m'    p  »    ^  g 

a»c»  g 

fiür  die  andern  x-rz-j \/  a'c'+m*  — .     Da  dies  ^c,  so  wird  also  die  Ausdeh- 
nung der  Schwingung  grösser  seyn  als  fVüher.     Wenn  also  jedes  Mal ,  wenn  der 
^  '     K&rper  in  seinem  tie&ten  (höchsten)  Punkte  angelangt  ist,  demselben  ein,  wenn 
^ttch  noch  80  kleiner  Stoss  ertheilt  wird,  so  werden  seine  SG^Vm|paca%«iiTL^^i^!kNR^'c^^% 
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immer  weiter  werden,  so  dass  am  Ende  der  Stab,  wenn  er  diese  gössen  Ausdehnung 
gen  nicht  ertragen  kann ,  zerreissen  wird.  * 

3.)  Man  soll  diejenige  Kurre  bestimmen ,  in  der  der  Krümmungshalbmesser  i^ 
allen  Punkten  derselbe  (=a)  ist.     Man  hat  also  (§.  13»  XI) 

•  ± 55 =*•  8T«=  ±T  U  +  lei J  J 

8x« 
folglich  nach  III: 

(l-huT     .  (l+u*)* 

woraus  (y-C)*+(x-CO*  =  a», 

d.  h.  die  Kurre  ist  ein  Kreis  rem  Halbmesser  a.     Sein  Mittelpunkt  ist  beliebig  wo. 

4.)  Blan  soll  

V8x*J   "*    8x»*    8x*""*  V   8x« 
integriren.     Nach  IV ,  wo  jetzt  n = 3 ,  f  (u)  :=  a  Vu : 

,^       f  du        2^,       8»y       /*8x^  A/n^         2     |,^ 

^+^=yM7^=TV''^^8f  =y"8^'"=yv^'^=3i»+^ 

8y_/*8VÖ'X  2    /•«*  /•8u   _   1      .  ,  2C, 

^=3r«yai7;^'*+vyiv^*'^+v;:vu=i^^^^ 

Aber  l/n=yH-C,y  =  j^ut+C,u+C,u*+C,.d.h, 

oder  was  dasselbe  ist 

a»x»  ,  Cax*  ,  C»x»  ,  «    ,  ,  ^      ,  « 
y=  24Ö+"2r  +  "6~+^*^ +^**+^»' 

^•^  8x»V8xV"        '8x*""       f8^^* 

a     r        8*y"A 

gibt  nach  V,  wo  n  =  2,  f(u)=— ^.    ^^u=^,J: 


±-lVCu«  +  a+C,. 


Hieraus  folgt 


*  Hierauf  beruht  die  Erkllmog  der  Beobachtung  Sararts,  dass  wenn  man  den  btmtt 
(en  Finger  in  regelmassigen  Zwischenzeiten  an  einem  elastischen  Stabe  hin  und  heifthiti  dl^ 
selbe  in  Schwingungen  ron  mestbarer  Weite  versetzt  werden  kann.   Dessgleichen  eikUbt  ikk 
Ai&tnut  dMB  ZeneiMen  ron  Kettenbrücken  unter  dem  TegdmAsslg^  Tritt  der  SoMaten  u,  1.  v. 
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'!i.i\/<si^^^  ,=i//V£i=a:=-'.-+c.+o.^ 


SO  dau  also 

8 

6.)  Man  soll  diejenige  ebene  Kurre  finden,  in  welcher  die  yon  einem  bestimm- 
ten Punkte  an&ngenden  BOgen  mit  den  Stücken  der  Ordinatenaxe.,  welche  durch 
die  Tangenten  in  den  Endpunkten  dieser  BOgen  abgeschnitten  werden ,  in  einem 
konstanten  YerhAltnisse  stehen. 

Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x,  y)  der  gesuchten  Kurre  ist : 

8y 
sie  trifft  die  Ordinatenaxe  in  einem  Punkte,  dessen  Ordinate  =y — x^  ist.     Sej 

also  X|  die  Abszisse  des  Anfiingspunktes  eines  Bogens,  x  die  des  Endpunktes ;   j^, 

y  die  zugehörigen  Ordinaten,  so  ist  die  Bogenlänge  =+  /\/l-4-C^-^^  8^, 

**  8y 

während  das  Stück  der  Ordinatenaxe  zwischen  den  beiden  Tangenten  :=y  —  ^  Ä^ 

[8y.T  8y.  8y 

yi  —  Xi  g —  I  ist,  wo  g —  den  Werth  ron  g-  für  x=X4  bezeichnet,  so  dass  also 

Da  nun  x^,  j|  konstant  sind,  so  folgt  hieraus ,  wenn  man  nach  x  differenzirt 
(§.  61) :         

8y 
aas  welcher  Gleichung  die  Kurre  zu  bestimmen  ist.     Nach  IV  ist  (für  g-  ==  u) : 

|f=_iLVT+?.  also/— 1^  =  -»/-  +C(S.66), 

1  (u+ VH=T«)  = -- n  1  (x) + C ,  n+ VTTü*  =  C x~^  u+ VT^^ 
^oiaot  l-|-u»=C*x      — 2Cnx     +0*,  u=-5-x      — s"?;*   » 

8x"~2*  2C  *    '  ^~      2(n^*       ""20(0-1-1)*       "*" 

Dabei  gilt  in  n==i:  — -  das  obere  Zeichen,  wenn  der  Bogen  wächst  mit  wach- 

Sendern  x  (§.  55). 

Anm.  Dieselbe  An^be  kann  auch  etwas  anders  eingekleidet  werden.  Denken  wir 
uns  Qinilich,  es  bewege  sich  ein  Gegenstand  in  der  Ordinatenaxe  gleichförmig,  während  ein 
öderer  sich  mit  ebenfalls  gleichförmiger  Geschwindigkeit  gegen  ihn  bewegt,  so  beschreibt  letz- 
^*Kr  die  frigUche  Knrre,  nnd  wenn  man  in  einem  Ponkte  dieser  Kurve  die  Tangente  zieht, 
so  trifft  sie  die  Ordinatenaxe  in  dem  Punkte,  in  dem  der  erste  Gegenstand  (Herr)  sich  befindet, 
'^Uurend  der  zweite  (Hund)  in  dem  fraglichen  Karrenponkt  ist.  Die  GrOsse  a  ist  =  der  Qe- 
*^«indigkeit  des  Hundes  dividirt  durch  die  des  Herrn.  Ist  im  Anfange  der  Zeit  der  Herr  im 
^Biuigipankt  der  Koordinaten,  der  Hund  im  Punkte  x^ »  yi ,  so  mnss  für  z  =  x^  auch  y  =  yi 
*^>  was  eine  Qleiehnng  zur  Bestimmong  der  zwei  Konstanten  UefeH;  d^Ti<CA  it«T^'^i^s^% 
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so  ist  für  X  =  0,  y  =  CS  also  ist  C  der  ganze  Weg,  den  der  Herr  znrücUegt,  bis  d«r  Hna^ 

ihn  einholt,  so  dass  (da  der  Bogen  w&chst  mit  abnehmendem  x),  also  n  = : 

a 

0 


-/V'+(H)'"— =-T- 


seyn  mnss .  was  auf 

Cx/~°  1  *+»  4_  £^0 

2(1  — n)"^2(l4-n)C**        "^  n 
fahrt,  welches  die  zweite  Gleichung  ist  zwischen  den  Konstanten  C  nnd  C.     Uebrigens  mnss 
auch  die  Tangente  an  die  Knnre  im  Punkte  x^ ,  y^  durch  den  Anfangspunkt  gehen  t  d.  h.  es 
8yi      ^  ^  ^  .         C  1— n  1  i+B  ,  ^    [öy, 

C     — &        1       a 
=  —  x^      —  -^-^  x^  ,  so  erhalt  man  dieselbe  Gleichung  wieder. 
2  20 

7.)  Man  soll  die  Kurve  finden,  bei  der  der  Krflmmungshalbmeseer  im  Punkte 
(x,y)  gleich  ist  nmal  der  Länge  des  Stücks  der  Normale  zwischen  diesem  Punkte 
und  der  Abszissenaxe. 

Man  hat  also 

8x> 
so  dass  nach  VII : 

-i  1  J. 

yrf?=.Cy\  l+u«=Cy»,  f  Jiy=Cy"-l, 

Z  =  ±Vcy--l,  ±f       /y  =.x+C-, 

V  Cy"  — 1 


in  welcher  Gleichung  nun  n  gegeben  sejn  muss ,  ehe  man  integpriren  kann.  Dabei 
kann  übrigens  n  positiv  oder  negativ  seyn ,  da  die  erste  Seite  der  gewählten  Glei- 
chung den  positiven  oder  negativen  Werth  des  Krümmungshalbmessers  ausdrücken 
kann. 

Sey  z.B.  n= — 2,  so  ist 

/*     8y  rvy^i      r    yöy  \nk ii  c      r.      2y-c^ 

aUo  ±(x+C')=  |-»rc  (»in  =  ^^)  -  Vc7=7. 

was  eine  Cycloide  auadrOckt.     Farn  =  2i8t 


h 


®^     =#Vc7=T.  x+c'  =  ±lvc5r=l. 


eine  Parabel.' 

8.)  Ein  Körper  bewegt  sich  geradlinig  unier  dem  EinfluM  der  Sohweikfaft 
(fällt  rertäuü.  ber&h)  in  einem  Medium  (Atmosphäre),  das  einen  Widerstand  leiM 
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der  proportional  ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit.     Man  soll  seine  Bewegung 
bestimmen. 

Am  £nde  der  Zeit  t  aej  er  in  dem  Abstände  z  yon  seinem  Ausgangspunkte ,'  so 

üt  seine  bewegende  Ejraft  (§.  13,  X)  =  — r--^;     dieselbe  ist  aber   auch    =p  — 

r-  I  ,  wenn  m'  ein  gewisser  Koeffizient  ist,  so  dass  pm^  den  Luftwiderstand 
für  die  Geschwindigkeit  1  ausdrückt  (§.13,  IX),  also  ist 

r-=a  gesetzt  gibt 

,-=,(1 —■.■).,,-- j^;^.  (f.  .4).  ,..y --JPP+C = 

l-fma      ^  smf«  Ce        —1 

=r  Le         ,  ma=: r — ^. 

l_mu  Ce*""+1 

Ist  für  t  =  0  auch  die  Geschwindigkeit  0 ,  so  ist  dann  u  =  0 ,  also  C  =  1  und 

e       — 1        ox      e       — 1  /e       — 1  ^     ,   _, 

^^-~i^ •  "flT  =  ~S;;; — .mx=/  -iz;;: —  Öt+C 


=/ 


Bgi         — Bgi 

■gt  ,     — 0kft  m  ff 


e     +e 

iiDd  da  x  =  0  für  t=0,  so  ist  0=  — 1(2)+C',  C'  =  —  — 1(2),  also  endlich 

mg  '  mg 

mft        — mgt  Bfft  ,     — mgt. 

öx       1   e      — e  1    ,/^e     +e 


b'C^^^) 


8  t      m     mft^^  — mgt  •         m»  g 
e     -|-e  * 

welche  zwei  Gleichungen  für  jede  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  und  den  zurückgeleg- 
ten Weg  angebend  Wir  haben  dabei  jeweils  die  willkürlichen  Konstanten  sogleich 
bestimmt,  wie  dies  der  Aufgabe  angemessen  war,  wobei  wir  also  annahmen,  dass 
der  Körper  ohne  An&ngsgeschwindigkeit  f^ei  herabfUle. 

9.)  Eine  ebene  Wand  besteht  aus  mehreren  parallelen  Schichten,  ron  denen 
jede  für  sich  gleichartig  ist.  Sie  wird  von  Wärme  durchströmt  und  es  ist  bereits 
der  Beharrungszustand  derart  eingetreten,  dass  die  Temperatur  in  jedem  Punkte 
immer  dieselbe  bleibt  und  in  allen  Punkten,  die  gleich  weit  ron  der  äusseren  Seite 
entfernt  sind ,  ebenfliJls  dieselbe  ist.  Femer  ney  die  Wand  auf  der  Seite,  auf  der  die 
Wärme  einströmt,  ron  einem  Räume  umgeben,  der  beständig  die  Temperatur  t^  hat; 
auf  der  anderen  Seite  von  einem  eben  solchen  von  der  Temperatur  t^.  Man  soll 
den  Zustand  der  Temperatur  im  Innern  untersuchen. 

£s  bestehe  die  Wand  aus  n Schichten,  deren  Dicken  d| ,  d, , . . .  Ai  seyen;  man 
nehme  die  Aze  der  x  senkrecht  auf  die  Wand  und  die  Seite,  auf  der  die  Wärme  ein- 
strömt, zur  Ebene  der  jz;  sey  Aq  ^^^  Koeffizient  für  das  Einströmen  der  Wärme 
(in  die  erste  Schichte),  An  der  für  das  Ausströmen  (aus  der  n^**) ;  k^,  k}, . .  .kn  die 
Koeffizienten  für  die  Leitungsfähigkeit  im  Innern;  A^,  Af, ....,  Ab-.i  die  für  den 
Uebeigang  der  Wärme  yon  der  1*'"  zur  2*'», . . .,  von  der  u  — V*''  wm  t^*^  ^jnäswäcsiÄ^ 
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80  ist  jetzt  die  in  §.  34,  in  mit  v  bezeichnete  Temperatur  ron  t ,  und  eben  so  von  y 

und  z  unabhängig,  so  dass  für  jede  Schichte  ist 

8*1; 

^— j  =  0,  mithin  v  =  ax+h. 

Sind  also  V|,  V2» . . .  •  Vn  die  Temperaturen  in  der  1**", . . . ,  n***  Schichte,  so  ist 

V4=aiX-hbi,  v,  =  a,x+b,. ,  »,=  a^x+h,, 

wo  a| ,  b| , . . . ,  an ,  bn  noch  zu  bestimmende  Konstanten  sind.  In  der  ersten  Glei- 
chung geht  X  Ton  0  bis  Öf ,  in  der  zweiten  ron  d^  bis  ^|-j^^} ,  in  der  n**"  ron 

^1  ~l~  ^2~l~  *  •  ^B— 1  ^^^  ^i  '^  ^2*~{~  •  •  ^B  •  Demnach  hat  man  jeweils  für  den  Anfiing  und 
das  £nde  einer  jeden  Schichte  folgende  Temperaturen :  1**  Schichte:  b|  und  ^f^i^ 
b| ;  2**  Schichte :  a2  ^i-f-bj  und  a^  (di-j-öij+b, ;....;   n**  Schichte:  aB(dt-|- .... 

-f-Äo—O+bn  und  a,(tf,-}- ....  -}-Ä»)-^-bB;  da  ferner  g-=a,  so  bat  man  alio  nach 

§.34.  Vn  und  VI: 

a,  k,  =  a, k,  = . . ,  =  «jik,!  —  Si  kl  =  4,  [a,  8, -|- b,  -  a, «,  —  b,] ,  — «,  k,  =  i,  [a,  («, +«,! 

+ b,  -  a,  (a.  -f  a.)  -  b,] . . . .  -  ^._,k,_^  =  A^i[a^_i  (8.  + . .  +  8._,)  +b^-  a,  (»,+ 

• -'.-l)-»»»]' -k.*.  =^('o—M. —k,  ».  =  *.[».(».  +  •  •  +  «.)  +  b.-t,]. 
Daraus  folgt : 

*ikt= ^^ — j-, 

j^+X+  ■  •  ■  +x;;+k:+^+  •  •  •  +^ 


't+<i+-+rA+-^ii 


*i  +  •  •  •  +  *r-_i' 


Die  Wärmemenge,  welche  (überall)  durch  die  Einheit  der  Fläche  in  d«  Zeit- 
einheit strOmt,  ist  gleich  — knan  =— k|  a| ,  d.  h.  gleich 

tp-t, 

und  wenn  man  diese  kennt ,  so  lässt  sich  t^  aus  t^  bestimmen. 

10.)  Wir  wollen  uns  dieselbe  Aufgabe  wie  in  Nr.  9  vorlegen,  nurseyeiKfie 
Schichten  konzentrische  Kugelschiohten.  Die  Grossen  A,  k,  t  sollen  dieselbe  Be- 
deutung haben  wie  so  eben;  es  seyen  die  inneren  Halbmesser  der  ersten,  zweiten, 
.  .  .  . ,  n*"  Schichte  gleich  ro,  r| ,  .  .  .,  r»_i  und  r«  der  äussere  Halbmesser  der  n* 
Schichte. 

Darf  man  die  obigen  Voraussetzungen  nebst  denen  in  §.  34,  IT  machen,  so  ist 

8'(rt;)                                                  b 
-^^  =  0,  ri;=ar+b,  v  =  aH , 

d.  h.  wenn  i'i ,  .  .  . ,  v»  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Nr.  9  haben : 

Vi  =a.  +  — ,  f,=a,-f-^ v  =a,  +  -^- 

r  r  B   .   ■        f 
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8v                                              h 
Da  hier  g-  (§.34,  Mr.  VI,  VII) = ^,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  2n 

konstanten  a| ,  b| , . . ,,  a  ,  b  ,  die  folgenden  Gleichungen  : 

a)  wenn  die  WArme  Yon  Innen  nach  Aussen  geht,  also  t^  die  Temperatur  auf 
er  hohlen  Seite  der  ersten  Schichte ,  t|  auf  der  erhabenen  der  letzten ,  Aq  der  Ein- 
rahlungskoeffizient  bei  der  ersten,  X   der  AusstrahlungskoefBzient  bei  der  letz- 

n  ist : 

h-3,f.      .  •_ J!t"^   y^  _ i  /^    ,  •••      .x.k.b._k,b,   k,b,_k.b, 

^i  «>._.       k.  b 


dL^  =  '^^.^.^,r..  +  b,  J,|k^.^    r       b,_        M 

^V-i  ^.-1      ^'  L  '   '   Fl       ^       fjj      r,»       ^1  "  '   r,       ^      r,J 

—' =  -^a-il  »11-1+ -z »n  ~  -;: — J- 


Hieraus  folgt: 


k.b.= 


tl 


n» 


kl  ro      k.  r. 


n    n 

1  —  ■ 


'-,+r^,+ +.-V- 


X^T0       Aj Tj  ro k^       r^  k^ 

k.b. 


+Ci-d:3ri:J''-=t' 


Die  durch  die  Einheit   der  Fläche  in  der  Zeiteinheit   in   die   erste   Schichte 

kb. 
uistrOmende  Wärmemenge  ist  gleich  --^• 

b)  wenn  die  Wärme  Yon  Aussen  nach  Innen  geht ,  so  gilt  dieselbe  Auflösung, 
ur  muss  man  dann  die  Schichten  ron  Aussen  nach  Innen  zählen ;  tg  als  die  Tempe- 
Uttr  auf  der  erhabenen  Seite  der  ersten,  t^  als  die  auf  der  hohlen  Seite  der  letzten 
chichte  ansehen. 

Man  sieht  aus  Nr.  9  und  10,  dass  in  beiden  Fällen  die  durch  die  Flächeneinheit 
1  der  Zeiteinheit  strOmende  Wärmemenge  der  Temperaturdifferenz  t^' — 1|  propor- 
iooal  ist. 

§.73. 

8y   8W 
I.  Betrachtet  man  ^,  x— i,  ...  als  Grössen  yon  den  Graden  0,  — 1,  — 2,  ..., 

>  wird  eine  Differentialgleichung  homogen  seyn ,  wenn  alle  ihre  einzelnen  Theile 

^  8y  8*y      v 

inselben  Grad  haben,  d.  h.  wenn,  indem  man  y=xz,  x-  =  n,  ö^  =  ~.  •  •  •  wtzt, 

allen  Gliedern  dieselbe  Potenz  Yon  z  als  gemeinschaftlichen  Faktor  ausgeschieden 
Dieafer,  DiDntntial. n. Iatcrna-R«chiiiiiir.  21 
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werden  kann,  und  die  bleibende  Grösse  kein  x  mtiwmoÜMt.  Eine  homogene  Dif- 
ferentialgleichung des  zweiten  Grades  kans  iflnoer  auf  eineDifferentialgleidnaif  dn 
ersten  Grades  zurückgeführt  werden,  indem  man  die  00  eben  angpfthrten  Werthe 
einsetzt  und  dadurch  eine  Gleichung  zwischen  z,  u,  v  erhält»  ä»  gestattet,  eine  die- 
ser Grossen  durch  die  zwei  andern  auszudrückeSr    Amm  den  Gleiehoogen: 

wird  man  dann  mittelst  jener  Beziehungen  immer  eise  Differentialgleichung  zwischen 
u  und  z ,  oder  v  und  z  oder  u  und  v  herstellen  können.  Dazu  worden  folgende  For- 
meln dienen : 

.8z  8a  8z     n~«/*  ,., 

v  =  9)(u,  z):  z—  — u  — z,  X— =:v,  5-  =  —— (§•!*); 
oz  0*-  ou  V 


/       \       Öu         V 


8z~u  — z'8z""8»  8z'^8z  ^*^   ^' 8  w  8  z  ~  T"  8'z  "^n-z' 


'~     ^"'  *'^'  8u~8.u"'"8t;8u*    8u"     v     '    8w8a~      8q"*"     v    ' 


Kann  man  diese  Gleichung  integriren ,  so  hat  man  eine  weitere  Bezi(  - 
hang  zairischen  u,  v»z,  und  mittelst  derselben  Iftsst  sich  y  durch  x  ausdrucken. 

So  wenn  etwa  u  und  t;  in  z  ausgedrückt  sind,  gibt  x —=  u  —  z    die  Glei- 

zwischen  x  und  z;  y  =  xz  die  zwischen  y  and  x,  u.  s.  w. 

(z — n)'      8z  __  a         8a     a  — z 

'    8u""  "    - 


gibt 


av  =  (z  —  u)*,   V  = 


a 


z— a      8z 


welche  Gleichung  nach  §.  66,  I  integrirt,  gibt: 


u  =  e 


Ce*+x-+-ft. 


Ce*  +  a 


8z 


setzt  man  hier  e*=go,  z=al(go),  —  =  — ,  so  ist: 

0^      p 


f-i—  =/?(^='  (c;T-a)  = '  (•^>-«^''  +'>• 


aUo 


Ce»-ha 
l(e»)-l(Ce*+a)=l(z)-t-C', 


e 


=  C,z,    z  =  .^. 

z 


so  dass  die  Integralgleichung  ist 

1.  L  L 


Ce*  +  a 

7  7 


C^az 


2.) 


e«=C,  I  (C e**+»).  e"  =  Cze"-f  C,  ax ,  e"  = -^Hr-- 

1  —  Cx 


ß^iht 


,         8z      ,   ,   8t;  u  — 

X  =  U  +  V.      —    =1-1-— -.     ^-J^-_,;^  


=  -1; 
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dv 

y  =  -ft+fx;y  =  Cx  +  |. 
11.  Wird  die  DifferentialgleichuDg  zweiter  Ordnung  erst  homogen,  wenn 
lan  y,  g|.  g^  als  vom  n**",  (n  — l)*"",  (n-— 2)'*"  Grade  ansieht,  so  setze 
lan 

B     8y  »—1       6*y  n— 2 

nd  erhftit  eine  Gleichung  zwischen  z,u,v.     Dann  ist 

nx       «+x    ^- =  X       u;  (n  —  l)x       a+x        ^s~  =  *       v,d.  h. 

OX  0  X 

nx+x— =ii;  (n— l)ii+x  r-  =  tfjx  — =  n  — nx,  x  —  =i;  — (n  — l)n, 

ex  .OX  OX  OX 

8x  n — ni 

voraus  aaeh 


8u      V  —  (n  —  l)u' 

y-x'z.  -^=xn,  ä-~=v:  v— n— 28u+48*=0,  v=a4-2xu  — 4x*,  v— u=2a(a— 2e); 
ex  OX 


Bu       v  —  a       2t  J 


^=2«+x'||  =  xii  =  x(«>-C) 


8 

8 


x,2i      «•      C  /'S«  A'-o^ 


Z — 1  — C  2c       y_x*(l+c)  «C 

^irrH=^-  •  y-x>(i^cr^-'  • 

III.    Ist  die  vorgelegte  Gleichung  so  beschaffen ,  dass  y  ausfallt,  wenn 
iQaii 

8y  8»y 

8x  =  '*y-8?="^ 
^etzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x,  u,v  und  da 

8y  ,      8n  .  .      .     i      ön  »  i^o 

*o  wird  man  eine  Gleichung  zwischen  u  und  x  finden  können ,  aus  der  dann 

fie  zwischen  y  und  x  folgen  wird. 

8»y  .     r8y^^       8y 

u— bu*      ,  ,   8n      u— bn* 

ibt  av+I>n  =n»v  = »n'-t-^— — — z » 

a  vx  » 

8tt      a~(a+b)n'    f        8n  -  ^^-^ 

8x~  ä  yn  — (a+b)u»      a^ 
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l(»)-l[l-(a  +  b)»]  =  f +C.  ^^-^  =  C.'.  «  = 


X 


l  +  (a+b)Ce' 


X 


l+(a+b)Ce*  l  +  (a+b)Ce* 

.(y)='iÜ±iH^+C'.  y  =  C.[l  +  (a+b)C.V"^. 

IV.  Die  Einführung  neuer  Veränderlichen  statt  x  und  y,  die  in  irg 
welcher  Weise  mit  diesen  Grössen  zasaromenhängen,  wird  eben  so  in  m 
chen  Fällen  entweder  die  Gleichung  auf  eine  niedrigere  Ordnung,  oder  a 
auf  eine  andere  zurückfiihren ,  die  leichter  zu  integriren  ist.  Als  Beisp 
mögen  die  folgenden  dienen. 

"  HÖ+(H)"-KH)'+.v... 

Man  setze  y=e  .  e^=e  ^f  ö^t=^  [jlj  +«  gYs.    »o  »»t  die  vorgeh 
Gleichung : 

•  ILrJ  +8^J8^+^  IrJ  -^  bij  +* '  =^'8^87^+181^; 

a»  =  0, 

.  8u 
also  wenn  man  z—z=v  setzt: 

0  z 
v^+v»+a*  =  0,  2i;?^+2i;»+2a»  =  0(8.66,U,  Y  =  v«): 

i;*=e    -^      L^""^ V  ®         8x1  =  ce       ~*'8x~^®       — a», 
n=y  V'ce""**— a»8x=:—  Vce""**— a'+aaicftgrri^ ~^*1+^ 

—  r  ce      — »«-H»»rc  1  •»= ■ | 

y  =  Cie  ^'  »         ^. 

Ä\  8»y  m   n  r8yY 

Man  setze  y=x%,  ^^x'^A  |iZ  =  x«-^u.  so  ist 

ex  0  X 

«— 1  B    na  n  r   — r  r  m-j-na-l-ro— r— ' -f t  ■  ' 

X       u=ax    X     8  X         t  ,  u  =  ax  »  t  , 

und  abo,.  wenn  a  so  bestimmt  wird,    dass  m+na+ra — r — «+2:^:0,   « 

(m-r+2)         .^ 
n+r-1  •»"'•* 

n  r 

a  =  as  t  . 

Aber  x        t  =  ax       g-f-x  — ,  t  =  a8+x  5-,    x  — =  t  — o»; 

ox  ox        ox 

X       u=(«^l)x       t+x        ~,  ^=(«-l)t+x^,x~=u-(«- 
/r/e^ifl5  durch  Dirision : 
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8t     u--(a  — l)t     as"t'— (o  — l)t     ,  .8t  ■  r       ^        ,^ 

8-.=    t-a.    = — t-..     '  ('— )r.=»' '  -(«-m. 

welche  Gleichung  enter  Ordnung  zwischen  t  und  s  zu  integriren  ist.  Hat  man  dann 
tals  Funktion  Ton  8,  so  ergibt  zg-=t — as  die  Gleichung  zwischen  x  und  s,  und 

danny=z  s  die  zwischen  y  und  x.     Die  obige  Auflösung  ist  unzulässig,  wenn 
n-|-r=l  ist,  da  dann  a=  QO  würde.     In  diesem  Falle  setze  man: 

87  8*y  .  marr  mr  mr 

a    =y*''fiT»  =  y'^'  »l»oyw=:  ax   yyv  =ax   yv  ,  w=:ax   v.  • 

-  O  X  O  X 

81;  ,     8y        Öv  ,     ,  81;  .     ,    8v  - 

.  .  8w  m    r 

d.h.  -— =ax   V  — v*, 

8x 

welche  Gleichung  den  Zusammenhang  zwischen  v  und  x,  und  dann  ^  =r  y  v    zwi- 
schen j  und  X  gibt. 

Für  r=l  und  m= — 1  hätte  man  etwa  a=0,  wenn  nicht  n=0;  alsdann  wäre 

aUo 

8x»^*8x 

8y 


7.)  »'^»+*^-y=»" 


w         ^  u        .  .8y         8u  -u8y       8*y       8    r8y^     -u 

Man  setze  x  =  e  ,  so  ut  -^  =  — —  =  0      ~,      —i  =  r—  Ir^lc       r= 

8x  8x  8tt        8x*      8tt  V8xJ 

8u 

^  e       ;r^H-  e        r— ^ ,  so  dass  also 
8u  '  8u* 

8*y     8yii_?Z        _    "■   ^ll        _   "■ 
87»"'8^"'"8i"^""*      '8^»"^^"®      ' 

welche  Gleichung  nach  einer  der  im  Folgenden  angegebenen  Methoden  leicht  inte- 

grirt  werden  kann. 

§•74. 
Die  Gleichung 

P»f!+P.^I+p/-^^+-+P._/rx+^.y=X.  (a) 

8x  8x  8x 

in  der  P^^,  P^, . . .,  P^,  X  weder  y  noch  die  Diflferentialquotienten  von  y  ent- 
halten, heisst  eine  lineare  Differentialgleichung  der  n**"  Ordnung. 
&fan  sagt,  sie  habe  einen  zweiten  Theil,  wenn  X  nicht  Null  ist;  im  an- 
dern Falle  hat  die  Gleichung  keinen  zweiten  Theil.  Den  letzteren  Fall  nun, 
üs  den  einfacheren,  wollen  wir  zunächst  annehmen,  d.  h.  voraussetzen,  man 
labe  die  Gleichung 


.«  .»— 1 


P. 


8  y  i  «  ö     y  •      ^n     öy 


0 


»-Pi:i^+...+v,H+v=0'      w 


8x'  8x 


Gresetzt  nun,  7/  ,'7/ » •  •  • »  7,  seyen  bekannte  FniiVlVotL^Ti  N^ti  il  %^  \i^- 
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schaffen «  dass  sie  för  y  gesetzt  der  GleichuDg  (b)  genügen ,  so  wird  dieser 
Gleichung  auch  durch  den  Werth 

y=C,yt  +  C,y,+ +C,y,  (c) 

Genfige  geschehen ,  wenn  C^,...,  C^  willkfirliche  Konstanten  sind.     Denn 
da  y^ , . . . ,  y^  der  Gleichung  (b)  genügen ,  so  hat  man 

8x  8x 

8  y  e       y  8y 


8i"  8x 


Multiplizirt  man  diese  Gleichungen  bezüglich  mit  C^ ,  C,,  •..,  C^,  ad- 
dirt  sie  und  beachtet,  dass  aus  (c)  folgt 


.n  -■  -H 


ftir  fl^  ^y  Ö  y  8  yi  8  y 

öy_r.     8yi    ,  ,    ^,       'r  '»  '- 

8x'     .      8x'  '8x' 


8y  8y  -^r  ^  '* 

8^  =  ^*"ä7+"*"'"^V"8^ r^^^^TT"''"*^"^] 


SO  erhält  man  die  Gleichung  (b),  der  also  auch  durch  den  Werth  (c)  Ge- 
nüge geleistet  wird.  Daraus  folgt,  dass  wenn  man  n Funktionen  yi,  y^j'--» 
y^,  die  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind,  kennt,  welche  für  y  ge- 
setzt der  (b)  genfigen,  das  allgemeine  Integral  von  (b)  seyn  werde: 

y  =  Ciy,  +  C,y,+  . , .  -fC  y  .  (d) 

n  a 

Rennt  man  nur  einen  Werth  y^ ,  der  (b)  genügt,  so  lässt  sich  diese 
Gleichung  auf  eine  der  (n —  1)**"  Ordnung  erniedrigen.     Denn  man  setze 

y  =  yi/»>8x. 
wo  (jp  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  x  ist,  so  ist  (§.10): 


8x~  8x7' 


9>^^-\-rt9f 


®'y     8«y,/^_^«8y,_^^8v 


8x-8xV^^^+^iT'^+^^i^' 


8x         8x  •^  ^       8x  8x 

also,  wenn  man  dies  in  (b)  einsetzt: 

^      8x  8x  "^^  8x  8x 

wo  Q| , . . . ,  Q^  bekannte  Funktionen  von  x  sind.     Da  der  Koeffizient  voa 

fg>dx  Null  ist,  indem  y^  der  (b)  genügt,  so  hat  man  also  zur  BestimmiiDg 

von  g>  eine  Gleichung  der  (n  — 1)*~  Ordnung. 

Kennt  man  zwei  Werthe  yi,  yj,  die  der  (b)  genügen,  so  kann  man  (b) 

um  zwei  Ordnungen  erniedrigen.  Denn  setzt  man  zuerst  wieder  y=yi  /y! 

ßo  erhält  mtu)  zur  Bestimmung  von  9  ^e&fit  d\«  %q  ^b^w  erhaltene  Gleichi 


K 


man 
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der  (n  — 1}*^  Ordnung;  da  aber  auch  y,  der  Gleichung  genügt»  so  gibt  es 
alio  etnen  Werth  9»  so,  dass  y,  =yi  /y3x,  y  =  0-  ("  J   ^s*"     ^* 
hiernach  einen  Werth  von  (p  kennt,  so  kann  man,  indem  man  g>=^(pi  / tpöx 

setzt,  wo  g>i  =:g-f  •&  1,  die  so  eben  erhaltene  Gleichung  nochmals  um  eine 

Einheit  erniedrigen.     Man  sieht  leicht,  dass  wenn  man  r  Werthe  yi,  • . .,  y, 
kennt,  man  die  Gleichung  um  r  Einheiten  erniedrigen  kann,  indem  man  setzt: 

,.,,/,6.;,,.i(a).  ,.„/,.„  ,.=l(j),,=^/,h,^,=i(&J. 
''r-i     ö  xV  y,  T  "^T-t  "diXvi  J  ^  r-8     8  xV  «f'i  J' 

Für  den  speziellen  Fall  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  ist 
sodass  die  Gleichung  Po  g-^  +  Pi  8^+P2y  =  0  wird: 

r=\c/^.  8,  +  C.Jy.=C.r.  +  Cy^y^.  ex. 


(e) 


8'y       1    ey       I 


wird  befriedigt  für  y=x,  so  dass  also  y,  =x,  P,  =  l,   P,  = 'V  p^  ^*  ^^ 

—  I  (x) ,  also 

y  =  Cx  +  C'x  /^8x  =  Cx+C'xl(x). 

r  8y       /  I  8*7 

Wird  befriedigt  für  y=:x,  also  setze  man  y=x/g)8x.  -^  = /qoSxH-xqo,    g^  = 

,     1       8»    8»y     ^8»)        8»f)  • 

^  =  0.  9»  =  Cx+C%/»>ex=Cx»+C'x+C", 

,0  y=^Cx»+C'x'+C"x. 

3.)  'T'^'^-Ja^'-*8^+y=^ 
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wird  ebenfalls  befriedigt  für  y=x,  also  da  Po=x'[l(x)—  I],  P,  =— x.   /?»  ex 

y==Cx+C'x  /-!^*-^^8x  =  Cx+C'l(x). 

Wie  wir  nachher  sehen  werden,  genQgt  es,  dieOleichnng  (b)  integriren 
zu  können,  um  in  allen  Falten  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (a)  zn 
finden,  so  dass  wir  uns  nun  die  Aufgabe  vorlegen  wollen,  die  Gleichung  (b) 
in  einigen  besonderen  Fällen  zu  integriren ,  da  eine  allgemeine  Integration 
derselben  noch  unbekannt  ist.  Diese  besonderen  Fälle  betreffen  natfirlich  den 
Bau  der  Koeffizienten  P^,  P^,  ...,  P^,  dessen  Beschaffenheit  die  Aufgabe 
mehr  oder  minder  schwierig  machen  Avird. 

§•75. 
Der  erste  Hauptfall,  den  wir  betrachten  wollen,  ist  der,  da  P^,  . .  .,P^ 
konstant  sind,  man  also  die  Gleichung 

8x  8x  " 

hat,  in  der  Aq  ,  A^ ,  . . .,  A^  (reelle)  Konstanten  sind.     Setzt  man  hier  y  = 

e"*,  also  g^  =  me"**, r-^  =  m't"*,  ...,  — ^=m"e"",  so  wird  die  Gleichung 

8x 
(Oza 

e       [Aoin  -f-A^m       -(-... -|-A       m-f"A]  =  0. 

n — 1  B 

Bestimmt  man  also  m  so,  dass  die  Gleichung 

n   ,  n — 1    ,  .  , 

Aoin  -t"Atni       .-4- . . . +A       m  +  A   =0  (g) 

& — 1  n 

richtig  ist,  so  genügt  y  =  e"*  der  Gleichung  (f).  Die  Gleichung  (g)  wird 
im  Allgemeinen  nun  mehrere  Werthe  von  m  liefern,  so  dass  also  auch  meh- 
rere Werthe  von  y  gefunden  sind ,  die  der  Gleichung  (f )  genügen.  In  dieser 
Beziehung  müssen  wir  nun  folgende  Fälle  unterscheiden. 

I.  Die  Gleichung  (g)  gebe  für  m  lauter  reelle  von  einander  verschiedene 
Werthe,  die  alsdann  der  Anzahl  nach  u  seyn  werden.  Sind  mj,  m,, ...,  m^ 
diese  Werthe,  so  ist  gemäss  §.74  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (f): 

y  =  C,e       +C»e       -f- . . .  C  e    "    .  (h) 

n 

n.  Die  Gleichung  (g)  habe  zwar  lauter  verschiedene  Wurzeln,  seyeo 
jedoch  darunter  auch  imaginäre.  Ist  also  etwa  m^  =a-^/?i,  so  gibt  es  be- 
kanntlich noch  eine  zweite  Wurzel  m,  =a — ßi;  in  diesem  Falle  nun  ist 

C,e"^"+C,e'^*=C,e(«+^^>*  +  C,e<«-^^^*==e«*[C,e^^'*+'C,e-^**]=: 

e"*[C,co8Cix)+iC,riD0Jx)-hC,co80?x)  -iCjSinOfx)]  »,  17)  = 

«" *  r(C|  +  C,)  cos  (/9 x) + i  (C,  -  C,)  sin O^x)] , 

und  da  Ci-j-Cj,  i(C|  —  Cj)  eben  aacVi  Kon^l^jit^tL  wad^  die  wir  kurzweg 
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it  C|«  C,  bezeichnen  wollen,  so  folgt  daraus,  dass  man  in  (h)  die  zwei 
lieder,  welche  zu  m|  =a'\^ßi,  m,  =a  —  ßi  gehören,  ersetzen  muss  durch 
3i  coB(/?x)-|-C2  8in(/Jx)]e"* .  Dass  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  für  zwei 
idere  imaginäre  Wurzeln  zu  verfahren  habe,  versteht  sich  von  selbst. 

III.  Die  Gleichung  (g)  hat  zwar  lauter  reelle  Wurzeln ,  sie  sind  aber 
cht  alle  von  einander  verschieden.  Wir  wollen  einmal  voraussetzen  ^  es  sey 
I  =m2,  sonst  keine  Wurzel  diesen  gleich,  in  welchem  Falle  die  zwei  Glie- 
jr  Ci  e"*"+C,  e-'  in  Wahrheit  bloss  das  eine  (C,  +C,)e'**  bilden  wür- 
iUj  so  dass  in  (h)  bloss  n  —  1  willkürliche  Konstanten  vorkommen  würden, 
an  also  das  allgemeine  Integral  nicht  gefunden  hätte.  Setzen  wir  aber 
mächst  ni)  =m|  -f~^  voraus,  so  sind  die  zwei  betreffenden  Glieder  in  (h): 

J.17),  so  dass,  wenn  man  Ci+C,  =A,  C,6=B  setzt,  der  Gleichung  (f) 
smz  gewiss  durch 

e       [A  +  Bx-h-^ — ,___-|-...j  (,) 

ir  y  genügt  \nrd ,  wenn  nur  e  die  Differenz  der  zwei  Wurzeln  m|  und  m, 
t,  wobei  dann  A  und  B  die  Konstanten  sind.  Wie  gesagt,  die  Form  (i) 
enfigt  sicher  der  Gleichung  (f),  vorausgesetzt,  dass  m  =  m|  und  m==mt 
-e  der  Gleichung  (g)  genügen.  Lässt  man  hier  e  abnehmen,  so  bleibt  die 
•ehauptnng  immer  in  Kraft ,  und  wenn  a  unbegränzt  gegen  Null  geht ,  so 
»Igt  daraus,  dass  falls  m|  zweimal  Wurzel  der  Gleichung  (g)  ist,  der  Glei- 
liung  (f)  Genüge  geschieht  durch  e"'*(A-|-Bx),  welche  Grösse  in  (h)  an 
tell^  der  Summe  C^  e""  +  C,e"'*  (m,  =mi)  tritt. 

Gesetzt  nun,  die  drei  Wurzeln  m^,  m,,  m,  seyen  gleich,  weiter  aber 
eine  diesen  gleich,  so  würden  in  (h)  die  drei  Glieder  C^  e"**  -f-  ^2  ®"**  ~l" 
!,  e"**  sich  in  ein  einziges  zusammenziehen.  Wie  so  eben  wird  nun  aber 
;ezeigt,  dass  an  die  Stelle  der  zwei  ersten  tritt  e'^'(A-|~Bx),  so  dass  also, 
renn  zuerst  m,  =^m^  +€,  die  Gleichung  (f)  befriedigt  ist  durch 

e'*"[A+Bx+(ie**]=e"'''[A+Bx+C,+C,ax+^2_^+5|^^ 

k'enn  m,  =m|,  m^  =m|  +«.  Setzt  man  aber  A  +  C,  =M,  B-f-C,  «=N, 
V  =  L »  so  weiss  man  also ,  dass  der  Gleichung  (f )  gentigt  wird  durch 

e       [M+Nx4-Lx»H--y-+-^-j-H-...J. 

Lässt  man  hier  wieder  e  unendlich  abnehmen,  so  folgt  daraus,  dass 
'enn  m^  dreimal  Wurzel  von  (g)  ist,  an  die  Stelle  von  Cie^^^+C^e"***'-!- 
J,  e"'*  in  (h)  tritt  e"**  [M-j-Nx-f-Lx^J,  wo  M,  N,  L  Konstauten  sind. 
Vie  man  hier  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  so  dass  wenn  m^  rmal  Wurzel 
)n  (g)  ist,  aber  nicht  niehrmal,  dann  an  die  Stelle  der  in  eines  zussammen- 
^henden  Glieder  in  (h)  zu  setzen  ist 

e"*VQ-fC,x+C3x«4-...C,x'""'v 
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A  nm.     DiHer  Sats  iJUst  sich  auch  in  folgender  h<tohtt  einfiMher  Weise  beveisen.    Gt- 

seiet  man  bezeichne  allgemein  die  GrOsse  a  — --^-a       ^-H  •  •  •  ~h*s  7  durch  ^(y)  aod 

■8x*       '""*8x 

8v(v)           8       y                     8  y  8y 

sey  y  =  f(x,m),  so  ist  — r— ^  =  a — f-a       ~ j-.-.-f-««  ö«  solche GrJs» 

®""  ■8x"8m        — '8x'^8m  ^^ 

Sey  also  wieder  die  Gleichung  (f)  Torgelegt,  die  wir  durch  ^(y)  =  0  beseiehnen  wollen, 
nx                             mxBX                                           UV            B — 1 
SO  genfigt  ihr  y  =  e      und  es  ist  ^  (e     )  =  e      f(m),  wo  f(m)  =  AnUi  +^1™       'T 

+  A   ist.     Nach  dem,  was  wir  so  eben  gesehen,  folgt  nun  aas  der  identischen  Gleidiimg 

B 

mx  mx 

9>  (e     )  =  e     f  (m) ,  wenn  man  sie  mehrmal  nach  einander  nach  m  differenxirt,  und  beachtet, 

_    mx 
.        oe  mx 

dass— — =  xe      : 
om 

^(e"*x)  =  e"'[xf(m)+f(m)].  »>(e"*x-0=  e"*[x«f(m)+2xf  (m)  +  f'(m)], 

___  miX 

Gesetzt  nun,  es  sey  m^  eine  Wursel  der  Gleichung  f(m)  =0,  so  ist  e       f  (m£)=0,  ilio 

genügt  der  Gleichung  (i)  die  GrOsse  e  Ist  m^  zweimal  Wurzel  der  Gleichung  f(m)  =  0. 

m«  X.  Bft  X 

f(m^)  =0  und  f'(m|)  =  0 ,  so  dass  nebst  ^  (e      ;  auch  9  (e       z)  Null  ist,  und  ilso 

e        und  xe        der  (f)  genflgen ;  ist  m^  dreimal  Wurzel ,  so  sind  fCm^),  f  (mi)t  f '(nit)NiiB; 
m«  X.  m«  X  m( X  m^x  m^x        .  M|S 

also  9>(e      ;,  «>(e      x)  und  ^(e       x*)  auch  Null  und  es  genflgen  e       ,  xe       ,  z'e 
u.  s.  w. 

rV.  Die  GleichuDg  (g)  hat  auch  imaginSre  gleiche  Wurzeln.  In  diesen 
Falle  tritt  offenbar  das  Verfahren  von  III.  ganz  wieder  ein.  Ist  also  a+i?i 
rmal  Wurzel  von  (g),  mithin  auch  a—ßx  rmal  Wurzel,  so  kommen  in  (g) 
die  Glieder  vor: 

,(«+/Ji)x  fc*  +  C,  x+ . . . .  +c/^*]+e^'*^^'^'[CV+C',x+. .  .  +  C;x'"'] 

=  e"[(Ct  +  C^)cos/*x+i(Ci  — C^)sin/9x+x(C,  +  C',)cos/?x  +  ix(C,  — C',)8in,^f+ 

-hx'~*(C  +C')cos/?x+ix'^*(C  — C')«in/yx]. 

d.  h.  jetzt  hat  man  die  2r  Glieder  zu  ersetzen  durch : 

**[Ci  +  C,x+C,x»+...+C^x'"*]cosO?x)+e"*[C\+C^x+..+C'^x'~*]siB(i^^ 

Wie  man  bei  einer  Verbindung  mehrerer  dieser  Fälle  verfahren  mus», 
ist  wohl  klar. 


e 


3_L-w      1         n  b±VV~4ac 


—  b4-Vb»— 4bc                  — b— Vb'— *•« 
r X X 

Sa  I   ^    .  Sa 


Ist  nun  b' — 4ac>0,  so  ist  y  =  Cte  +^28 

b_ 

b'-4ac  =  0,  „    „   y  =  e    '*   [Ct+C^x]; 

b 


b'— 4ac<0,   „    „   y=e     *^'[C|  cos  (^        ^1     ^  0  "^ 
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2.)  dz'  ?ij}^^bx       ^~    ' 

m*— 14m*+64m  — 96=0,  b  =  6,  4,.4; 

y  =  C,e**+e**[C,  +  C,x]. 

m»— 3iii*4-7iii  — 6  =  0;  m=l.  l-|-2i,  1— 2i. 
y  =  Ci  e*+e* [C, cog2i4-C, 8m2x]. 

4.)  ?^+»y  =  0;  a>0; 

*  _         *     *  *       ^i^Ü£i 

m*+a  =  0;  in  =  V— »=  =  V»  V— 1  =  Vae       *        .  r  =  0,  1,  2.  3 

(„Grundzüge"  S.38*), 
?fflnach  sind  die  yier  Wurzeln  dieser  Gleichung: 

|/al  cos— +isin--- I;  V*l  ^^s  — — [-ism—  1;   |/a  ■  cos -— -f-»"n-T-  I; 

V^a  Tcos  ~+i8m ~1  d.  h.  V^a  fcos-j^ ±  isin  -|-T  V'a  Fcos ^  +  i  sin  -*J »  oder 


id  also 

=  6 


'[c^eM(x'\/i.a)4-c,»in(x'\/|»)]  +  e   *      ' '[c,co»(x  Y/^») 

4      

-fc4siii(^x\/xOj* 

m*  — 5am*4-10a*m*— 10a'm=-|-5a*m      a»  =  0,  (m  — a)*— 0;  m  =  a,  a,a.  a,  a. 


ax 


y  =  e      [C.4-C.i  +  C,x'-hC,x'+C,x«]. 

m*  — 4in'+14m»— 20mH-26=0;  (m*— 2ni+ 5)'  =  0,     \ 
iso  sind  die  yier  Wurzeln:   l  +  2i,  jede  doppelt,  so  dass 

X  X 

y  =  e  (Cj+Cjx)  co82x  +  e  (cg-^-C4x)sin2x. 

§.  76. 
Als  zweiten  Hauptfall  lege  man  die  Gleichung 

:«(a+bx)"^+A,(a+bx)"~*^;-^+...+A^_^^(a+bx)  -^+A^y  =  0  (k) 


•  Es  ist  «.17)  e^*'^*^''^=cos(2r+l)ir+isin(2r+l)fr  =  — 1,    also  V— 1  = 

"t  =  e  ,  und  da  man  nor  4  Werthe  haben  darf,  so  genügt  es  r  =  0,  1, 2, 3 

I  setzen.     Wflrde  man  andere  Werthe  setzen  für  r,  so  erhielte  man  IVbT\^Ti%irox\k«c«iXjK  ^^^ 
rwesene  Resnltate. 
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vor,  worin  a,  b,  A«,  A^, . . .  A  Konstanten  sind.     Man  setze 

y  =  (a+bx/.|?^:tb(a+bx)'~',5^  =  r(r-l)b»(.+bx)'~'. . . . 


l-?  =  r(r-I).  .(r-n+l)b"(»+bx) 
8i" 


n— 1 


SO  wird  die  Gleichung  (k)  zu 

(a+bx)'[Aob%(r— l)...(r— n+l)+A»b       r(r  — l)...(r-ii+2)+ 

+A       br+A]  =  0. 

80  dass  also,  wenn  r  ein  Werth  ist  so  beschaffen,  dass 

A^b^'rfr— l)...(r— ii+l)4-Aik"""*r(r  — l)...(r— n+2)+...+A        br+A  =0,0) 

der  Werth  (a+bx)'  für  y  der  Gleichung  (k)  genägen  wrd.  Da  die  Glei- 
chung (I)  in  Bezug  auf  r  vom  n**"  Grade  ist,  so  gibt  sie  im  Allgemeinen  n 
Werthe  von  r  und  man  wird,  wie  in  §.  75  folgende  Fälle  unterscheiden  müssen. 
I.  Die  n Werthe  von  r,  die  aus  (I)  folgen,  sind  alle  reell  und  verschie- 
den ;  sie  seyen  r^, . . . ,  r^.     Alsdann  ist  (§. 74) 

.       y  =  C,  (a+bx)''+C,  (a+bx)"+  •  •  •  +C  (a  +  bx)''  .  (m) 

IL  Die  Werthe  seyen  wohl  verschieden ,  jedoch  nicht  alle  reell.    Sey 
also  etwa  r^  =a-j-/?i,  r,  =a-^/yi,  so  ist  in  (m): 

C,  (a  +  b  ,)'^  +  C,(a+bx)"  =  C,  «<«+/» '>^<*+^*>  +  C.e<«-^*>^<*+*«>  =  .^'^^'' 
[cy»C+»»«>+C,t-'^^^<*+«»'>]=(a+bx)«[(C,+C,)oo.t^l(a+bx)} 

+  i(C, -C,)8in  i/9l(a+bx)t]. 
SO  dass  also  in  diesem  Falle  an  die  Stelle  von  C|(a4-bx)'*-|-C2(a-|-bxy* 
tritt : 

(a+bx)"}c,co«[i9l(a+bx)J  +  C,«nI>l(a+b^]|, 
u.  s.  w.  bei  mehreren  imaginären  Wurzeln. 

in.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind  wohl  reell,  aber  nicht  oDgteidi' 
Sey  zuerst  nieder  r,  =rt  +€,  so  ist 

C,  (a+bx)'*  +  C,  (a4-bx)"=  (a+bx)'* [C,  +C, (a+bx)*]=(a+bx)'*[C,-hC,e*^*^*'^ 
=  (a-hbx/'[C,  +  C,  +  C,«l  (a4-bx)  +  ?|^*l(a+bx)»+  ....], 

woraus  wie  in  §.  76  folgt,  dass  jetzt  die  Summe  C^  (a4-bx)''+C,(a-fbxf 
zu  ersetzen  ist  durch 

(a+bx)'*[C,  +  C,l(a+bx)]. 

Ist  allgemein  r,  =r,  = . .  .  =  rj^,  so  istC4(a4-bx)"-j--+C_(a+bxy» 
zu  ersetzen  durch 

(a+bx)'*[c,-f-C,l(a+bx)+C,jl  (a+bx)}*+...  +  C^{l  (»+bx)}"~*]. 

IV.  Sind  endlich  gleiche  imaginäre  Wurzeln  in  (1),  kommt  also  etfij 
die^ Wurzel  a-^ß\  mmal,  also  auch  a — ßi  mmal  vor,  so  hat  man  die 
treffenden  Glieder  in  (m)  zu  ersetzen  durch- 
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(»+bx)"[c,+C,l(a+bx)+...  +  C^|l(a  +  bx)|'    *]co»[i*l(a+bx)] 
+(»+bx)*[c\+C',l(a+bx)  +  ...  +  C'^  {1  (a+bx)}"""*]Ein[/?l(a+bx)]. 

r(r-l)  +  ar+b  =  0,  r»+(a- l)r-hb  =  0,  ^^inlitVO -»)*-* ^ 


2 


1— i4-V(l^)»— *b  1— •— V(l— •)■— 4  b 


IstiUod  — a)*— 4b>0,  Wirt  y  =  C^ji  «  -|-C,x 


1- 


(l_a)»-4b=0,  ,    „  y+[Ct+C,l(x)]x  *   ; 


■    1» 

1- 


^    t» 


Setat  man  in  der  Gleichung  xVg^+«*(^ölJ  ^^^^  et^"  ^'^  ^'   y*=z» 
>  wird  sie  cu 

idgibt  s  =  CiX»+Cix  =  y*. 

2.)  (2+8:x)»  J^^+7(2  +  3x)  g|+4y  =  0. 

9r(r-l)+21r+4  =  0,  9r»4-12r+4  =  0,  r  =  -|-. -.|. ; 

y  =  (2+3x)  »[C,  +  C,l(2+3x)]. 
3.)  Wir  wollen  annehmen,  eine  zylindrische  Wand  bestehe  aus  n  parallelen 
ylindriachen)  Schichten,  in  derselben  Weise,  wie  in  §.  72,  Nr.  10  man  sich  eine 
igelförmige  Wand  gedacht.  Dieselben  Bezeichnungen  sollen  auch  hier  gelten, 
ir  werden  r^,  r|,  . . . ,  r^  die  Halbmesser  der  Schichten,  yon  der  (gemeinschaftlichen) 
flinderaxe  ans  gezählt  sejm.  Darf  man  dieselben  Voraussetzungen  machen  (d.  h. 
m  die  Temperatur  in  den  einzelnen  Punkten  der  Wand  bloss  mit  der  £ntfemung 
Ml  der  Axe  sich  ändere),  so  hat  man  nach  §.  34,  V: 

^-l-y  — =0,r»y^+r  -  =  0;w=r    ,  m(m— l)+m  =  0;  m=0,0. 


demnach 


;  «=r«[»+bl(r)]  =  a+bl(r);  ^=y. 

«'i  =  »i+WUr).  Vj  =  a,+b,l(r); v    =  a  -|- b  l(r). 

n  n  B 


,l,.=k,b,= .  .  =k  b  ! ^  =  i«[ta-«.-b.l(r.)]. 7-'=\['.+*'.'fr.>-*iJ' 

.    .                                                                      k       b  ' 

-V^  =  A,[«.+b.I(r.)-a,-b.l(r.)] i=Ll=i  =  x^_^lü       +h^^\(T^_^> 


n— 1 


—.-".'('._.«• 
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eicbnng  mit  den  Koeffiiientm  »•y-l'K  ** 


— kiK  = 


«^-V 


+  A- 


t.l(r.) 


«oKr  ) 


Xoti 


+ 


a.  = 


Kr) 

a 


an  n 

•-  -'•+'•'■•  r)i^;+-  +r7T-+(i;-E)'<'''+ 

m — 1  w  m 

Die  durch  die  Flächeneinheit  iit  der  Zeiteinheit  in  die  erste  Schichte  eiDsirO- 
inende  Wärmemenge  ist ,  so  dass,  wenn  h  die  Hohe  des  Zylinders  ist,  die 

-^       Hftnsplhpn  durchströmende  Wärmemenge  = — 2;rk|hih  ist.    (Man  rergl.  „Redten- 
bacher,  die  Gesetze  des  Locomotivbaus**  S.  37  ff.) 


'  §.  77. 

Als  dritter  Haaptfairsey  uns  endlich  die  Gleichung 

a  ci*""* 

8  X  8  z 

vorgelegt,  in  der  a^,  a^,  . . . ,  a^,  b^,  b^,  •  •  •>  b^  beliebige  Konstanten  sind. 
Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  dieser  Gleichung  etwa  Genüge  geleistet 
werden  könne  durch 

y=#    e     Ü8a, 
•/  a 

worin  U  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  u,  a  und  ß  aber  noch  zu  bestin- 
niende  Konstanten  (nach  u  und  x)  sind.    Aus  dieser  Annahme  folgt  (§.  61)' 

8_ 
8 


Jl=/?e"ü8o.|^^=/;f«e"U8u ?!l  =  /^e-üau. 


Setzt  man  diese  Werthe  in  (n)  ein ,  und  zur  Abkürzung 
a^u^+a^^^n"*"  +  • .  .  +aiU+ao  =  9>,  b^u  "("^tt-i  ^""^  +  •  •  •  +l>itt+ha  =  f« 
so  wird  jene  Gleichung  zu 

/*ß  Pß     a  /*ß 

(9)+xi^)e"ü8a  =  0,  /^e*  Ü8n-|-x  /  e"^ü8a  =  a 

Aber  (§.  36) 
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e     ^Ü8u= — /e    — ~-^8n, 

z  tJ  ou 

inmach  x/   e    vü8u  =  (e    ^ü).— (e    »^ü)^  — /   e    — ~— '8u. 


0  wir  durch  (e    tfß\j)ß  den  Werth  von  e    i^U  für  u  =/?  bezeichnen  n.s.  w. 
Ifio  ist  die  Gleichung  (n)  auch 


y? 


»ü-i^]."eu+  (•"♦D)^-  (e"v<ü)„  =  0. 


Sey  nun 

_8jv^^  8JJ_     8j,^      ^__J_öü__LöJ!:  =  0, 

9>u         g^  ,vu      Vg^        i^g^        •  ^       U  8u       if»  8u        • 

/_  C       /  — 8" 

hat  man  bloss  noch  a  und  ß  so  zu  bestimmen ,  dass 

Sucht  man  also  Werthe  von  u,  für  welche 

»  k  von  u  unabhängig  ist,  so  wird  man  dieselben  für  a  und  ß  wählen  kön- 
n  und  dadurch  Werthe  finden,  die  für  y  gesetzt  der  Gleichung  (n)  genügen, 
od  n^,  U|,  u,,  . . .  solche  Werthe  von  u,  so  wäre  dann  (§.  74) : 

y  =  cj-^  «"+C.y^  »«+ (q) 

Würde  man  etwa  nachweisen  wollen ,  dass  (q)  der  (n)  genügt,  so  hätte 
sm  nur  obige  Rechnung  zu  wiederholen ,  und  fände ,  dass  wenn  (q)  in  (n) 
Dgesetzt  wird,  sevn  müsse: 

[(.■■*>?-).-(.-<-)J+o.[(."^^").-(.-<-)J 

+ =0. 

araus  folgt  aber  aach,  dass  wenn  Ug,  U(,  u,,  . . .  so  gewählt  sind,  dass 

ie  Gleichung  (q)  immer  noch  besteht,  wenn  nur 

A,C,+A,C,+  ....=0  (r) 

esetzt  wird.     Immerhin  aber  müssen  die  Gränzen  u^,  U|,  ....  von  u  und  x 

labhängig  seyn,  da  wenn  sie  von  x  abhängig  wären,  die  Grössen  r^,  .  .  . . 

cht  in  der  oben  angegebenen  Weise  gebildet  würden  (§.  61).  Hat  die  Glei- 
inng  (q)  n  Glieder,  so  hat  man  das  allgemeine  Integral  gefunden ;  ist  dies 
cht  der  Fall,  so  hat  man  wenigstens  einige  besondere  Werthe  erhalten^  die 
r  Gleichung  genügen,  was  nach  §.  74  immerhin  von  bedexxUndLQOi'Ni  ^xAck«\  viX^ 
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nx 


Es  kann  sich  aber  auch  ereignen,  dass  y  =  e  ,  wo  u  eine  noch  zu  be- 
stimmende Ronstante  ist,  der  Gleichung  (n)  genügt  Man  erhält  nämlich, 
wenn  man  diesen  Werth  in  (n)  einsetzt: 

und  dieser  Gleichung  kann  unabhängig  von  x  Genüge  geschehen ,  weon  y 
und  tp  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  u — a  haben;  alsdann  ist  für  Q=a 
sowohl  g)  =  Oj  als  tff  =  0  und  mithin  genügt  der  vorgelegten  Gleichung  e'^ 
Ist  (u — a)^  gar  ein  Faktor  von  g)  sowohl  als  ^^  so  genügt  der  (n)  der 

Werth  xV  für  y,  wenn  r  =  0,  1 , ,  m, —  1 ,  was  wie  in  §.  75  bewiesen 

wird.  *     Alsdann  tritt  in  (q)  ein 

e'  *rCi+C,x+  •  •  .  +  C^  x"~  J. 

Legen  wir  uns  (zur  Anwendung  des  Vorstehenden)  allgemein  die  Glei- 
chung zweiter  Ordnung 

(a,+b,x)?^+(a,+Kx)|^+(a^+box)y  =  0  (») 

vor ,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  immer  auf  eine  etwas  einfachere  zurück- 
führen.    Sey  nämlich  nicht  b2  =  0,  so  set^e  man  x  =  u  —  ~  und  hat  ^  ^ 

'^■^  =  -^,   s-^  =  ^,so  dass  die  vorgelegte  Gleichung  auch  ist: 
8u  8x     8u     8x'     8n"  o      o  o 

und  wenn  man  noch  mit  b,  dividirt,  so  erhält  man,  wie  man  leicht  sieht,  die 
Gleichung  von  der  Form : 

i^+(ai+Wx)^+(a,+box)y  =  0. 

Ist  dagegen  b,  =09  so  wird,  wenn  man  mit  a,  dividirt,  die  vorgelegte 
Gleichung  die  Form: 

haben.  Ist  hier  nicht  b|  =0,  "so  erhält  man,  wenn  man  x  =  u  —  ^  setzt, 
eine  Gleichung  von  der  Form : 

Man  hat  somit  bei  der  Gleichung  des  zweiten  Grades  (s)  drei  Fälle  xs 
unterscheiden. 

I.)      x|^,+  (A  +  Bx)  5Z+(C  +  Dx)y  =  0. 


*  Man  würde  jetst  etwa  so  verftüireD.    Ist  a  =  a  gemeinschaftUeher  Faktor  in  11«^  f> 
80  genügt  e"  '  der  (n) ;  ist  a  =  a'  ein  anderer  Faktor ,  so  genügt  e**^'^,  also  anch  (|.74)CI|t 
-f-  C,  e  Wird  aber  a'  =  a,  so  ist  (u  —  a)*  ein  Faktor  ron  p  und  p,  and  wenn  man  mHt 

a*  =  a+e  setst,  genügt  der  (n)  der  Werth  e     (A-(-Bx-|- ~  «x*-|- . .  .)#  woraus  tOa  n'^h 

db.s=sOfylgt,däne'^^  (A+Bx)  genügt,  u.%,w. 


fat6t«l|J*ta.ffoiii?^j+(A+Bx)  J^+(C+D«)y  =  0.  337 

wo  HDD  A=*''^~*'''S  B=:^,  C^'s^,^-^,  D=^  und  schliesslich  für  x 

D|  D,  b,  b, 

m  setzen  ist  x4~t^»  um  zur  Gleichung  (s)  zurückzukehren.     Hier  ist 

wenn  wir  voraussetzen,  die  beiden  Wurzeln  von  u'  +  Bu+D  =  0  seyen 
reell  und  ungleich  (B '— 4D  >  0).     Alsdann  ist 


/ 


iiiiddie(p'):  e    (a  — a)    (u  — /9)    =0, 

wenn  wir  k  =  0  voraussetzen. 

1)  Seyen  nun  die  Werthe  von  M  und  N  positiv,  so  genügt  dieser  Glei- 
chung u  =  a,  n  =  ß  und  bei  positivem  x  :  u  =  —  oo  ,  bei  negativem  x:  u  = 
+x  ,  (§.22),  so  dass  also  jetzt: 

y  =  Ci  /    e    (u-o)       (u  — ^)       8ü+C,/         e    (u  — o)       (u  — /f)       8u, 

oatörlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  bestimmten  Integrale  überhaupt 
zulässig  seyen  (§.  49). 

Hieher  gehört  etwa  die  Qleiohung 

wonua  A  =  a,  B=0,  C=0,  D= — b»,  V>=ii* — b*=(u+b)(u— b),  9)=au, 

Werthe  von  u:  — b,  +b,  ±qo  ,  so  dass 

mrx>0:     x  =  Cj/      e    (u«      by       8u+C,/      e       (u«-bT       8u. 

.    x<0:     y  =  C,/      e    (u«— b»r       8»i-C,/      e    (u»— bV       8u, 

— b  b 

wenn  man  in  der  ersten  Formel  zuerst  — b,  —  QO  als  Gränzen  wählt  tind  dann  u  = 
—  r  setzt.   Will  man  die  zwei  Fälle  nicht  trennen,  so  nehme  man  bloss  das  Integral 

J     e    (u' — b')         8u  als  Werth  von  y,  der  genügt,  setze  ihn  y^  und  suche  nach 

$.  74  den  allgemeinen  Werth.     Dass  aber  dieser  Werth  genügt,  lässt  sich  leicht 
nachträglich  beweisen.     Denn  es  ist  hieraus 

^=/  ue"(u*-bV       8u,  ?^=yu«e"(u«~b«r       8ii, 

— b  — b 

%]so  die  erste  Seite  der  Gleichung:  ^ 

{io*+att-b«zie"(ii»-b«)**"*8u=  xj  e"(n*— b»)**8u+»/iie"(ii«-bV*"*8u. 

^^  '  '  — b  — b 
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— 4>  - — 0 

SO  das«  die  erste  Seite  Null  ist. 

2.)  M  =  0,  K>0;  alsdann  haben  (p  und  %p  einen  gemeinschaftlicheD 
Faktor  u — a,  und  es  ist 

+  0C 


Hieher  gehört  etwa  die  Oleichungr 

x^+ag^+(*b  -b«x)y  =  0,  b>0,  »>0 


9 


=  »n+»b.  v  =  «'-b'=(o+b)(a-b).   ^=7^.  A?^  =  U»-k)*. 


(u  — b)  e    =0;  also 

+  00 


^    — b»  I   «     /   e    (u  —  b)' 

WO  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  x^O,  das  untere,  wenn  x^O.  Da  für  x>0  der 
Werth  u=:  —  b,  für  den  der  Nenner  0  wird,  innerhalb  der  Integratioiisgrftazen  liegt, 
so  ist  das  Integral  in  diesem  Falle  nicht  zulässig.     Da  man  aber  immer  den  Werth 

e ""  kennt ,  so  kann  man  nach  §.  74  das  allgemeine  Integral  leicht  finden.  Das- 
selbe ist 

e  •^     X 

3.)  M<0,  N  >0,  80  dass  etwa  M  =  —  M'  and  mithm 

welcher  Gleichong  genügt  wird  für  u=/9  und  u=+cX).     Bemerkt  oud 
aber,  dass 

(y+di)'  =  {  Vr'+«'(cas^+isin9)}'.  wenn  c<»»=y^q:^'  '^^=yp^' 
d.h.  (y+6i)'=(y*+6«)i'e'^*  , 

SO  wird,  wenn  oben  u  =  hi: 

(tt— /g)    e         (h»+^V    e   ^    e                            —^                              h 
,  008  9  =  _  r  -f  sinii  =r 


(u-.)"'  (h.+.:)iV>''       '  Vh'+I»''  Vh^+Zf' 


co»y^=  — ,  sinfi'  = 


80  dass,  wenn  M'>N,  diese  Grösse  noch  Null  wird  für  h=±oo ,  indem  im- 

mer^   ^,\     endlich,  =C08(Ny.+hx— M'yO +  i8in(N94-hx  — M'f') 

e    ^ 
ist.     Demnach  wird,  wenn  M'>N  auch  noch  der  Gleichung  genügt,  wenn 

u  =+«  i. 

Bieter  fgehürt  die  Gleichung 


IiitV«*l«««*«nW»«««sn+l[A+B«)  |^+(C+Dx)y=a 


8x'  '  ^"T^"*'  8« 
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»=3.  tp=u»+u-2=(u-l)(u+2).  f  =  _L__-1-.  A8u=ir^\ 

—  00  OD 

«r,>0:y  =  C./^,8-;  ß,  x<0:  y=C./^1^.8u. 

1  1 

Ton  welchen  Formeln  die  erste  nicht  (direkt)  zu  brauchen  ist,  da'u=  —  2  innerhalb 

der  Integrationsgränzen  liegt.     Eben  so  gehört  hieher : 

d'v  8v 

i^,+(x-l)J?+(4-2i).y=0, 

~^  =oru  =  i;.  ±  00.  ±  001.    Also 

—  00  -h  ODi 

/X«  /•         XQ 

_5.__8u+C,  /_J._fln. 


1  —  ODi 

00  +  ODi 


«,  x<P  :  y  =  C.y;-^.8«+C./^.8.. 

1  —ODi 

Um  das  letzte  Integral  umzuformen ,  setzt  man  u  =v  i  und  hat 

+  00i                     -1-00                         +00                                         +00 
1--^^ -8u  =  i/— 1; ;8v=l/ ? 8v  =  i/-5 8ir. 

worin  cosqD=  ^  .       ■    ,  sina)=^  .     — ,  od  zwischen  —  -^  und  +-5-.     Diesesln- 

tegial  ist  aber  = 

+00  +00  +0Q 

.  /*cos(iv  — 3»)+i«a(»i>~8»)^^^^  /cosCxv  — 3»)  ^^       /'iin(it>  — 8»)  ^^ 

-00  (t^'W  ^00  (««W  -ocCi'W 

^  da  Ton  v= — 00  bisv  =  0,  v  und  go  das  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  wie 

▼on  v  =  0  bis  V  =  00  ,    so  ist  das  letztere  Null  (§.  49,  VII)  und  das  erstere  kann 

Qiit  den  Gränzen  0  und  00  genommen  werden,  so  dass 

00 


__   /  C08(VZ  — 8< 


0       (v*+-4/ 

V  2 

Da  aber  auch 


Ist  Gieiclroiig  genügt,  wobei  singo  =:     .  ^       ,  cosqp=:  ^  .  ^ 
•»Gmndzfige**  8. 12) 


.  ^         12v— V»         „         S—Öv* 


(v'+4)*  (v»+4)' 

ist 

72' 
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8  V. 


_    /*C08(vx) 


(v»-f4)» 

0 

Aus  §.63  folgt  aber: 

0  0 

V81DVZ  ^        Ife       ,     ,^   ,-    /v'sinvx^         *»^  /lo        o   i\ 


woraus  dann  y  = 

«r 
2" 


0 

-2x 

iix*e 


ff 
d.h.  wenn  man  -^  mit  der  Konstanten  zusammeBzielit;  es  ist  allgemein 


farx>0:  y=Cx*e       , 


Sx 


Uebrigens  ist  auch  (§.  74) 

-/—  ' 

4.)    M  <  0,   N  <  0,   also  wenn  M  =  —  M',   N  =  —  K',   hat  man 


X« 

e  . 


jj, !r~^»  welcher  Gleichung  u  =+oo  ,  und  u=+oo  i  genügen. 

(u-a)     (u-/?) 


Hieher  gehOrt  etwa       x«-^— *öx""****^~^*  •>0, 


»= — aa 


.  ^=u»^b»=(n~b)(n+b),^  =  -^-ji^.y*^'8u=-J^^ 


/-:•■=,  ' 


=/ 


(i,»_b«)** 

+  001 

XV 


also    .  y  =  /       : öu. 

-O0i(u»-.br 
Um  das  Integral  umzuformen,  setze  man  u=:vi  und  hat: 

+  «  +00 

y^if lÜ 8v  = ! ycoB(vx)+iiin(»;x)g^^ 

+  00                                            +00 
oder  wenn  man  beachtet,    dass    /      ^!^ 8v=:0,   /      E2ÜL2 — ^^  s 

00 


2/ ^— ^ 8v.  und als  konstant  mit  der  willkürlichen  fiLonstanteft 

'  t+« 
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zusammenxieht ,  so  genügt  der  Torgelegten  Oleichung 


WO  das  Integnl^  wenn  ^a  eine  ganze  Zahl  ist,  nach  §.  63  ausgerechnet  werden 

kann. 

8'y         87 

So  wÄre  etwa  für  a=2,  d.h.  xr-i— 2^  — b'xy=0: 

8x'        8x  «^ 

00 

^/*co8(vx)  ^       c«    — b«r    ,    1^ 

so  dass  also  e     *  (  *+  T" J  der  Gleichung  genügt 

6.)  M  =  0,  N  <0;  jetzt  genügt  e^*  der  Differentialgleichung  und  o  = 
+x  i  als  Gränzwerthe. 

^^,-a+«)|j-(3+12x)y=0. 

f=— u~3,  ip='i'-«— 12=(u+3)(u--4),    -2.= ^»/^Ö«  = 

— l(u  — 4),  also 

-hoc  i 

—  00  i  '  \      «      ' 

Das  letzte  Integral  ist  in  der  bereits  mehrfach  berührten  Weise  umzuformen.  Ist 
4  .  V  ^  3  .      ,  ti 


Vr»+i6  v;;s^  Vv*+d  Vv»+9 

so  ist  es  gleich 

+  00  00 

/xVi  — 29i  ~^'i  /•      .  « 

-00(v'+lö)(t.«+9)t  -J  (v*  +  16)Vt'M-» 

Uebrigens  ist  das  allgemeine  Integral  auch  (§.  74) : 

y  =  e""'*rC,+C,  /  X  e^*  8  X  J  =  Ci  e~**  +  C,  e**^x  —  y  J. 

Seyen  aber  zweitens  nun  die  beiden  Wurzeln  von  u'+Bu4-D  =  0  reell 
und  gleich  (B»=4D).  so  ist  ^  =  ^^,  =  ,— %+-^'  /f  9«=— r^ 

o  V  /»  ^       {a  -  o)*      (u — o)*      ü  — o  J   ^  u— a 

+Nl(u— «),  e-'^^"=(u--a/e— ".  alsoe  ""X«— «^  =  0.  Dieser 
Gleichung  genügt  u  =  a,  wenn  N >()  und  M^  0;  ist  N  =  0,  so  genügt  ihr 
ii=a  nur  wenn  M >  0;  ist  N  <  0 ,  so  genügt  ihr  u  ==+  ooi.  Der  Werth  u 
=+oc  genügt  ihr  immer.     Ist  M<0  und  N^O,  so  wird  nur  u  =  +  o6,  je 

ob  xoOy  genügen,  so  dass  man  also  dann  kein  Resultat  erhält.     Ais  Bei- 
spiel mag  hiezu  dienen : 

6.)  x5^+(3+4x)J|+(7+4x)y  =  0. 
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+31(n+2),  ^V=(u+2)»e    "+*;  e"    ■+'(ii  +  2)»=r0  gibt  ii=— 2  «dc 
u:=±  00,  80  dass 


-00  00 

für 


i>0:  y  =  y    e*"     ■+%+2)8n=ye    *"     ■"*(n-.2)en. 


—2  2 

+  00 

/*  »-^. 

farx<0:  y=y    e        ■+*(u+2)8ii. 

Sind  endlich  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  u*+Bu  +  D  =  0  ima 
ginär  (B*— 4D<0),  so  ist  u*+Bu+D  =  (u4-a)*H-/»^  und  (§.36) 

/'    Au+C      ^         A,L     ,     ,,  ,     ,1   ,  C— «A       r         n+a^ 

abo  e"-^^«=e"+-[(n+«)'+/»M*\  P=  5^  arc  (tg=H±f) 
Soll  diese  Grösse  Null  seyn ,  so  muss  för  A  >  0,  u  =  —  «i/Ji »  u  = +00  j 
ob  x^O;  ist  A<0,  so  genügt  u=:  +  oo  . 

7.)  *S^+*li+*»'*y=ö'  •>^' 

<p=au.  V;=u*+b»,    /^8u=Jl(u'+b«)*,  «=0.  ß=.h: 

^+bi  -00 


-bi  •'-bi 

.+bi  ^00 


y=  C, /*e"(u»+b«)^*^*8tt+C, /e"(u«+b»)**^*8tt.  x<0. 
-bi  "^1 


Behandeln  wir  den  ersten  Wertii,  so  ist  auch: 
.0  bi 


y  =  C,  /(u«+b»)**^* e"8 u+C, /(n»+b»)**~* e"8 n+ C,  /%»+b*)'*~'  e"8n 

•'-bi  ^  0  •'-bi 

—  00  0  b 

-|-Cy(n«+b')*'~*  e"8  u=(C.-|-C,).y(b'-»')^'~'  e'""8H-C.l/(b'-t.«)l'~V'"  f. 


— * 

.00 


-c,y(«'+b')i-*.— 'e-. 


Die  zwei  ersten  geben 
b 


(C.+C,)l/(b»-t»»)i*"*e    *'**8t.+C.i  /(b*-t,»)**"*e**'*8v 

=  (C,+C,)i/(b«— »*)i*"\cosvx-isinwx)8v+C,i/(b»-ir»)i^^^ 
0  ^ 
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so  daM  aUo ,  wenn  (2  C|  -|-  C3)  i  ==  C ,  der  Gleichung  genügt : 

b  b 

y  =  C /(>'— O^'^*ooi(vx)  8  w+ C' /(b»  -  t;«)**^*8in (vx)  8  V 

0  • 

QO 

—  C'/(»»+b»)*^*e"*''8v,  x>0, 

eben  so  y  =  C /(b»  — ü»)'*~^08(t;x)8v+C'  /(b*— v«)^*^iln(vx)8t» 

00 
+Cy(t;«+b*)i*~*e*''8ü,  x<0. 

Ist  hier  \% — I  eine  positire  ganze  Zahl  oder  Null,  so  lassen  sich  diese  Inte» 
grale  leicht  bereehnen. 

n.      J^.H-Ax||+(B+Cx)y  =  0. 

also  wäre  hier 

Dieser  Gleichung  wird  genügt : 

füro>0,  A>0  durch  n  = r-,  ±  CX)i, 

n 

„    o>0,  A<0      „     u  =  — — ,±0D, 

„    a^O,  A>0      „     u=±00l, 
„    a^O,  A<0      „     u=±00 

Für  cy  =  0  haben  übrigens  o)  und  tl;  einen  gemeinschaftlichen  Faktor 
Aa+C,  and  es  genügt  also  e^*  der  vorgelegten  Gleichung,  wenn  /9=  — — . 

Das  Gesagte  setzt  voraus,  dass  nicht  A  =  0.  In  diesem  Falle  wäre 

J^+(B+Cx)y  =  0, 
welche  Gleichnng  wir  nachher  behandeln  wollen  (Nr.  III). 

J8u  =  ^+^l(u);  e"     ««u«  =0;    u=0,   ±00i, 
lUo 

e*"''"«iii„m      8u+C,/e*'"^»Äum       ^u 

—  JDi  0 
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.4-00  ^00 


■     —  00  0 

a 


oder  wenn  man  i  "^  mit  den  Konstanten  zusammenzieht: 

.+  00  ^OD 


=  Cj  e    «mu"       (cosn;+i«inxt;)8w+CV   e    «»v"       (cosxv+iMnxv) 


00  0 

.00  ^0 


=  (C+C 


!')•/  e    a«v"       (casxv4-i»inxv)8v+cy  e     ««v"       (co8Xv+i8inxp)fy. 
0  —00 

B 

Setzt  man  im  letzten  —  v  für  v,  so  erhält  man,  da  O+C'+C  ( — 1)* 


i-i 


-^-i 


(C4-C'  —  C  (—  1)  "       )  i  Konstanten  sind : 

/OO  .00 

e     amv"       coixt;Öi;+C,y  e     «"!»■       sfaixvdv. 
"  0  0 

n 
Für  den  Fall ,  dass  —  eine  positire  ganze  Zahl ,  werden  diese  Integrale  nach 

§.  62  bestimmt.     So  ist  für  m = n : 

-  —  ^    / -  — 

e     2m|;os(xv)6ü  =    \/    -;;-e       *, 
0  TZ" 

so  dass  also  der  Gleichung  g--,+mXg — |-my=0  der  Werth  e      *   genfigt.     Der 
andere  ist  dann  (§.  74) 

BZ*  am*  BZ*        mz* 

^/£j;;8x=e""«"/e^8x. 

J     —  mx*  •/ 

e 
ni.     ^+Aj|+(B+Cx)y  =  0, 

oder  wenn  man  x  =  n  —  -^  setzt,  so  erhält  man  die  Form: 

8T«+"8i+"y=^- 
Wäre  C  =  0,  so  gehörte  die  Gleichung  zu  §.75.     Für  A=0  erhalt 
man  die  in  IL  zurückgestellte  Gleicliung,  die  also  auch  hieher  gehört.   Jet2t 


e 


T-8u=g^-) — 2^,  so  dass  e        '"      *"  =  0  seyn 

soll.     Ist  n^O,  so  ist  diese  Grösse  Null  f&r  u'= —  oo;   dagegen  bei  n<Ofir 

u '  =-|-  OD .     Daraus  folgt 

s  s 

n=00  V— 1  oder  u=  00  V+1, 

d.h.  da  (vergl.  „Grandzüge''  S.38) 

—  1  =  e  ,  V —  1  =  e     "        ,  also  V —  1  =  e  «     oder  e      oder  e'     , 

-/-  i  =r  e         ,    |/+ 1  =  e  ♦   also   V"T  1  =  •   oder  e"     ,  oder  e  *  , 
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1  hat  man  als  Gränzwerthe  von  u : 

farn>0:   00  I  C08-5-+^"n~  I, -— oc  ,  Ool  cos  —  «-fisin ---ir  J 

=  Qe(co8|-i«n|). 

färn<0:    00.    X I  cos -^+i  sin  —  j.  00^008 —ir-|-i  sin  —  ifj 

(2  .  .    2    ^ 

COlylf  —  iwnyff  J, 

ISO  da    «08  — =  y,    8my  =  yV3,C08y  =  -.-5-.8in—  =  yVS: 


iO0(l4-iV/8)  lQC(i-iV«) 

-4  0D(i-f-i  V«>  00 

/-4-— -4-—'  r        4-— -«- 


mv* 


'"8u. 


_,,ri±iv5^*  =  _z'. 


^  OD  (-1+1 V»)  \  X  (-l+iVs) 

Um  diese  iDtegrale  umzuformen ,  schiebe  man  überall  die  Gränze  0  ein 
>.49,  III),  so  dass  man  jedes  in  eine  Summe  zweier  anderer  umstellt.  Da- 
rch  wird  man  Integrale  folgender  Form  erhalten : 

/.»  /  /  ^00  0-fiV3) 

/ü8u,;    /ü8n,    /ü8u,  /ü8u,  n.  8.  w. 

•^  0         <_oo       •^  ioo(i  +  iV«/ 0 
ren  Behandlung  durch  das  Folgende  klar  werden  wird. 

iX(l-fiV3) 

g*"      8n       2ii9„  g^j^^^  mJUgQfgggg         2  (1  -|-i\/3),    fc>0 
0  ^ 

1(1  die  Gränzen  von  z  :  0  und  x;  ferner  ist  u'  =  z'  f       '      J 

4  X(l-f-iV'8) 

/e'"     *»      2»8o  =  i(l  +  iV3)/ e^^*'     *"      ^«^  ^(co8  9>+i8inv)8«. 

0  0 

Verfahrt  man  in  ähnlicher  Weise  mit  allen  übrigen  Integralen ,  setzt 
«eilen  — u  für  u,  um  die  Gränze  —  x  in  -f-<30  umzuwandeln,  u.  s.  f.,  so 
lält  man : 

mrn>0:y=cye  '"      *"8u  +  C'ye^        '"      *»^co8f>8o 

0  0 


+  C" 
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OD                                             OD 
'  /•         .   n»   .am*  /•  j^ uf    .  mm\ 

für  n<0:  y=c/ e*'     *»     *"8ii+C'/e**    ^'     "■^eot^^Ön 

0  "^  0 

OD 

9»»     »^*    *• -'ringen. 

Für  den  oben  berührten  Fall  ist  m  =  0,  wodarch  die  Integrale  sieb  et- 
was vereinfachen. 

"Wir  haben  damit  die  hauptsächlichsten  Fälle  Ar  die  Gleichong  zweiten 
Grades  betrachtet.  Beispiele  für  Diflferentialgleichangen  höherer  Ordoong 
würden  sich  natürlich  in  ähnlicher  Weise  behandeln  lassen« 

8.78. 
Auf  die  in  §.77  behandelte  Form  lässt  sich  die  Gleichung 

zurückführen.    Man  setze  nämlich  x'*  =  u,  y  =  u'z,  wo  n  eine  noch  unbe- 
stimmte Konstante  ist.     Alsdann  hat  man : 

Öy      8  (n"«)  8u      /"  a  8«  ,        a— i  ^       «— *      8y  T   »»  8«  .        »— *  ^ 

8^=-T;r"8i=l"  8^+°^    ">"^    '«ei^H^  8i;-^»^   «]• 

8?  = ^ ^=m;(m-i)i      1^«  e;;+"     «J 

m-ir    a8*8  .   „      a-l8«  ,      ,         i\    "^^  T-   "— * 
+  mx       In   ^+2ini       ^4-n(n— l)u      «Jmx 

x*j^  =  m(m— l)u^^u    ö^  +  nn      Ej+in»u»|^u    ^+2nn       ~+ii(n— l)a     ij. 

SO  dass ,  wenn  man  diese  Werthe  in  (a)  einsetzt : 

B  B  B  B~l~l  B  tT^ 

-|-[nin(m  — l)u -f-m*n(ii— l)u  +  *t">nii -j-bimnn       +•«* +Ki* 

und  wenn  man  n  so  bestimmt,  dass 

niii(in— l)+in*n(B  — l)+aiiim+ao  =  0,  (b> 

SO  wird  diese  Gleichung,  die  man  alsdann  durch  u"+^  dividirm  kann:  i 

und  gehört  unmittelbar  zu  den  in  §.  77  ausführlich  behandelten  Formen.  Die 
Gleichung  (b)  liefert  

von  welchen  zwei  Werthen  jeder  gewählt  wetd^ti  kann. 
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Hier  ist  ai=b|=:0,  ao=:0,  bo='ta\  C0=O,  m=r-|-2,  also  u=x  ;  die 
(b)istii(r+2)(r+l)+(r+2)'ii(o— 1)=0,  der  genügt  wird  durch  n  =  0,  so 
dass  z= j.     Die  (c)  ist  jetzt 

(r+2)'»8p+(r+2)(r+l)  |^±.'.  =  0.  «  j7.+^  8i±(7+^''  =  " 
und  gehört  zu  §•  77,  L     Ist  diese  Oleichung  zwischen  z  und  n  integrirt,  so  setzt 
man  ü=:x      ,  z=j. 

Der  Fall  r=  —  2  ist  aber  hier  aasgeschlossen;  alsdann  hat  man  x'g— *  +  a'y 
=0,  welche  Gleichung  zu  §.  76  gehört,  wo  sie  in  Nr.  1  bereits  integrirt  ist. 

wor  eine  positiTe  ganze  Zahl,    ai  =2,  b|  =:0,  ao= — r(r-|-l),  bo  =  0,  Co=:a^ 
m=ly  mithin  die  (b): 

n(n  — 1)+2<> — r(r-j-l)  =  0,  n  =  r;  x  =  u,  y  =  n2; 
aUodie(c):  z~+2(r+l)  ^+a»xs  =0, 

welcher  Oleichung  nun  (§.  77 ,  Nr.  7)  das  Integral 

/(a'—v*)    eos(vx)8v,  also  der  ersten  x     /(a'  —  v*)   co8(vz)8t; 
0  t/  0 

genügt.     Setzt  man  v^asinqp,  so  genügt  also  der  vorgelegten  Gleichung 


-/; 


2  cos         9>coB(ax8in9>)d9. 
0 


8*y,    a8y   ,.    r         ^      i^^Ji       8y,.     r+i       ^ 

r+2  — 

ai=:a,  bi=0.  ao=0.  bo  =  0,  Co=b,  m=— ^""J  »*  =  3t  *  ,  n=0,  y  =  z: 

rr+2^'    e'y      rrOHh^        r  +  2-|  8y  .  .   .    _^ 
8»y  ,   r+2a  8y  .       4b  ^ 

welche  Gleichung  zu  §.  77,  I  gehört.     Für  r= — 2  gehört  sie  zu  §.  76. 

§.  79. 

Die  seither  mittelst  bestimmter  Integrale  durchgeführte  bitegration  von 

Differentialgleichungen  hat  den  indirekten  Weg  eingehalten.     Es  ist  aber 

leicht,  aach  den  direkten  einzuschlagen,  d.h.  eine  Diflferentialgleichung  zu 

bflden,  der  eine  bestimmte  Integralform  zukommt,  wie  dies  namentlich  schon 

Ealer  gethan,  dem  im  Wesentlichen  also  der  Grundgedanke  obiger  Methode 

zukommt.     Wir  wollen  dies  an  folgenden  Beispielen  erläutern. 

I.  Sey 

(u+ö*8u. 
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WO  $  eine  beliebige  Funktion  von  x  ist,  während  a  und  ß  Konstanten  nach 
und  u  sind ,  so  hat  man : 

+n  (n-  l)yu  (»+0"""*(|^)'8a. 

Sind  nun  L,  M,  N  noch  zu  bestimmende  Funktionen  von  x,  so  ist  hieran 

■■S+"H+»'=/f<'+«-["""+»iy+"'— »■•CIO' 

+Mn(u+Ö  ^+N(u+eQ8ü. 

Gesetzt  nun,  es  werden  L,  M,  N  so  bestimmt,  dass  das  nnbestinunt  g 
nommene  Integral  der  zweiten  Seite  =R(u4-f)"^  wo  R  eine  noch  zu  b 
stimmende  Funktion  von  u  ist ,  so  muss  seyn 

u[nL(u+öfy+n(n-))Lf|iy+Mn(u+ö?i+N(n+e»]  =  ^(n+|) 

+(n  — 1)R. 

Sind  nun  A,  B,  C,  a,b,c  beliebige  Konstanten,  so  wollen  wir  setzen: 

öx  8x  \f. 

N^«+nM^||+n(n-l)L(^?ij  +nL^?^=C+c^) 

wodurch  obige  Gleichung  zu 

cn        v  n 
wird  i  wo  nun  U  und  R  so  bestimmt  werden  sollen ,  dass 

U(c+bu+au»)=54  ü(C+Bu+Au»;=u?^+(n-l)R. 

Ott  c  a 

Alsdann  ist  obige  Gleichung  identisch  und  man  hat: 

An»+Bn+C      "8^+^°""'^^  R       ->a»+(A-b)n*4-(B-c)  n+( 

au»-i-bn-|-c  ""  8R  '  ^"       '  8R  "^  an*+bu+c 

8a  du 

1    8R  (n— l)(au*+bu+c) 


R  8a      _»u*+(A  — b)u*+(B  — c)u-HC* 

im^-^n      uf  (au»+ba-fc)8a    

'^^"^""■^y-aa»+(A-b)a«+(B-^c)a+C' 
1  8R  (n-l)R 


(b) 


ü  = 


aa»+bu+c  8a     — an»+(A— b)a»+(B  — c)a  +  C 
wählend  l|^  +  M  J{+Ny  ==  [R(a+Ö-*]^^  -  [R(n+i)"-*] 

Aus  den  Gleichungen  (a)  folgt : 

N=AH-a^L=  -     TTeTv  8^  ' 
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0  dass,  wenn  man  im  Stande  ist,  a  nnd  ß  unabhängig  von  x  zn  hestimmen, 

odass 

Isdann  der  Werth 

^""/«»n'+lb  — A)n»+(c-B)u-C 

er  Gleichnng 

eoQgt,  wenn  L,  M,  jS  durch  (c) ,  R  durch  (b)  gegeben  ist  und  A,  Bi  C,  a,  b,  c,  n 
«liebige  Konstanten  sind. 

Ifan  setze  hier  etwa  9=x,  so  ist  N=iA-4-ax,  L= 7 rz . 

B4-(b— 2A)z— 2az' 
1=  ■  ,  80  dass  also  der  Gleichung 


(e) 


;+(c-B)x+(A-b)»»+sx'8'y     B+(b-2A)i-2ax»  8y  ^  ^^  ^  ax)r^O 

n(n — 1)  8  X*  n  8x 

;enügt  wird  durch 

f^  R(ii+x)°8a 

^"y«su'  +  (b— A)u+(c— B)u— C 

^.  im^-r«     \^  f  (*a'+ba+c)en 

[R(n+x)""*]         =  [R(u+x)'"'j 

C  n      p 

Man  setze  nun  spezieller  noch  in  (e):  a=0,    -7 rri=a«,    — ;? rr  =  bj, 

n vn  —  1)*  n  ^n  — -  x) 

1(0-1)=^»"^^**' — ; — =bi,  A=ao,  soist  C=n(n— 1)82,  A=ao,  b  = 
ab|-j-2ao,  B=na|,  c=:n(n — l)b2-f-Q^)  *®  **••*  wegen  A — b=n(n  —  l)c2 
Mich  noch  * 

n(n— l)ei4-nW+ao  =  0 
leyn  muss.     Bestimmt  man  hieraus  n,  so  sind  ao  •  a| ,  aj ,  b« ,  b, ,  o,  ganz  beliebige 
QrOssen,  und  man  kann  also  sagen,  dass  der  Gleichung 

(a,+b|X+c,x»)^+(a,  +  b,x)  ^-Haoy  =  0  (f) 

genOgt  wird  durch 

^^r^    R(a+i)°8ii 

-  HH)  =  l/ii^a:^^  „(n-l)c,  +  nb.+..!=a 

[E  (u+x)""*]        =  [R(u+»""L, 

^0  wir  die  konstanten  Faktoren  ron  y  gleich  weggelassen  haben. 

Die  Grösse  n  darf  nicht  Null  sejn ,  wenn  ag  es  nicht  ist ,  da  sonst  R  nicht  be- 
stimmbar wäre.  So  lange  aber  89  ron  Null  yerschieden,  ist  es  auch  n.  Für  C2=b| 
^0  ist  n  nicht  bestimmbar;  alsdann  gehört  aber  auch  (f)  nicht  hieher^  sondern  zu. 

*.77. 
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Auf  die  Gleichung  (f)  kommt  die  folgende  Gleichung  surttck: 

(i-l)x«?^+(ax+b)x?^+(cx+d)y  =  0.  (g) 

_  n  ,        8y  n— 1       ,      »Öl    ö'y         ,         ,.    ■-2 

Denn  setzt  mftBy=x   z,  also   g^rrrnx       z  +  x   g^^  ^=^(^ — *)*    * 

+2nx"~^   8~"^~^"fi~~»»  ***  erhält  man  nach  Weglassung  des  gemeinschaftlidieD 

Faktor,  x^:  ' 
i»(x-l)m+[2>'x(»-l)+(»X+b)x]^+[n(n-l)(x-l)+(ax+b)n+cx-H]f 

C  Z  €)Z 

=  0. 
so  dass ,  wenn  man  n  aus  der  Gleiohung 

ti(n  — 1)— nb— d  =  0 
bestimmt,  man  die  ganze  Gleichung  durch  x  diridiren  kann  und  erhAlt: 

x(x-l)  J^+[(2n+a)x  +  b-2n]  J|+[ii(n-l)+aii+e]i  =  0. 

welche  Gleichung  unmittelbar  zu  (f)  gehOrt.     Die  Bestimmung  ron'n  ist  immer 
möglich.     Die  Gleichung 

(x-h)x»|^+(ax+b)x^+(cx+d)y  =  0        *   (g') 

kommt  auf  (g)  zurück ,  wenn  man  x  =  h  u  setzt. 
Femer  reduzirt  sich  die  Gleichung 

(x-h)»x^+(ax+b)(x~h)  |Z4.(cx+d>y  =  0  (h) 

./   X  u/t        X       ,      6y     8y  8u  1   dy   8»y      1  8»y     ,_, 

auf(g).  wenn  man  x=h(l~u),  »»»o  ^^  =  3^.  g^=  - ^  öi' eT'^PäV»  "^^^ 

wodurch  erhalten  wird : 

hu«(l-u)J^-[ahO-«)+b]uJl+toh(l-n)+d]y  =  0. 

Endlidi  kann  die  Gleichung 

(x-h)»x»g^,+(ax+b)(x-h)x^+(e^»+dx+f)y  =  0  0) 

auf  die  Form  ron  (h)  zurOckgefÜhrt  werden.    Man  setse  nämlich  y  =:x*z ,  so  erlitt 

man ,  nach  Weglassung  ron  x  : 

(x-h)»x«^,+[2nx(x-h)»+(ax+h)(x-h)x]J|-|.[n(n-.l)(x-h)« 

+(ax+b)(x— h)n+cx»4-dx+fl  i  =  0, 
so  dass ,  wenn  man  n  aus  der  Gleichung 

n(n— l)h'— bhn+f=0 
bestimmt,  man  durch  x  diyidiren  kann  und  sofort  die  Fonn  (h)  erhält. 

FQr  h=0  lässt  sich  n  hieraus  nicht  bestimmen.     Alf^ifi«^  setse  man  x^r* 

0 

d.h.  tt»?^+[2-a-bn]u5l+(c-|.d«+fu«)y  =  0. 

welche  Oleiobung  tu  §.  78  gehOrt. 
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n.  Sey 


V   a 


Ue        8a, 


WO  i  mne  bekannte  Funktion  von  x ,  U  eine  noch  unbekannte  Funktion  von 

oistysoist 

80  da8s,  wenn  man  das  unbestimmte  Integral  der  zweiten  Seite  r^Re*^^^ 
setzt: 

seyn  mtisa.    Ist  also 

soiit  ü[(A+a|)n-+(B+b|)u+C+eö  =  |5+n^R. 

ou 

nodalw  ü(Au*+Bu+C)  =  ^.  ü(au»+bu+c)  =  nR, 

^  l^^,(A.'+Bnj-C)     »(B)  =  nA':+;°J:S,. 

B   8a         au*-|-bu-|-c    •     ^  '        /  au*+bu-fc 

nR 
imd  dann  ü  =  — ttt — ; — • 

aa*-|-ba4-c 

Bestimmt  man  dann  a  nnd  ß  so,  dass 

80  bt  das  bestimmte  Integral  Nnll ,  und  man  hat  somit  den  Satz : 
Der  Gleichung 


wägt  r=/    — r-rr — i — ^n. 


e 


8'« 


»•■  -  •  "8i 


Setzt  man  hier  $=x,  n=:l ,  so  gelangt  man  auf  §.  77.     Setzt  man  $=x', 

80  ist 

f      ^+*»'    .,     -A+(2nB-a)i'+2nb«* 

Ist  hier  A=0,  n=Y,  a  =  l,  also 


L=i.M=<5r:ii±-''^.N=c+.,.. 


BQd  seist  man  B — 1=%,  b=.b|,  C==a2,  c=sb],  so  folgt  hieraus,  dass  der  Gleichung 
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genügt  wird  durch 

/^  Re^"'da  1    /^a,  +  l)a+«,  .      ^  W'   ^,rJ"'v 

«.       l  .     w        (Ax4-a)x»     ^  bx    ,    2a-nB  , 

Sefczt  man  eben  so  f  =  — ,  so  ist  L  = i ,   M= — .  —  i i —  »' 

^       X  •  n*  n     '  n' 

,  2Ax»    ^,      Cx+c         ,  ^  .  ,    ^  «     «     . 

-\ 1— ,  N== ,  und  wenn  etwa  A=0,  n  =  l,  a  =  l,  D= — a«,  2 — B  =  b,, 

C  =  b2,  c=a|,  so  hat  man: 

Der  Gleichung 

8^     V+M  8y     «,+b,x 

8x»"^      X»       ex"^      X*      ^~" 

genügt  y^  /^    Re-8u  ^^^^  ^  /^^-^^>°j-N8o.  (Re')   ==  (Re^) . 

yu»— a,u+a,'  yu*— a^n+a,  V  « 

(Vergl.  auch  I,  (i)  für  h  r=  0.) 
III.  Sey 

y=r/'e'^ü8u. 
y  a 

WO  ^^  $  bekannte  Funktionen  von  x,  so  ist 

8'v  8v 

und  wenn  man  das  unbestimmte  Integral  =e*  ^R  setzt: 

SO  dass,  wenn 
.(SV..+.,..Ly|i+Lt5y+«,||=B-HI.L|y+M?i+«.C+.. 

und  ü[Au»+Bu+C]=  |5,  ü[au»+bu4-oJ  =  R, 

0  n 

man  hat  1{R)  =  / 3_!_.      '      8n,    ü= — =-— — ; — , 

und  wenn  dann  a  und  ß  so  bestimmt  werden,  dass  die  Grösse  e"  ^Rfiiro^a 


und  u=ß  denselben  Werth  gibt,  so  genügt  y  =  i7     e'^  UduderGleichoog 


^8-T«+^?l+^'y=^'^^ 
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Für|=xl8t 

T      A"r*^    w öx 

Ij=: ,   M=  p . 

(C+cx)?-(B+bx)?^+2(A  +  ax)  (^^-iy-(A+ax)  t  ?i| 

so  dass  also  der  Gleichung 

(B  +  bx)t-2(A+ax)  ?| 
(A+.x)— ,+ 

(C+ex)r-(B+bx)t  ^+2(A+«x)  r^)*-(A+»x)t  ^^ 

genügt  wird  dnieb  7  =  ^  /     e^DSu.     Für  ^=e*k(Hniiitiiianaiif  dieFonndea§.77'; 

tb  4 = z  hat  man 

>._L.-^8'y  .  -2A+(B-2a)x+bx'8y  .  raA-(B-2a)x+(C— b)x'-^^^x»^  .      . 

(A+")^,+ 1 8i+L^ r* J  y=°- 

Setzt  man  dagegen  ^=:e      ,  so  ist 

L  =  (A-fax)e~""*  ,  M=  {B+{b— 4mA)x--4max'i    e~""*  ,     N=:tc  — 2mA 

+  (c— 2mB  — 2am)x  +  (4Am»— 2mb)x»+4am*x»l   e""*' 
also  wenn  etwa  a=0,  A=l ,  B=a| ,  b — 4m=:b, ,  C  — 2m=ao,  c  — 2ma|=:bQ, 
im^ — 2mb=:c0,  so  dass  also  m  derart  bestimmt  werden  muss,  dass 

4m*+2mbi+Co=0 
so  wird  die  Gleichung 

^+(at+b,x)^+(ao  +  boX+CoX*)y  =  0 

iDtegrirt  werden  durch 

.,,/^  e"R8u  f    u«+ata+2m  +  ao 

^'''     y«(bi4-4m)n+2mai-|-bo'     ^^  "7  (b,  i-4ra)a+2m  a, +bo      * 

§.80. 

Wir  haben  seither  uur  die  linearen  Diflferentialgleichungen  ohne  zweiten 
Theil(§.  74)  betrachtet;  die  Integration  dieser  Gleichungen  mit  zweitem 
Theile  lässt  sich  aber  ganz  leicht  auf  das  im  Seitherigen  Angegebene  zurück- 
fthren.     Gesetzt  nämlich,  es  sey  die  Gleichung 

n  n — 1 

8x  8x  «    1  ox        B 

vorgelegt,  m  welcher  Xq,  X^,...,  X^,  X  bekannte  Funktionen  von  x  sind, 
^  man  habe  als  allgememes  Integral  der  Gleichung 

Xo  — +Xj5 I+...-I-X        |y+X    y  =  0  (b) 

8x"  8x  n-i8x^    u^ 

gefunden  {%.  74): 
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y  =  c\y.+c,y,-f  ...-hcy  .  (c) 
WO  yi,  y,,...,  y.  ebenfalls  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  so  lässt  sich 
hieraas  immer  das  allgemeine  Integral  der  Gleicbnng  (a)  finden.  Denken  wir 
uns  nämlich,  in  der  Gleichung  (c)  bedeuten  einmal  G| ,  C, ,...,  C^  nicht 
mehr  Konstanten ,  sondern  (noch  unbekannte)  Funktionen  von  x,  während 
yi>  •  •  •»  y»  'roroer  noch  Funktionen  von  x  sind,  die  so  beschaffen  sind,  dass 

OX  C  X 

6  y  e       y  8y 

dx  OX  dx 

femer  wollen  wir  nunmehr  versuchen,  C^,  G,, . . .,  G^  als  Funktionen  von  x 
so  zu  bestimmen ,  dass  (c)  auch  der  Gleichung  (a)  genüge.  Aas  (c)  folgt, 
unter  den  jetzigen  Voraussetzungen : 

öy_r  ^y»^r  ®y»^         A-c   ^^»-^.  ®^^^v  ®^»^  -4.V  ^^■ 

e^  =  c,  -^+c,  —4- . . . .  4-c,  ä7+y*  "87  +  ^'  87"+  •  •  •  •  +/.  87* 

und  wenn  wir  nun  G| , . . . ,  G^  so  bestimmen ,  dass 


8y     /,   8y.  .  ^  8y, 


8y. 


Hieraus  folgt 


ö'y^r  ®'yi4-r  ^*y»4-         -A-r        ■  (f\ 


8x'        '   8x*    '     '   8x 

wenn  wir  C| , . . . ,  G,  so  bestimmen ,  dass 


^  8C,     8y,  8C,  *^'^-  =  0.  (..) 

8x    8x  ^  8x     8x  ^  ^    8x    8x  ' 

Aus  (f,)  folgt  wieder 


8*y_^    8»y,  ,  ^  8»y, 


8»y 


87«  =  ^^  8?'  +  ^'  8^  +  •  •  •  •  "^^.Tx"^'  ^^'^ 

wenn  G| ,  . . . ,  G.  der  Gleichung 

8x»    8x^8x»    8x^ ^8x»    8x  "^  ^^' 

genügen.     Wie  man  so  weiter  gehen  kann,  ist  klar.^  Man  hat 

8x  8x  8x  ■  8x  '        ■ 

wenn  wieder 

rx  OX  oT 
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Aus  (f,_|)  folgt  endlich 

n 

81  8x  8x  8x        8x  ''^        8x  ^^ 

8        y   ÖC 

I    n        n 


und  wenn  man  die  Werthe von ~,  ...,  — ,  wie  sie  die^e  Gleichungen  geben, 

^^  8x' 

in(a)  einsetzt,  dabei  aber  die  Gleichungen  (d)  beachtet,  so  erhält  man 

Daraus  folgt  nun,  dass  wenn  man  C^,  . . .,  C^   als  Funktionen  von  x 
durch  die  Gleichungen 

8C|    ,        8C,  ,  a      /x  \ 

'•    87 +  y'8-x  + •••+>■•   87=  *^' 

8yj^8C.      ey,8^,  ,  !l5  *^»_0 

8x  8« "•'ex  ex"^ •••"•"  ex  87"  ' 

8x-*»""^8x-'*«'^""^8_^x;;;^»»"  ' 

8x-*'8»       8x"-*    »«  8x-*    8^       ^« 

Wstimmt,  alsdann  die  Gleichung  (c)  der  (a)  genügen  wird.     Aus  (e)  folgt 
aber  immer  unzweideutig 

8x""^"    8x  ~^* 8x""^'  ^  ^ 

^^nn  5i>  ?2»  ••  M  f,  (bekannte)  Funktionen  von  x  sind,  während  nun  aus  (e') 

folgt : 

C,  =  A  8x+E, ,  C,  =  Aex+E,.  ...  C,=  Aö  x+E^. 

voE,,...,  E^  willkürliche  Konstanten  sind;  so  dass  der  (a)  genügt  wird 

durch 

y=yt  (yit8x  +  E,)  +  y,(^y*^,8x-hE,)+...+y^(^yi^8x  +  E^),         (g) 

^Iche  Gleichung ,  da  sie  n  willkürliche  Konstanten  enthält,   das  allge- 
meine Integral  von  (a)  vorstellt. 

Gesetzt  aber,  man  kenne  nicht  das  allgemeine  Integral  von  (b),  son- 
«lern  blos  n—  I  besondere  Werthe:  y, ,  y?,  •  • ,  y^-i »  ^'^  ^^^  Gleichung  (b) 
genügen,  so  dass  also 

y=  C,  y,  +C,y,+  .  .     .  +C^^5^_,  ^> 


so 
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zwar  wohl  der  (b)  genügt,  aber  eine  Konstante  za  wenig  hat,  uin  das  allge- 
meine Integral  dieser  Gleichung  zu  seyn.     Lässt  man  wieder  C|> ,  C^^ 

Funktionen  von  x  seyn,  und  setzt  die  Gleichungen  (e^),  (e,*),  . . .,  (e^,), 
d.h.  die  n — 2  ersten  Gleichungen  von  (e)  fest,  in  denen  jedoch  C^  fehle, 
hat  man 

87=^^''I?=^"^--"^'--'~8?-   "^77^^'''••••'^"7?^"^^"• 
ex"        ex"  -*   8x"         ^ex-J*  ^««  ex'"'     «^  ^ 

,  ? L«  ?_^-i-       _i litri !.-< 

^  .  — t    8x  ^•■■^    ,  •-»       »X«    ' 

und  wenn  man  dann  diese  Werthe  in  (a)  einsetzt,  dabei  die  Gleichungen  (d) 
beachtet,  so  folgt,  dass  (h)  der  (a)  genügen  werde,  wenn  C,,  .  . .  C^,, 
80  bestimmt  werden ,  dass : 

8x    ex"^8x    8x  '^•••"^     8x        8x"'"""' 

• 

ox  ox  ox 

re'^S.  »c  ^"    ^-1  * ^.-n  ,  2x  P°~'y'  ?^«  -i- 

'L77^e7+--+   ,-*   -ex-J+2^l3^.-i  »x+--- 


+ 


8x"-*        8*    -  -8x-   -    -*  8x- 

Aiis  den  n  —  2  ersten  Gleichungen  (i)  folgt 

8x~''  8x'  8x  -"'•   8x 8x     ~  .-l  8x  '  ^^' 

xro  ^,...,  ^_^  bekannte  Funktionen  von  x  sind ;  setzt  man  nun  diese  Wertk 
in  die  letzte  Gleichung  (i)  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung 

in  der  P  und  Q  bekannte  Funktionen  von  x  sind.  Kann  man  (l)  allgemeiD 
mit  zwei  willkürlichen  Konstanten  integriren,  so  geben  dann  (k)  die  Cjy'-M 
C^^_^  mit  weiteren  n  —  2  willkürlichen  Konstanten,  und  (h)  gibt  das  aife^ 
meine  Integral  von  (a).     Für  X-=  0  gäbe  die  (I) : 
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wie  bereits  in  §.74  gefanden.   (Es  ist  nämlich  Xj  jTj   —  -f-  2X^,  g^  07  + 


=-(..')+/i^-e-^^'^4^0- 


Man  sieht  leicht,  dass  wenn  man  nar  n — 2  besondere  Werthe:  yi, . . .« 
y^_^  kennen  wurde ,  die  der  Gleichung  (b)  genügen,  man  das  allgemeine  In- 
tegral von  (a)  erhalten  würde,  wenn  man  die  Gleichungen  annähme: 


»X-    -    »«  8X-*        8x 

,»-»      00  8*"~*T       8C      _  _o"-* 


X, 


■ j  11—3  /  ^     ' 

^       y  8C       -,  rft"-*        ft»n  8        y  8*C      ,-- 


a    ■     *  C  X      J  1_  ö     -— •        O  X  Q  „" 

CX  CX  OX 


ex         "*  8x  ^"    -■  ■-8x 

8       y 


»"""y       8»C      ..  _o»-»     «.^  8"   'y       8»C 


^«-2        «-2  I  .  y  r8 yj^  8»  Ci  ^■-»        »~n  _  y 

woraus  zunächst  folgt: 

ö  C,  __  ^    8  Ci  n~2  _  ^  8  Ci  .   . 

X  ÖX  8x  «—2   öx 

Ist  aus  (n^)  C|  mit  drei  Konstanten  erhalten,  so  folgen  C, ,    .  .,  ^^-t 

aus  (n)  mit  weiteren  n — 3  Konstanten  und 

y  =  C»yt+C,y,+  ...C      y 

gibt  das  allgemeine  Integral  von  (a).  Wie  man  diese  Betrachtungen  weiter 
fortsetzen  kann,  ist  klar.  Eben  so,  wenn  X  =  0,  dass  die  (1),  (n') .. .  dazu 
^enen  werden,  ans  n  —  1,  oder  n — 2...  besonderen  Wertheu  von  y,  das 
allgemeine  Integral  von  (b)  zu  finden. 

§.81. 
Wir  wollen  nun  vor  Allem  die  Methode  des  §.  80  auf  eine  Reihe  von 

I^eispielen  anwenden. 
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wenn  A,  B  Konstanton.     Hier  ist  (§.  75):  y^  =:e"**,  y,  =0"**,   wenn  m| ,  m,  die 
Wurzeln  von  m'4~'^™H~B=ö  sind,  vorausgesetzt  diese  Wurzeln  seyen  ungleich; 

sind  sie  gleich,  so  ist  y^  =  e     ,  y,  rrrxe  Also  sind  die  (e): 

«txÖC,   ,     iii,x8C,      _  m,x8C,   ,         »txac,      ^, 

bC\      Xe-"**    aC,      Xe""'"'    ^  1         /^  -»tx.     .  ^ 

ox       m^  —  nij     ox       m,  —  m^  m, — üIj^ 

y=_J_[^e'^yXe-'^*8x-e"'yke-"'"8x]  +  E^ 
Fflr  iDi  =  ni]  ist 

m»8C,    ,         mx8C,       „  "»^Cii/,  _1_        x»»8C.-     V 

•      -87+"       8i="''"*       e7+(l+»'«)e       8^  =  X; 

mx        nx  t  — nx  mx  /       — 'Ibx 

y  =  (EiH-E,x)e    — e     /xXe         Öx+xe     /Xe         6x, 

2.)  •^t\i^^^^'^' 

y^=cosx,  y2=8inx  (§.75,  II);  also 

cosx-r-i  +  sinx  —=0,   — sinx  ^-^-|-C08X  -r-==:cosx; 

ox  ox  ex  OX 

8c  r 

iinx,  — *  =  cos*x,  Cj  =  —  /8inxcosx8x  =  —  |sin*x+Ej, 

C,  =^8inxco8x+5x4-Ej , 
also 

y  =  — 48in*xco8x-f-isin*xcosx-|-^x8inx+E4C08X-f"E»»inx  =  4x8iux4-E^cösx4-E,sinX' 

^•^  8x»      X   8x^x*^~  x" 

y,  =x.  y,  =xl(x)(§.  74,  Nr.  I,  oder  §.  76,  Nr.  1). 

*Ä  =  ^-'  17=T'  C.  —  - |-D«]»+E..  C.  =  l(x)+E,; 

y  =  --2-l(x)'+xlW+K.x  +  E.xl(i)=|-xl(x)'+E,x+K,xl(x).* 

yj=:x,  wie  man  leicht  sieht;  also  nach  (m),  wenn  dort  n  =  3,  yi=x,  Xj=6x» 
Xi=-3x',Xo  =  x»,  X  =  x: 

6,.,._^_6x  -3^-3»   .Xg^+3x  ^^-hx    .X--,  =x, 
^  =  1-,   C,=  ^l(x)^E.x»+E,x4-K,: 
y--^ilW  +  E,x'+E,x=+E,x.     (JJ.  74  und  «.  76.) 


8Ct 

-~  =  — 008X810: 

ox 


*  DtLh  Zeichen  l(x)'  bedeutet  das  (^uadiaüL  ^ou\V>>,  ■\^\.«\w>  vai  \m\ftT«K,Wid«ii  ron  U»'^' 
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5.)  ■  ,.r.(x)-l]«>-x«-|+y=-jj-.^ 

=  x;  also  in  (i)  n  =  2.  X,  =-x.  X,  =x»  [l(x)— 1],  X  =  — j-^; 

-x.?^^^2x.0(.)  -  1]  «^+x.D(x,-u  «Ac.  ^  .^^^ 

e^C,        2l(i)  — 3     öCt !__ 

8l«""^x[l(x)-l]    8x  ~"'x»[l(x)~lJTörr 

Setzt  niao  hier  ^  =  «T'  t  »"  i*^ 

Ö9  .    2Kx)  — 3  1 


ÖX  '  xpCx)-!]"  x  =  l(x)[l(x)-l]' 

80  ($.66,  I): 


fP  — e 


*-    r*    l"-  yi(x)p(x)-i]'J- 

Setzt  man  l(x):=z,  x  =  e  ,  so  ist 
f         8x /*    e'e»      _  /e'bz       fe'dz     ^  A'Bz  _  A'e x        e' 

yi(x)[i(x)— i]»'"yx(x— i)»"/  z  \/(x— ij'y«— ly  «    «-1 

A*bz       A'öz  _e',    A'ez         -X       ,/öx 

l(x)-l       1       l(x)-l  /öx 

^=c  -;^— +- — i— yT(i) » 

c.  =  o/iM-ax+u.-/l<«^--l/;iJe,^.. 
'MFlax  =  -lux)/'M-/i^ex  =  -lux)/^V'T'«-.fe»«- 

— x-'w/i'^+'<'>' 
C.  =  -  f-'(i)+  7t(x)y^^+C';  y=-CI(x)+C'x+l{x)y*^. 

Nach  §.76  ist  Ao  =  l,  At  =  l.  A,=3,  A,  =  — 8.  a=l,  b=l,  n=3,  also 
r(r— l)(r— 2)+r(r— l)-l-3r— 8  =  0,  r'— 2r*+4r  —  8  =  0,  r  =  2,  ±2i; 
=(l+x)»,  y,  =  co8  [l(l+x)»],  y,=8in[l(l  +  x)»],  also 

(l  +  x/^+co8lO+x)^^^+sinl(l  +  x)'®^  =  0, 

a-rx)^- rrr    "87+— TT^T"  11=^' 

8  C»  _  2co8l(l+x)»-~8inUl  +  x)^  8C,  __  28inl(l  +  x)'+co»Hl-f  x)»  8C, 
8x  (l-f-x)»  8x  (l+x)*  Öx 


2f;T^x;^ 
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eC,      x__     8C,  _  Mnl(l+»)'.— co«l(l-|-x)'      9C,         [iiiil(l+x)'-t-co»Ki+x)'] 

8(1 +x)'  .  8(l+x)*  8(1 +x)* 

c  _  f  '8'  _ir  '+'1  n  ^ »     »    I  >  _! LF 

•'Sd  +  ^c)'       *"•  Al+x)'  (1+x)*  (1-N)' 

1    /'8inl(l+x)'x8x       1    /*co»l(l+x)'x8x     ^,   ,  i,      /Mnl  (1 +x)'xai 

c,=  g-y > t/ } •  <*+'=•  >•  /- 

•'         (l+r)'  ''         (1+x)'  -^ 


(1  +x)* 


=  /•ii£2x^^._jj^.g^^   /ri„(2x)e''8x-/dB(2x)e-l'8x=5il<i?!52llz2^!i) 


6 

e 


i"(— J8in2z— 2co82z),^  e^'(2iin2g>-8co82z)  ,  e    ''(2«iii2x+8co82x) 

•  *3)  — 7*? ' r 


4-^1  '''       '  17  ■  i7 

_  (l  +  x)^[2sinl(14-»)'  — 8co8l(l+x)']  ,  (l4-i)~^[2giiil(l +x)»+8cogl(l+i)^ 
""  17  "*"  17  ' 

bestimmt  man  die  andern  Intogprale  in  ähnlicher  Weise ,  so  erhält  man : 

C,  =  ~^-^^^[5cosl(l+x)»+38inl(l  +  x)T+^^^— [5iinl(l+^ 

i 
^^^\5sinl(l+xj*-3co«J(l+x)^+Ü:i^^ 

-hE,. 
Also      y  =  CJl  +  x)»  +  C,cosl(l-hx)»+C,8inl(l+x)» 

8  x/T-r—  .  8 


i  _  t 

,. .      ^      [5sinl(l+xj*— 3co8J(l+x)^+ii^;2^? — [38inl(Hx)*— 6co8l(l+x)*l 


E,<l+x)HE,cosl(l+i)«+E,8inl(l+x)»-^Vl  +  x4- 


^1  86V1  +  X 

7.)  Man  soll  die  Gleichung 

a*y       4  8y  ,     «  Öy      .   , 

integriren.     LA^st  man  zunaehst  den  zweiten  Theil  weg ,  so  handelt  es  sich  um 

so  dass  also  in  §.  78  ai=r  — 4,  b|  =  l,  m  =  6,  80=^0,  bo=rO,  Co  =  —  6;  x''=a, 

y==u  z  wo  n  bestimmt  ist  aus 

20n+26n(n  — 1)  — 20n=0,  n  =  0,  y  =  E; 

die  ne^e  Gleichung  ist : 
in>  +  -i-iii-l  =  0;m  =  |-.-|-;y  =  C.e»"  +  C,e     *"   =C.e»''+Ce    *'• 

,4.'.^+.-T''l|.......^-'5£.-e...-T-"t... 

2    6  S     5 

eCi       e     *  8C,  e* 


Öx  ""     5x»     '     8x  5x 


3    • 


*  Hier  ist/(IH- x)^  =  l[(l+xri»«^«>  föiT  l-Vx>0-.V(.V-«r^V  =  2lU-t-x). 


8  z. 


TemperaturreriiiltDisM  iu  einem  Kiiige.  3()  1 

^15  3     3 

S5  S5  SA  85 

.=E..»  +E.,  »  +v/-r.^«-"5-/V 

8.)  Denken  wir  un« ,  der  in  §.  34,  II  betrachtete  Stab  sey  bereits  so  lange  dei 
Einwirkung  der  Wärmequelle  ausgesetzt,  dass  er  in  den  Bebamingszustand  einge- 
treten ist ,  d.  h.  dass  sich  die  Temperatur  seiner  einzelnen  Querschnitte  mit  der  Zeit 

dv 
nicht  mehr  &ndert.     Da  alsdann  i;  unabhängig  ist  von  t,  so  ist    -  =0,  also 

— 4 -v  =  0 

die  Gleichung  der  WArmebewegung,  wenn  o)  und  k  fUr  den  ganzen  Stab  konstant 
>md,  und  wo  nun  oi  den  (konstanten)  Querschnitt  des  Stabes,  k  die  innere  Lcitungs- 
lahigkeit,  y  das  Ausstrahlungsrermögen  und  w  den  Umfang  des  Querschnitts  be- 
zeichnet.    Aus  der  obigen  Gleichung  folgt  nach  §.  75 : 

»  =  Ce 


Um  die  Konstanten  C  und  C  zu  bestimmen,  wollen  wir  annehmen,  der  Stab 
hibe  die  Länge  1  und  seine  beiden  Enden  seyen  immer  auf  den  Temperaturen  Vg,  V| 
erhalten;  alsdann  muss  für  x=:0,  v  =  Vq  und  für  x  =  l,  v=rV|  seyu,  d.  h.  man  hat 

v„  =  c-|-c,  »1  =ce     -|-Ce       ;  <-^  —     _^j irr*  Ti      ^äi' 

e       — e  0    — e 

alio  ist  unter  diesen  Voraussetzungen 

— al     *x   ,    .        al  .     —«X  .  •»        — ax  «(l-x)         — •(!    x) 

,     (Pt  — Vpe       )e    -j-Ke    --V|)e Vt  (e    — e       )+u„(e  — e  ) 

ml       -.1  "    "■  ai       -•!      "  • 

e    — e  e    — e 

welche  Formel  die  Temperatur  v  des  Stabes  in  der  Entfernung  x  vom  Anfangspunkte 

(dem  V  =  i'o  entspricht)  gibt. 

Wäre  Vo^=:V|,  so  hätte  man 

u        — ax  .     ad— x)        — a(l-x)  a(H-x)        tO-x)  ,     a(»l-x)        «x 

e  • — e       +e  — e  e  — e  -^-e  — e 

e    — e  e      —I 

-'"       (.••+,)(,-_,)      -"*       ."+,      • 

Dies  Letztere  hat  etwa  in  einem  dünnen  Ringe  tou  der  Länge  1  Statt,  der  nur 
^er  Wännequelle  Ton  der  unTeränderlichen  Temperatur  Vq  unterworfen  ist. 

Nehmen  wir  in  unserem  Stabe  drei  Schnitte  an,  deren  Abstand  je  X  sey,  so  dass 
»ie  Tom  Anfang  umx«  x-^-X,  x^2X  entfernt  sind.    Alsdann  sind  die  Temperaturen 

»',  v'\  v'"  derselben : 

^    ^  tt  -aa  ^  a(x-|-A>    .    _,   -a(x+;.)  a(xr2A)      .,,   -a<»+2>.; 

woraus  folgt 

ax^,  2mA         „i    ~**r.  2wLt. 

p^-t-p'*^     Ce   n-re      )-rC'e      H-r**     ^    ^ 

m"  aji        a  ^      .  -ax    — a  / 

.       "  Ce     .  e*     +C"e       e      . 
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welche  GrOsse  von  x  unabhängig  ist.  Wo  also  auch  der  erste  Querschnitt  gewählt 
wird,  die  Grösse  —  - —  bleibt  dieselbe,  wenn  X  ungeändert  bleibt.  Dieses  merk- 
würdige Kesultat  wurde  durch  Versuche  bestätigt.  (Laino,  Cours  de  Physiquo, 
le^on  XVI,  260.) 

Ist  der  Stab  unbegränzt,  so  muss  die  Konstante  Crr^U  seyn,  da  sonst  die  Tem- 
peratur mit  X  unbegränzt  wachsen  würde.     Alsdann  ist  bloss 

— ax  — «x 

wenn  Vq  die  unveränderliche  Temperatur  der  Quelle.  Sollen  also  zwei  Stäbe  ron 
verschiedenem  Stoffe  u.  s.  w. ,  die  derselben  Wärmequelle  ausgesetzt  sind ,  dieselbe 
Temperatur  in  den  um  x  und  x'  abstehenden  Querschnitten  haben,  so  ist  ax==a'x\ 
d.  h. 

und  wenn  w=:w',  a)  =  a}': 

■  -vr-Vf 

aus  welcher  Proportion,  wie  man  sieht,  mittelst  £r&hrung  das  Verhältniss  des 

Bruches  -r-  für  den  einen  Stab  zu  dem  fiir  den  andern  Stab  erhalten  werden  kann. 

Wir  haben  bei  diesem  Beispiele  Gelegenheit  gehabt,  die  willkürlicheD 
Konstanten  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  zu  bestimmen.  Im  All- 
gemeinen werden,  wenn  n  willkürliche  Konstanten  in  dem  allgemeinen  Inte- 
grale vorkommen ,  eben  so  viele  Bedingungen  gegeben  seyn  mQssen,  um  die- 
selben zu  bestimmen.  Diese  können  nun  darin  bestehen ,  dass  man  für  u 
verschiedene  Werthe  von  x  die  zugehörigen  Werthe  von  y  kennt ;  -  oder  da5s 

8y  8'"*^ 

man  etwa  iiir  denselben  Werth  von  x  die  Werthe  von  y,  ~, ,  —^^ 

kennt,   oder  dass    eine  Mischung  dieser  beiden  Bestimmungsweisen  Statt 
findet,  U.S.W. 

§.82. 
I.  Wir  haben  seither  meistens  die  Integralgleichung  einer  Ditfereotial- 
gleichung  n^"  Ordnung  in  soferue  gesucht,  als  wir  die  Gleichung  zwischen  x  and 
y  mit  n  willkürlichen  Ronstanten  zu  erhalten  suchten,  die  der  gegebenen  Dif- 
ferentialgleichung genügt.  In  manchen  Fällen  kann  man  dies  nicht,  oderzieiit 
es  vor,  anders  zu  verfahren,  indem  mau  nämlich  zunächst  aus  der  Differential- 
gleichung n*"  Ordnung  eine  dern — T"  Ordnung  zu  erhalten  sucht,  die  ihr  ge- 
nügt und  eine  willkürliche  Konstante  mehr  erhält ;  dann  aus  dieser  eine  der  n— 
2**"  Ordnung  U.S.W.  Da  die  Schlussgleichung  mit  n  willkürlichen  Konstanten 
all  den  so  einzeln  erhaltenen  Differentialgleichungen  genügt,  so  müssen  diese 
i^^zteren  durch  Elimination  der  willkürlichen  Konstanten  sich  aus  jener  bil- 
f/en  lassen.     Um  aber  zu  der  G\e\c\\vm^.ÄcY  \\ — V**"  Ovduuug  zu  gelangen- 
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n  n  —  1  willkürliche  Konstiinten  eliminiren  und  nur  eine  noch  beibe- 

welche  der  n  dies  sey,  bleibt  willkürlich.    Daraus  folgt  aber  wieder, 

>  jede  Difierentialgleichung  der  n**°  Ordnung  n  Differcntialgleichun- 

a  —  !*•"  Ordnung  als  erste  Integralgleichungen  haben  wird,  jede  mit 

ijeren  willkürlichen  Konstanten.     Jsi  man  im  Stande,  diese  n  Glei- 

tt — 1 

herzustellen,  so  gibt  die  Elimination  von  —,   ~t, , 7    au5 

oz 
n  dann  die  letzte  (eigentliche)  Integralgleichung  mit  n  willkürlichen 

ten. 

1  sey  der  Mittelpunkt  der  Erde  (Fig.  51);  ein  Kürper ,  des-        Fif^,  51. 

cht  an  der  Oberfläche  =p  ist,  sejr  zu  Anfang  der  Zeit  in  der 

lg  CA  =  r-j-h  Tom  Mittelpunkte,  wo  r  der  Erdhalbmesser 


K 

B 


:h  ist;  dieser  Körper  falle  zur  Erde,  indem  er  von  A  mit  der 
eschwindigkeit  v^  ausgehe,  wo  Yq  nach  AC  gerichtet  ist. 
seine  Bewegung  untersuchen. 
Ende  der  Zeit  t  sejr  der  Körper  in  M,  und  AM  =  x,  so  ist    / 

I  die  bewegende  Kraft  ^^-  -  ^ -, ;  allein  diese  Krafl  ist  die    !        •/        ; 

gskraft  der  Erde ,  die  nach  C  gerichtet  ist  und  sich  im  Ge-      V ^      ^y 

s  Körpers  äussert ,  wobei  jedoch  bekannt  ist ,  dass  dieselbe 

oacl^dem  Quadrat  der  Entfernung  ron  C ,  mithin  die  bewegende  Kraft  in 

pr*         . 
B  gleich  p  ist)  nur  /  4-k_  \»  **^ »  *®  *^***  ^1«®^  ^ic  Gleichung  der  Bewe- 

8»x  ffr» 

8t*~(r+h—xp' 
^8    r8x^'      oÖxö*3f 

uus  folgt,  da  8tlö-tJ=Vt  8^«  = 

X 2gt^_8x     re^x^^  ,/__8x  2gr» 

r»-(r^h-x)«8t*  Uj  -^^V(r+h=:ip^^-"TTi»'=^^ 

8x 
t  =  0  ist  X— 0  und   Q^=yQ  (§.  13,  IX),  also 

2gr*  .  ^     ^         '      2gr»      fdxY     o     «P        1  *    1  .       ' 

leichuMg  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  des  Weges  bestimmt.     Für 
i,  x=:h  und  wenn  dort  T|  die  Geschwindigkeit,  so  ist 

obiger  Gleichung  folgt,  wenn  --^r, -^-^'o'^^^• 

V■^^7*3T        \/2gr»+7?r-^h)-~a"^   8  t      VH^^T^ 
r+li-x"^*~   V  r-fh-x  '8x-    y^T^Ili   ' 
(b:=2gr'--ha(r4-h)). 

.fVl±^,.  +  C'^f- <rjr^-r:^'^  —^r. 

die  Zeit  des  Falls  von  A  nach  B  folgt  hieraus 

h 

(r-f-  h  —  \yt\ 


J  VbUA-h)- 


II 


J//)Cr-/-h)--(b-f-ar-f  ulOx  r  "^' 
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da  für  t=0  auch  x=h   ist,     Ist  Tq  =  0,  so  ist   a=    ^,^   ,  b=0,   a(r-|- 
=  — 2gr',  also  diese  Zeit 

enthÄlt.  gibt,  day  ^+(1^)'  =  ^  (jK) 

w      '     .B-'-'l'+GO'/ 

Hieraus  folgt 

"'      -,  =  .-x.   2,     /     — ^^^ -,=2.x-x'+C. 


wenn  X  nur  x 


[■+fö)T         y  [•+G-OT 

4.)  Die  Gleichung 

8y 
in  der  X  bloss  x,  T  bloss  y  enthält,  wird  durch  Dirision  mit  ^  zu 

So  etwa  für 

B+IH+Ka'=-G-:)+-«+'<')-«.- 

5.)  Setzt  man  in  der  Gleichung 

/  röy^v'  8y  8*y     dz     Ö»? 

wo  Y,  Y  blosse  Funktionen  von  y  sind:    I  ä~  j  ^=*»  ^^^  ^  «x  8~»~8"  '    cT' 

8^s 

1     öx         1    Öz,-    ,  .^ 

=  ^  ^  (§.  14) ,  so  hat  man 


2     by         2  8y 

8z 


lJ-?+v.+v-=o. 


wtOche  Gleichung  zwischen  y  und  z  nach  §.66,  t  integrirt  wird.      Folgt  dar 
^=f(jr),  80  ist  dann 
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DieseBeispiele  mögen  genügen,  um  das  Gesagte  verständlich  za  machen, 
ir  fügen  noch  folgende  Betrachtungen  hinzu. 

II.  Gesetzt  man  habe  die  Gleichung 

ay4~bx=.  c, 
folgt  daraus 

ae  jede  Differentialgleichung  mithin,  deren  allgemeines  Integral  die  vorge- 
gte  seyn  soll ,  muss  -^  =  0  geben.     Hat  man  aber 

ay»+2bxy+cx*+2dy+2ex  =  f,  (a) 

»  folgt  hieraus : 

Bestimmt  man  aus  den  letzten  zwei  Gleichungen  aundb  und  setzt  diese 
Berthe  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

**^l8x»J    8x»8x*^^l8x'J    8x»^^8x»l8x»J   ^^' 

8'y 
1.  h.  da  sicher  nicht  r-^  =  0  : 

8»y8»y8'*y  ,  ^r8»y-i2e»y  i-8'y^'_rt  (h^ 

~**^8P8T*8~^+^IW  eT^+^lerJ  "^-         ^^^ 

Eine  jede  Differentialgleichung  nun,  deren  allgemeines  Integral  die  Form 

(a)  haben  soll,  muss  dieser  Gleichung  (b)  genögen.   Zieht  man  also  aus  der 

8'y      8'y      8*y 
»vorgelegten  Differentialgleichung  die  Differentialquotienten    r—,    — i,    r— 4, 

p^,  um  sie  in  (b)  einzusetzen,  so  muss  diese  Gleichung  erfüllt  seyn,  wenn 

(a)  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  seyn  soll. 
Da  (a)  in  Wahrheit  fünf  willkürliche  Konstanten  enthält  (indem  man  die 
{anze  Gleichung  durch  einen  der  sechs  Koeffizienten  dlvidiren  kann  und  danii 
lur  die  fünf  Brüche  als  wirklich  verschiedene  Konstanten  bleiben),  so  ist  es 
Aohl  möglich,  dass  sie  zu  viel  Konstanten  enthält.  Allein  es  werden  sich 
iann  immer  Beziehungen  zwischen  den  Konstanten  aufstellen  lassen,  so  dass 
iie  überflüssigen  entfernt  werden  können. 
6.)  Man  habe  etwa  die  Gleichung 


H66  Intp<|[ration  dnrrh  Anfiteigen  zo  bfiherer  Ordnung. 

so  folgt  daraus 

^8^  8-x-'+y8x*  =  ^'  ^  leij  +*8x  87'+y8x*  =  ^'  '^ST«  Sx^+S^  öx* 


8»y 
Öx 
und  hieraus: 


+  y:-r^  =  o. 


'  8i'-  y'l'+UiJ  J  8l'87«-~7  P~^®U  J 


8x 


woran« 


so  dass  also  der  yorgclcgten  Gleichung  durch  (a)  gcufigt  wird.  Alleiq  da  die  gege- 
bene Gleichung  nur  Tom  zweiten  Grade  ist ,  so  müssen  zwischen  den  fiinf  Konstan- 
ten noch  drei  Beziehungen  bestehen,  die  man  findet,  wenn  man  aus  (a)  die  Werthe 

8y      8*y 
von  g- .    ^ — j  zieht  und  in  die  gegebene  einsetzt,  welche  dann  erfüllt  seyn  muss. 

Aber  aus  (a)  folgt  : 

(8y^'  8y 

_^___^ 8~xJ  +^^Vx+^ 

8x"       ay+bx+d'    8x*  ay+bx  +  d 

_  arby+cx  +  e]»~2b(by  +  ci+e)(&y-f  bx+d)-hc(ay  +  bx+d)' 

(ay+bx  +  d)» 
80  dass  die  gfegebene  Gleichung  ist 
(ay+bx+d)»+(by+cx+e)*(ay+bx4-d)— ay(by+cx+e)«+2by(by+cx-j-e) 

(ay+bx+d)  — cy(ay  +  bx  +  d)*  =  0, 
welche  Gleichung,  wenn  man  y  durch  x  aus  (a)  ersetzt,  identisch  sfeyn  muss,  d.h. 
für  alle  möglichen  Werthe  von  x  in  Erfüllung  zu  gehen  hat.     Da  diese  Gleichuog 

auch  ist 

(ax+bx  +  d)*[(a-c)y+bx+d]+(by  +  cx4-e)'[bx  +  dJ4-2by(Vy+cx+e) 

(ay+bx+d)-HO. 

so  wird  ihr  genügt,  wenn  a  =  c,  b  =  d  =  Ü,  und  zwar  was  immer  auch  x  sejn  JsAg. 

Daraus  folgt  nun ,  dass  das  Integral  der  obigen  Gleichung  ist 

xH-y*+cx-}-c'  =  o. 

wenn  c  und  c'  die  willkürlichen  Konstanten  sind.     (Vergl.  Nr.  2.) 

III.  Wie  bereit«  in  §.  71  angedeutet,  knnn  man  zuweilen  Gleichungen 
niederer  Ordnung  dadurch  integriren,  dass  man  zu  Gleichungen  höherer  Ord- 
nung, die  man  ans  jenen  bildet,  übergeht,  vorausgesetzt,  dass  man  dann  die 
letztem  integriren  kann.  Da  man  hiedurch  aber  za  viele  Konstanten  in  die 
Rechnung  erhält ,  so  muss  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichuog 
die  überflü^%sigen  Konstanten  zu  ennitteln  suchen. 
7.)  Man  habe  etwa  die  Gleichung 

so  folgt  daraus  durch  Differentiation : 


•►r 
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üd  da  für  2  g-=ax,    y==:-r-  +  C,  dieser Werth  aber  d(?r  vorgpelegten  Gleichung 

icht  genügt ,  »o  ist 

—  :^a,  y=~ax*+cx  +  c% 

8y 
ro  c  und  c'  Konstanten  sind.     Daraus  folgt  r-=ax-|--<2  und  wenn  man  diese  Werthe 

n  die  rorgelegte  Gleichung  einsetzt,  so  hat  man 

c*-|-c*  —  c^  —  c':=a*,  c'  =  c' — a*, 

0  dass  also  y  =  — -ax*-|-cx-)-c'  ~  a' 

ler  Torgelegten  Gleichung  genügt,  wenn  c  die  willkürliche  Konstante  ist. 
8.)  H&tte  man  weiter  die  Gleichung 

<o  erhielte  man  hieraus  durch  Differentiation : 

und  da 

ax  bx 


^1    nicht  =0: 
b'y  8V 

8x  8x 

Welche  Gleichung  unmittelbar  gibt 

l(^}  +  l(y)~l(x)  =  Kc),yg-|  =  cx,  y*=cx»+c'. 
Setzt  man  diese  Werthe  von  y  und  ^  -  in  die  gegebene  Gleichung ,  so  wird  sie 

cc'4-c'  =  0,  c'  =  0,  y*  =  cx*, 
9.)  Sej  femer  gegeben : 

10  (lllire  man  eine  neue  unabhängig  Veränderliche  z  ein,  gegeben  durch  die  Gleichung 

dx  8'x     8y 

g^=:jr,  wo  alao  öf^  =  ö~  istf  und  erhält  (§.  14): 

Mii;Lji«J+,.L«J.._...„,,.,.,»L._(5i)'_...„. 

Voraus  durch  Differentiation  nach  z : 

6*y        8x     ^    ^  ^  8»y  ^    8*y     8x     ^    ,  .    8*y  ^ 

y8^~^8-i=^^^'^-*'-8— '-^=^'-8-^~8-.  =  ^'^*"-8T*-y  = 
Solcher  Gleichung  nach  §.75  genügt  wird  durch  ^ 

7  =  Ci  e  -j-C^e     -f-Cj  cosz-^C^ami, 
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während 
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= /yez  =  C,  e'  — C8e'~'4-C,Mii«  — C^cosjt+C. 


Da  aber  aucb    — ^  =x ,  d.  h.  C,  e   — Cj  e     +  Ct  sinz  —  C4 cosz  =  x , 

o  z 


so  ist 


C  =  0,  so  dass  man  also 

yrrCiO  +C,e      4-C,coBz-|-C4  8inx,  x  =  C,e  —  C,e      +C,sin«— C4C0SE 

8*y      /^8y\' 

hat.     Setzt  man  diese  Wcrthe  in  Syr— ^ — I  ~  I  — ir=0  ein,  so  erh&lt  man 

2  [Cj  e'  +  C,  e~' + Cj  cos  z  +  C*  sin  «]  [C^  e'  +  Cj  e"~* — C,  cos  z  —  C4  sin  z] 

—  [C,e*— C,e~'  — Cjsinz+C*  cosz]»  — [C»  e*  — C,  e"~*4.C, sinz— C* cos  z]«  =  0, 
d.h.  4CiC,— C3»-C4*  =  0, 

welche  Beziehung  zwischen  den  vier  Konstanten  bestehen  mnss.  Eliminirt  man 
dann  z  zwischen  den  Werthen  Ton  y  und  x,  so  werden  von  selbst  nur  zwei  Konstan- 
ten bleiben.  Cm  dies  hier  hervortreten  zu  lassen,  setze  man  C,  =(» cos a,  C|= 
^sinft,  also  Cj'4~^4'=^(^'=^Ct  ^2»  C,  cos z-j- C4 sinz ==^co8(z  —  a),  Cjsin« 
• — C4C08z  =  ^sin(z  —  «)t  also: 


— s 


— s 


y  =  Cie  +C,e     +2VCjC,cos(z  — «).x  =  Cie  — CjP     +2VCi  C,iin(z-a). 

Setzt  man  z  =  a  +  u,  CjC  =A,  Cje      =B,  alsoAB  =  C(C2,   so  ist  u  zu 
climiniren  zwischen 

y  =  Ae"+  Be~"+2  VÄBcoru,  x  =  Ae'~B  e'~'+2  VÄBsinu, 
wo  A  und  B  die  beiden  willkürlichen  Konstanten  sind. 


§.  83. 

Wie  iu  §.71  wird  man,  wenn  alle  Mittel  versucht  sind,  zn  der  lot«- 
gration  mittelst  Reihen  greifen  können.  Die  Bemerkungen,  die  wir  dort  ge- 
macht haben ,  gelten  hier  natürlich  ebenfalls.  Einige  Beispiele  mögen  zur 
Erläuterung  dienen. 

1 .)  Man  habe  die  Gleichung 

so  folgt  daraus : 

""8x8x*""    *  8xL8x*8xÜ""8xL8xöxÜ' 


woraus  nun,  indem  man  n  —  4mal  nacheinander  differenzirt,  folgt  (§.  10): 

8 

X- 

8: 
Entwickelt  man  diese  Grössen ,  so  hat  man 

0 
X —        - 

8x  ^        c^x  8x  8x 

8y8'*v  ,  n  — 3  fc^jr  a°'~  y  e'~  y  e'y 


^»-»  Ve  x'  e  x'J ^ ^  \  ^-*  1.8  X«  8  x»J  ~  g  ^»-»  V.8  X  8  x»J" 

irickelt  man  diese  Grossen,  so  hat  man 

V.8x*8xV^^        ^L8x=      "-^^     1      8x»      a-«^"^""^;=i8iü 


Ö^8x" 


1 


Für  x=zO  ist  nun  nacheinander  (,u=i4,  .  .  .  .^ 
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8x»""'''8x«"'  .8y  •    8x*"   •  8x»"    

^8i 
87 
80  da  y  und  g-  für  x=0  willkürliche  Konstanten  sind,  etwa  c  und  c': 

8*y          8y 
Wir  haben  bereits  in  §.  77,  Nr.  4  die  Gieiohnng  Xg— ,  —  ag b'xy=ü   in- 

00 
/*cog(xi>)8p 

sne  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  eben  angefahrten  nur  durch  das  Zeichen 
onb',  allein  v* — b'  für  v'-|-b'  gesetzt,  würde  ein  bestimmtes  Integral  geben, 
fts  nicht  benützt  werden  darf.  Kann  man  aber  das  Integral  der  eben  angeführten 
rleichung  in  anderer  Form  hersteilen ,  welche  diesem  Uebelstande  nicht  unterwor- 
m  ist,  so  würde  ein  Schluss  von  einem  Integrale  auf  das  andere  wohl  gestattet 
iyjL    Nun  ist  aber  nach  §.  63 : 


(grirt  und  dort  gefunden,  daas   / ^^ — der  Gleichung  genügt.     Die  gege- 


f 


.00  -xVh 

eos(vx)8v      n  e 


b+v*         2     yb 
0 

Iso  wenn  man  n  mal  nach  b  differenzirt : 


cos(ux)oi»        1t    8      /"e  "V 


0 

Denkt  man  sich  die  zweite  Seite  entwickelt,  so  werden  alle  Glieder  den  Faktor 
*   haben ,  so  dass  man  eine  Reihe  von  der  Form 

e  t_Ax   -|-Ai  X       4"  •  •  •  «J 

iiält.     Daraus  schliessen  wir,  wenn  man  b'  für  b  setzt,  es  werde  das  Integral  der 

8-»y          8y  , 

leichung  x  ^— ,  —  ag b*xy=0  sich  darstellen  lassen  in  der  Form,  die  eben 

^gegeben  wurde ,  und  worin  wir  nun  A,  A^ ,  .  .  .  entwickeln  wollen.     Sey  also  : 

y  =  e       [A  X  +A       x       +A        x       + ]. 

n  n — 1  n— « 

»ist 

'^=-be~'"[A    x"+A       x"""V...]+e""*'*[nA    x""'V(n--l)A        x"~  V  ■  •  •  J  . 

*-^  =  b'e""***  [A  x*-(-  A       x"~*+  .  .  ]  - 2 b e~**'  [n  A    x""*  +  (n  - 1)  A      ^  t''^+  . . .] 
x'  n  n— 1  tt  n— 1 

+  e~'*[ii(ii-  DA  x"'"*+(n-l)(n-2)A       x'~*-f  ....]. 

8*  y        8y 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  x  ^— ^  —  ag—  —  b^xy  =  0  ein ,    und 

^net  nach  Potenzen  von  x ,  so  ergibt  sich  : 

x"'*'Vb*A    — b*A]  +  x"[b»A        —  2nbA+abA   — b'A       l-f 


I)  i  e  B  f  e  r .    Differeoliai-  a.  iatefral-Rechnuag.  ^tA. 
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+  1"   '[b'A  -2(n-r)bA       +(n-r+l)(n— r)A        ..+abA 

n — r — 1  n — r  ä — rr*»  o— r 

-(n-r+l)aA        .    -b»A  1+ =0, 

n — H-1  n — r — 1 

woraus  nun,  indem  man  die  Koefi&zienten  der  aufeinander  folgenden  Potenzen  ron 

X  gleich  Null  setzt,  folgt : 

—  2n  +  a  =  0 bA        [— 2n+2r+a]  — (n—r+1)  A  (a  — n4-r)=0, ... 

n — r                                                                      n — ^r-f-l 
d.h.  a  =  2n,...,bA        (2r)  — (n  — r+1)  (n+r)  A        .,  =0, 

SO  dass  für  r=:  1,2,.... 

^        _n(n+l).         .  (n-~l)(n+2),  (n-r+l)(u+r), 

\-l-"2:ib       n'      n-2~  OT  n-l \-r  ^  2.r.b  n-r+l' 


worau.'i 


^        _(n~r+l)(n-r+2)»  »(g+r)^ 


n — r 


1.2...r.    (2b) 
Demnach  bleibt  A    willkürlich  =  C  und  es  ist 


-bxr  n       n(n+l)   n-l       (n~l)n(n+J)(ü+2)   n-2 


,   (n~2)(n--l)n...(D+3)   n-« 


]■ 


1.2. 3. (2b)' 

wo  n:=i-^  si.     Diese  Reibe  ist  endlich ,  wenn  n  eine  positive  oder  negative  ganze 

Zahl  ist. 

Setzt  man  — b  statt  b,  so  sieht  man  leicht,  dass  derselben  Gleichung  ebenfalU 

genügt  wird,  so  dass  also  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  x  «— j — a7 

b^  X  y  =  0  gegeben  ist  durch 


y^Ce 


— bx 


[x"  + 


n(n+l)   n-i  ,  (n  — l)n..(n+2)  ii-2-     (n— 2)(n— 1)..  (n+3)  >-» 


2b 


+ 


.    ^     bx  r    n 

-hC'e    y^x   - 


2.  (2  b)» 

+ ] 


+ 


2.3.  (2b)* 


n(n+l)    n-l  ,   (n  — l)n..(n-f-2)   n-2      (u  — 2)..(n+3)   0-8 


2b 


+ 


1 

n  =  —  a. 
2 


2.3.  (2b)» 


■f- 


} 


welche  Grösse  immer  endlich  ist ,  wenn  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl. 
In  diesem  Falle  lässt  sich  also  die  Gleichung  in  geschlossener  Form  integriren  ($.  77, 
Nr. 4  und  1).     Ist  n  nicht  in  der  angegebenen  Lage,  so  werden  die  Reihen  unend* 
lieh,  divergiren  aber,  so  dass  die  angegebenen  Formeln  nicht  zu  brauchen  sind. 
Man  setze  nun  bi  für  b,  so  wird  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

8*y        8y 


gegeben  seyn  durch 

r./      u         .  •    u  aF    "*        n(n+l)  .    n-i      (n  — 1) ...  (n+2)   n-2 
y=C(cosbx-i.mbx)[^x    -  ^^  ^^       -^ ^/gj,  ^   '^ 


(n  — 2)...(n+3).    n-S  T 

"^        2.3. (2b)»        '*       -!-••. J 


4-C'(cosbx-(-i8inbx)|  x    4" 


n(n-j-l).    n-i      (n  — l)...(n-t-2)   «-2 


1 X         — 


2b       '"  2  (2  b)' 

(n  — 2)...(ii  +  3)  .    n-8  -| 

2.3. (2b)'         *^       -t----J' 


—  X 
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?nn  mau  beachtet,  dass  —  =  — i,  tt  = » .  tv  =  ~i ,-i  —  —  1  ^    rr—l, 

eraus  folgt 

y=  (C+C)  coshx  r  x"  -  (°~0->(°-f-2)   n-2      (n~3)..(n4-4)   a-4  T 

y      V    -r^;co.DX|^x  2^2^^^  X       -r     2.3.4(2b)*      *  '       J 

-(C^COsinbx  r^±J),»-i^(n-2)..(n+3)   n-3         1 

L      2b  2.2.C2b)*  ^  J 

+  (C'~C)i»iDbx  Tx"  - 1, 

»dass,  wenn  C+C'=E,  (C— C)  i  =  E': 

=  (Eco.bx+E'smbx)rx"  ^  ^-^=i^^^:^^ 

^  ^L  2(2b)'  ^     2. 3.4. (2b)*  J 

j^/r.       V         f  •   u   xlD^n-hO    n-<      (n  — 2)..(n-h3)   n-S  .  1  1 

-i-(E'co*bx  —  £8mbx)l — -- — ^x       — — ^ — ■ — -\       -4- I,n=— a. 

'L      2b  2. 3. (2b)*  ^  J'  2 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  ist  dieser  Werth  ein  endlicher;  im  anderen  Falle 
t  er  weiter  nicht  brauchbar. 

3.)  x»(a-fbx")^+x(c-t-dx")    ?-y4-(f-^gx")y  =  0. 


Man  setze,  um  die  Gleichung  zu  vereinfachen:  x    =u,  yr=u  z,  so  ist  (§.78) : 
x-=mu(^u    ~  +  nu        .J.  x' ^,  =  ,n(m-- l)u  (^x    -  +  nu        zj 

~^         L"    eT'"^  — +  n(n  — l)u        xj, 

)d  wenn  man  diese  Werthe  in  die  vorgelegte  Gleichung  einsetzt,  so  erhält  man: 
m»(a+bu)u°"^^  ^+[2nm=  (a-f-ba)  u""^*+m(m  — l)(a+bu)  u""^* 

-t-m(c  +  du)u       ]  r-  +  [u(n— l)m'(a-|-bu)  u    +  m(in— l)n(a+bu)  u 

0  n 

+  mn(c4-da)u    -|- (f  g  a)u    ]z  =  0, 

•  dass ,  wenn  u  aus  der  Gleichung 

n(n — l)m*a-|-m(m  —  l)na  +  innc+f  =  0 

^stilDmt  wird,  man  die  ganze  Gleichung  durch  u*^      dividiren  kann,  und  eine  Glei- 

iQng  erhält  von  der  Form 

b'  z  c*  z 

W  (ao  -H  bou)  g^z+  (äi  +bi  u)  ^-^+ a,  z  =  0, 

treo  Integration  bereits  in  §.  79 ,  I  vorkam.  In  manchen  Fällen  kann  jedoch  die 
irt  gelehrte  Integration  mittelst  bestimmter  Integrale  nicht  zum  Ziele  führen  und 
tr  wollen  desshalb  die  mittelst  unendlicher  Reihen  anführen.  Die  obige  Gleichung, 
e  n  bestimmt,  kann  auch  imaginäre  Werthe  für  n  geben,  so  dass  dann  die  Koeffi- 
eilten  in  der  umgeformten  Gleichung  auch  imaginär  werden  könnten.  Obwohl  dies 

Hn  absolutes  Hindemiss  wäre,  wollen  wir  doch  n=0  setzen,  also  bloss  x  =:  u  einfüh- 
n ,  wodurch  dann  die  Gleichung 

u-(ao  +  bou)  ^,+  (a»4-biu)u^^+(a,4-b,u)y  =  0,  d.  h.  x*(ao+box)  ^ 

+  x(a,+b,x)^^+(a,-t-b3x)y  =  0 

Am  Vorschein  kommen  wird.     Man  setze  nun 

2A* 
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A  "l      A         "+*_L_A         ''*"*_l_ 

y  =  AoX  -f-AjX       +A,x       -+-.... 
wo  n  ebenfolls  noch  unbestimmt  ist,  so  .erhält  man,  wenn  man  diesen  Werth  ein- 
führt: 
Ao[n(«  — l)ao+na,+a»]x°+Kn+l)nA»So+n(n  — l)Aobo+(n+l)Aia,+nAob, 

+  a,A,+b,Aolx""^*+...+l(n-t-r)(n+r-l)A  ao+(n-rr~l)(n+r-2)A       L 

r  r — 1 

-|-(n-hr)A   a»+(n  +  r-l)b,A       +a,A  +b,A       1  x""*^+ 

welche  Grösse  =0  seyn  muss.     Daraus  folgt: 

n(n— l)a<,  +  nai-|-a,  =0, 
Ail(n  +  l)nao  +  (n+l)a,-|-a,l=  — [n(n  — l)b„+nb,+b,]Ao,  .  .  •• 
A  l(n  +  r)(n-f-r-l)a„4-(n-t-r)a»+a,]  =  -[{n+r-l){n  +  r-^2)bo  +  (n+r-l)b, 

+  b,]A_^, 

welche  Gleichungen  nun  n  und  dann  A^,  A] durch  Aq  bestimmen.     Im  Allge- 
meinen wird  es  zwei  Werthe  Ton  n  geben,  die  der  Qleiohmig  genügen,  also  aoeb 
zwei  Reihen,  so  dass  man  das  allgemeine  Integral  gefunden  hat.     Im  spezielles  . 
Falle  werden  diese  Reihen  endliche  seyn  können.     Dies  wird  dann  der  Fall  sejn, 
wenn  fiir  ein  ganzes  positives  r  die  Gleichung 

(n+r)(n  +  r-l)bo+(n+r)b,+b,  =  0 
möglich  ist. 

Man  könnte  jedoch  statt  der  steigenden  Reihe  eine  fallende  wihlen,  also  setzen 

n  n — 1  n — ^2 

y  =  A„  X   +  Ai  X        -f-  A,  X       +  .  .  .  . 

Und  würde  dann  finden : 

Ao[n(n-l)bo-|-nb,  +  b,]x""^*  +  [n(n— l)aoA„  +  (n— l)(n— 2)boA,  +  na,Ao 
+  (n-l)b,A,+a,Ao-|-b,AJx"+....H-[{n~r){n-^r  — l)aoA^ 
,      +(n-r-l)(n— r-2)boA_^^+(n~r)a,A+(n  — r— l)bjA^^+a/A 

+  b,A^Jx""'+ =0. 

woraus  n(n  —  l)bo+nbi4'b,  =0, 

|(n-i)(n-2)b„-|-(n-l)bi+b,lA,=— [n(n-l)ao+na,-|-a-l]Ao. 

l(„_r-l)(n-r-2)bo+(n-r-D\+b,]A^^  =  -((n-rr)(n-f-l)a, 

+  (n  — r)aj-|-a,]A^,.  .  .  ., 

so  dass  die  Reihe  eine  endliche  würde,  wenn  eine  ganze  Z&hl  x  möglich  ist,  so  dass 

(n  •— r)  (n— r  —  l)ao  +(«  —  0»i  +»o  =  0. 

Begreiflicher  Weise  können  die  etwa  erhaltenen  unendlichen  BeiheD 
nur  in  soweit  benützt  werden ,  als  sie  konvergent  sind.  Kann  man  sie  snm- 
luireu ,  so  wird*  man  dadurch  auf  einen  geschlossenen  Ausdruck  gef&hrt  wei^ 
den ,  während  auch  umgekehrt  dadurch ,  dass  man  für  die  Integralgleichong 
einerseits  unendliche  Reihen ,  anderseits  etwa  bestimmte  Integrale  erhält, 
interessante  analytische  Resultate  aus  der  Vergleichung  beider  gezogen  wer^ 
den  können. 

§.84. 
/.  Legt  man  sich  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
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vor,  so  erhält  man  aus  derselben,  wenn  man  y  =  —  —  setzt; 

•^       ax  8x 

1    8»i  .       b      81    ,        m      ^     8»x  ,    b    8x   ,  m 

r-H-CX      =0,    ^-^H |-»CX     t=0. 


as  8x*  '   xaz  8x   '  ~       8x*  '    x   8x 

welche  Gleichang,  wenn  man  sie  mit  x'  maltiplizirt,  gibt 

x*g--,+bx-+acx  ^  x  =  0  (b) 

Qod  ganz  unmittelbar  zu  der  in  §.  78  allgemein  betrachteten  Form  gehörte 
Sie  wurde  bereits  in  der  dortigen  Nr.  3  speziell  behandelt,  und  es  folgt  dar- 

_2 

aus,  dass  durch  die  Annahme  x  =  u"*~^'  diese  Gleichung  auf 

8»x  ,  iii+2b  8x  ,      4ac  _  .  , 

znrfickkommt.  Vergleicht  man  dieselbe  mit  §.77,  Nr.  1,  4,  7  und  §.  83, 
Nr.  2,  80  sieht  man  leicht,  dass  sie  in  geschlossener  Form  integrirt  werden 
kann ,  wenn 

in+2b 
•     2{in+2) 

eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  d.  h.  also  wenn 

m+2b  2b— 4r 

2(iii-|-2)-''  "-   2r-l   • 

WO  r  eine  ganze  Zahl.  In  dem  besondem  Falle ,  da  in  der  Gleichung  (a) 
b=0,  heisst  sie  die  Riccatische  Gleichung  und  ist  also  in  geschlossener 

Form  integrirbar,  wenn  m  =  —  5 — ^^,  wo  r  eine  (positive  oder  negative) 

ganze  Zahl.  Der  Fall  m  =  —  2  gehört  hieher  (r  ==  00  )  und  ist  in  der  Glei- 
chung (b)  direkt  zu  erledigen ,  da  man  hier  nicht  auf  die  Gleichung  (c)  kom- 
inen  darf.  Allein  alsdann  gehört  die  Gleichung  (b)  zu  den  in  §.  76  erledig- 
ten Fällen  (Beispiel  Nr.  l). 

Hat  man  (c)  integrirt,  so  ergibt  sich  das  Integral  von  (b),  wenn  man 

u=  X»  ■''"*  setzt  und  dann  folgt  y  =  —  r^.     Da  immer  z  =  C,  z^  +  C,  z,, 

toist 


ay  = 


c._ 


^^  87"^^>8T^87"^^8r 


wenn  ^5^  =  0  die  (eine)  willkürliche  Konstante  (§.71,  Nr.  5). 
Auf  die  Riccatische  Gleichung  lässt  sich  die  Gleichung 

r^  +  axy*+bx    =0 

OX 

«nrückföhren.     Denn  man  setze  x"''"*  =  z,  so  ist  ^=r^(n+l)x" ,  also  die 

0  X        V  Z 

gegebene  Gleichung 

/i,x»8y.         n-,,in       ^8y,       a        ,,        b        m— n 
(n+l)x   ^H-*«   y'  +  bx    =0.  -l  +  _p^,.  +  _-^x        =V., 
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m — n 

welche  Gleichung  nnn  die  Form  der  Riccatischen  hat. 
IL  Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

in  der  X  bloss  x,  Y  bloss  y  enthält  ^  wird  integrtrt,  indem  man  setzt 

wo  u  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  x  ist.  Daraus  folgt  p- 
=  e-/e«(|^-Xu),aUo 

-/X8xr8u     _   ^  ,  _     ~/x8x,  -.  ,  -2/x8x     .    8u  ,  V  ,   -/x8x     . 

e  Ir Xu  I+Xue  +Yn*e  =0,  r — f-Yu*e  =0. 

vö X     ^  ex 

j   j   8o   8i2  8y   8o  ^-/xe« 

8y 

8y   ^  -/vey  -/X8x   /Y8y  8y   ^  -/x8x 

/•^'»'8y  =  c/e-^*^^e,+C'!     (.) 

welche  Gleichung  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  ist. 

III.  Wir  haben  unter  I.  die  Gleichung  erster  Ordnung  (a)  zu  int^grire 
gelehrt.     Hat  man  nun  die  allgemeinere  Gleichung 

^+Xy»+X,y+X,  =  0.  (f) 

wo  X,  X^,  X,  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  und  man  kennt  bereits  eis 
Funktion  y«  von  x,  welche  der  (f)  genügt,  so  lässt  sich  das  allgemeine  In 
tegral  (mit  der  willkürlichen  Konstanten,  die  wir  in  yi  nicht  als  vorhaode 
ansehen)  leicht  finden.     Man  setze  nämlich 

y=yi+o. 
so  wird  die  (f),  da  ^+Xy,  *+X,  y,  +Xj  =  0 : 

^+(2y,X  +  XJu+Xu»  =  0. 

welche  Gleichung  nach  %. 66,  II  gibt: 

i.^,/(.r.x+x.)8.  |-c+ Ae-^*'"'+^)«^  8  x], 

also  ist,  wenn/(2yiX-f-Xi)9x  =  g): 

y  =  yi-f 


So  z,  B.  genügt  der  Gleichung 


C+/xe""'^8x 


H+?+--'+' 
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offenbar  y=x,  so  dase  ihr  Integral  ist  (<p  =/ T -^ -|- l  1 8 x  =  3 x) : 


—9x 
y  =  x+- 


3x 

e 


§.86. 
Es  wäre  möglich ,  dass  die  Gleichung  n'*'Ordnung 

OX 

einfach  durch  Differentiation  aus  der  Gleichung 

n— 1 


<«.y.8-x 7^0  =  ^  <^> 


dz 

entstanden  ist,  so  dass  f  (x. y,...,  — ^)  nichts  Anderes  ist,  als  der  (voll- 

^  8x^ 

X,  . . . ,  — zTi  )  >    d.  h.  dass  man  hat 

8x       ^ 

:§•  7) 

md  umgekehrt 


<^'^ öVO^'f^'^'-'^)' 


X.  (c) 


Soll  die  Gleichung  (c)  möglich  seyn,  so  ist  dies  so  zu  verstehen,  dass 
'  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  x  seyn  kann,  d. h.  also,  dass  was  immer 
•Qch  7  sey,  die  Grösse  zweiter  Seite  sich  geradezu  bestimmt  lasse.  So 
rare  etwa 

^as  immer  auch  y  seyn  mag.    Man  sieht,  dass  wenn  zur  Abkürzung  r^=:y|, 

«,  8% 

-j=yj, .  ,  .,  — ^  =  y_  gesetzt  wird,  Alles  darauf  ankonmit,  dass 

*  8x 


/' 


^U.  y»yi ty^)8x         (d) 

stimmt  werden  könne ,  unabhängig  von  jeder  Beziehung  zwischen  x  und  y, 
h.  was  immer  auch  y  für  eine  Funktion  von  x  seyn  möge.     Gesetzt  nun, 
ese  Bestimmung  sey  möglich  und  es  sey 

'(x»y.yi>-»  •>y  )8x  =  F(x,  y,  71 y^  J.  («) 

ist»  wenn  u  and  v  beliebige  Funktionen  von  x  bedeuten,  g>  aber  von  x  un- 


/' 


376  Bedingung  der  Integrabilitit. 

abhängig  ist,  dabei  U|, ...»  ii^,  v^,...,  v^  die  Dififerentialquotienten  von  o 
und  V  bezeichnen,  eben  so 


/' 


n  n  tir-'l  n — i 

eben  weil  die  Gleichung  (e)  gilt  fQr  alle  möglichen  Funktionen  y  von  x. 
Nun  ist  aber  (§.  7) 

n 

wenn  man  zur  Abkürzung  u+yv  =  y, ,  \'-{'^y^^=y^  setzt,  d.h. 

man  hat 

n 

und  hieraus  (§.  49) : 

/V"   8  f  8  f 

f(x,  u+v,  Oi+Vi,  .  .  .,u  +T  )— f(x,  u,nj,  .  .  ..u  )=^/|^jr-  +  ^i  rz-  + 

0 

wobei  bloss  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Grösse  Vt — l"'--*"i"^'B8 —  ^^^  ?^ 

0  bis  ^  =  1  endlich  bleibe,  was  man  immer  erreichen  wird,  wenn  man  die 
beliebige  Funktion  u  gehörig  wählt.  Wir  wollen  uns  nämlich  denken,  in  der 
Gleichung  (f)  sey  u  eine  bestimmte  Funktion  von  x  (etwa  0,  wenn  dies  an- 
geht, oder  X,  u.  s.  w.),  während  v  ganz  willkürlich  bleibe.   Können  wir  dann 

f(x,  n+v,  Ut+Ti,  ...,,u  +T  )8x 

B        n 

bestimmen  f&r  ein  beliebiges  v,  so  werden  wir  auch  die  Grösse  (d)  bestimmt 
haben,  indem  wir  bloss  v=y — u,  d.h.  yfüru-|-v  setzen.   Dabei  bemerken 

wir,  dass  etwa  /f(x,  u,  U|, . . . .  u^)  dx  immer  als  bestimmbar  angesehen  wer- 
den muss,  da  ja  u  eine  bekannte  Funktion  von  x  ist,  also  die  Grösse  f(x,  n, 
. . . .,  u^)  nur  X  enthält,  und  man  mithin  eine  blosse  Integration  zu  vollxie- 
hen  hat.     Aus  der  Gleichung  (f )  folgt  aber : 

f(x,  u+T, .  .  .,  u^+T^)8x— /f(x,u,ai,..,uJ8x= /8x yi  T  — +  ▼,  gy"^  "" 

8f 


/  9     • 


n 


femer  ist  (§.  36): 

/*     8f  ^  8f       /•   8    rb{'\, 

'^8^''=^87;-y^Fil8-^J^^' 
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/— 8    -T        —  —  fr        — f-le    -T        — — ▼       —  T— ^ 
aÖy     *~%— i8y      y^n— i8xV8y'J    *"\-i8y       %-28xV8y/ 

^  / V«8?l87J®^"  •  •  •  =  Viey- V2  8^  l87J+\-^8"7«  187 J"^' • 

•'  «  «  «  • 


^-'^•(.^M6(.^> 


n 

Setzt  man  diese  Werthe  in  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

yf(x,  u+T,  Uj+v^ a^4"^jj)Ö3L=  /f(x,  a,  %,...,  a  )8x+ 

A  o  X  n 


V 
0 


A  0  X  n 


((') 


0         B  0  o  X  n 

/»  • 

Da,  wie  schon  bemerkt,   /f(x,u,u^,-...,  ujdx  als  bestimmbar  anzu- 


n— 1 


sehen  ist;  ferner  inyf—  — ...±  ^  (^)]9y»  •••'  ^*V  ^^»  ^'^ 

0  8x  n  0         ' 

Integration  nnr  nach  g>  geschieht,  u  und  v  also  konstant  sind  und  diese  In- 
tegrale mithin  sämmtlich  als  bestimmbar  betrachtet  werden  müssen,  so  folgt 

hieraus,  dass  /f(x,  u+v,...,  Un+v„)8x  bestimmt  werden  kann  für  ganz 

beliebige  t,  wenn 

A  c  X  n 


in  derselben  Lage  ist,  wo  /  Tg .  .  +  — -(^ — j  rd9=V.  Allein  bei  ganz 

0  8x  n 

viOkürlichem  v  ist  diese  Integration  nicht  durchführbar,  wie  sich  leicht  nach- 
weisen lässt  Wäre  nämlich  diese  Integration  ausführbar ,  was  auch  immer 
V  seyn  möge,  so  setze  man  einmal 


▼  =(x— a)  (x  — b)  z, 


wo  m  and  r  ganze  positive  Zahlen  sind ,  die  beide  grösser  als  n  seyen ,  und 
wo  z  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  x  ist,  die  endlich  sey  von  x  =  a  bis 
^=b.  Alsdann  werden  v,  v^,  v,,  .  .  .  v^  Null  seyn  für  x  =  a  und  x  =  b 
(§•  10)  und  mithin 

/'(x»y.  Yif  ^  •  •.  y^)8x=  /f(x,u,Ui,  .  . .,  iLjbx-\r  I (^—'^ ^—^  iS\^y 


/! 
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wenn  man  u-|-v  =  y  setzt.    Da  nach  unserer  dermaligen  Annahme /f(x,y, . 

.  .  .,  yj9x  integrabel  ist,  d.  h.  es  eine  Funktion  F(x,  y,  y^, .  .  .,  J^^^^)  gibt, 
die  jener  Grösse  gleich  ist,  so  hängt  die  erste  Seite  von  dem  Werthe  von 
z  gar  nicht  ab.  Denn  dann  sind  ja  die  Werthe  von  y,  y,,  .  .  .,  y^^^^  an  den 
Gränzen  x  =  a  und  x  =  b  denen  von  u,  U|,  .  .  ..  u^_^  an  denselben  Gränzen 
gleich ,  d.  h.  man  hat 

/»b  /»b 

so  dass  für  ganz  beliebige  z  seyn  muss 

^(x-a)"(x-b)'«V8x  =  0.  (g) 

Können  wir  also  nachweisen,  dass  diese  Gleichung  unmöglich  ist,  so 
haben  wir  damit  auch  bewiesen,  dass  /Vvdx  nicht  im  Allgemeinen  bestimm- 
bar sey.  Dazu  genügt  es  aber,  etwa  m  und  r  als  gerade  Zahlen  sich  zu 
denken,  und  wenn  V  von  x  =  a  bis  x  =  b  dasselbe  Zeichen  hat,  unter  z  sich 
eine  Funktion  zu  denken,  die  in  derselben  Lage  ist;  wenn  V  sein  Zeichen 
ändern  sollte,  z  ganz  eben  so  sich  zu  denken,  so  dass  zV  immer  positiv 
bleibt.  In  diesem  Falle  wird  das  bestimmte  Integral  sicher  nicht  Null  seyn 
(§.  49).  Uebrigens  wird  man  leicht  sehen,  dass  m  und  r  immer  so  gewählt 
werden  können,  dass  die  Gleichang  (g)  nicht  befriedigt  ist,  es  mag  nun  zV 
zwischen  x=a  und  x  =  b  sein  Zeichen  wechseln  oder  nicht.     Demnach  ist 

auch  /Yv3x  bei  ganz  willkürlichem  v  nicht  integrirbar,  und  also  auch  nicht 

/f(x,y,  .  .  .,y^)9x  bestimmbar,    es  müsste  denn  seyn,  dass  V=<) 
wäre.     Dazu  gehört  aber  wieder,  dass  identisch,  d.  h.  was  auch  y  sey,  ist: 

welche  Gleichung  also  nothwendig  ist,  damit  /f(x,y,  .  .  ..  yj9x  für  je- 
des y  bestimmbar  sey,  und  die  auch,  wie  die  vorstehende  Entwicklung  (f) 
zeigt,  genügt,  damit  wirklich  diese  Bestimmung  durchgeführt  werden  kann. 
Die  Gleichung  (h)  pflegt  die  Bedingungsgleichung  der  Integra* 
bilität  genannt  zu  werden.  Ist  sie  erfüllt,  unabhängig  von  jeder  Bezie- 
hung zwischen  x  und  y,  so  ist  f(x,y,  .  .  .,  y^)  der  Differentialquotient  einer 
Funktion  von  x,y,  . . .,  y^..^;  ist  sie  nicht  erfüllt,  so  ist  dies  nicht  der  Fall. 

Für  die  Gleichung  (§.  69)  P-f-Q  |^=0  oder  P+Qyi  =0  ist  J^=|^ 

,    .     8Q      Öf       ^8    r  b('\      8Q   ,         8Q,«    -v       , 

8P      8Q 


8y     8x 


=  0 
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seyn ,  damit  jene  Gleichung  geradezu  der  Differentialqnotient  einer  Funktion 
von  X  und  y  sey. 

1.)  ^y8i-»"^*8i"^  2y-  12x  =0,  d.  h.  3yy,  +2xy,-l-2y-  12x  =  0. 

/f(i.i2,o»)8x=  /(— 12x)ex=— 6x»;  y  =  vT: 


M--ß 


[3ipT  +  2x]8v=y+2x. 


0 

aUo 


I     e 


/(3TT.+2xT,+2T-12x)ax=-6x'-+T(^'^+2xJ, 

d.h.  wenn  man  T=y  setzt:    /  r3yg^  +  2xr^-l-2y— 12xlöx  =  yy»+2xy  — 6x-: 
d.  h.  die  Integralgleiohung  der  rorgelegten  ist 

-J-y'+2xy-6x»  =  C. 

2.)  (3x~xO  ^,+  (6-4x)  |^-2y=0.  (3x-x»)y,  +  (6-4x)y,-2y=.0. 

8J 8_  /"8f  "V  ,    8^  r  8f  ^ 

8y      8xL8y,J"^8x»l8yJ""' 
und  man  kann  hier  wieder  u  =  0  setzen ,  so  dass 

/f(x,  u,  ni,ö,)8x= /08x  =  0; 
0  0  0 

>o  dass  also  die  (erste)  Integralgleichung  ist 

{3-2x)y  +  (3x-x')^  =  C, 
welche  Gleichung  nun  zu  §.66,  1  gehört. 

H     8r8f^,    8»r8fA     -      8f        8/-8f^         o  »  ,         ,j. 

/f(x.«.«..».)8x=/(l+3)8x=8x./[^^-A(g^^)]8 


1 
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/■ 


1 


0 

also  wenn  l+v=y,  v=y —  1 ,  so  ist  das  Integral : 

+  7  +  2». 
und  wenn  dies  =  C  gesetzt  wird ,   so  hat  man  eine  erste  Integralgleichung  der  Tor- 
gelegten  Gleichung. 

§.86. 

Eine  vorgelegte  DifferentialgleichuDg  beliebiger  Ordnang  kann  zwar 
ganz  wohl  durch  Differentiation  einer  Gleichung  der  nächst  niederem  Ord- 
nung entstanden  seyn,  man  hat  aber  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  aus- 
geworfen »  so  dass  die  vorgelegte  Gleichung  nicht  geradezu  ein  Differential- 
quotient ist,  es  aber  werden  würde,  wenn  man  im  Stande  wäre,  jenen  Fak- 
tor wieder  herzustellen.  Wie  in  §.  69  wird  man  nun,  bei  der  Unmöglichkeit, 
denselben  geradezu  zu  bestimmen,  gewisse  besondere  Gleichungen  unter- 
suchen and  nachsehen,  ob  Faktoren  von  bestimmter  Form  dieselben  auf  die- 
jenige Form  bringen,  die  den  Bedingungen  des  §.  85  entspricht.  Wir  wollen 
dazu  nur  Gleichungen  der  zweiten  Ordnung  wählen. 

I.)  Zu  untersuchen,  ob  die  Gleichung 


8x»  '      8x 


durch  einen  Faktor  von  der  Form  e  integrabel  werden  kann ,  wo  a  eine 
Konstaute  ist.  Da  alsdann  e**  Tg-^  +  X  g^-f-X'  y  J  ein  vollständiger  Dif- 
ferentialquotient seyn  soll,  so  ist  (§.  85): 

also  muss  e'^Jx'-aX-  |f+a*]=0.  X'-aX-||+a»  =  0 

seyn.  Ist  diese  Beziehung  erfüllt,  so  wird  (a)  durch  den  Faktor  e**  inte- 
grabel. Für  X  und  X'  konstant,  bestimmt  diese  Gleichung  die  Werthe  von 
a  (§.  75).  Ist  aber  die  gegebene  Bedingung  erfüllt,  so  lässt  sich  leicht  das 
Integral  von  (a)  finden.     Denn  es  ist  dann  '(§.  86)  : 

8f        __   ax      8f  ax      8     r8f"\  «x        _,      "  .  A      1  .  ^t 

- —  =  Xe    ,r —  =  e    ,  ^— I  s —  |=ae    ,  and  wenn  a  =  0,  T  =  y,  das  Integral: 
8yi  öy,  8x  voy,^ 

jj  e    (X-a)89»+g^  /  e    8^  =  6    (X-a)y+e     ^, 
d.  h.  die  Integralgleichung  ist 

wt  8y   ,      ax  _.        .  ^ 

e     gi  +  e    (X~a)y  =  C, 

welche  letztere  Gleichung  zu  §.66,  I  gehört. 

II.)  Zu  untersuchen,  ob  die  Gleichung  (a)  durch  einen  Faktor  der  Form 

^mx  -hnx  £|j^g|.a5el  werden  kann.     M&o\&t^^Ul 


e  ■ 


einen  gegebenen  Faktor  integrabel  werden.  3g  1 

öy  oy^  8y, 

raus  als  Bedingungsgleichnng  folgt 

'-(m^x'*"''+nyx^""*)X-^+mitt(/u-l)x'*"*+ny(y-l)x^""*  +  (m/«x^""* 

0  X 

+  nyx^"~V=0. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  dann  das  Integral: 

/•)[ ,»'•+«''8 , -y /(U x^*  +  nr x'-V  .""+«''8 x+ ^^ /e~''+"''8 ^  =  C . 

Für  |i=l,  y  =  2  wäre 

X'=(m+2nx)X  +  |^  — (m+2nx)*— 2n, 

0  X 

d  also  etwa  für  X  =  2nx,  das  Integral  ron 

?^^+2nx  ^-ni(m+2nx)y=0: 

III.)  Man  soll  untersuchen,  ob  die  Gleichung  (a)  durch  einen  Faktor 

n 

IQ  der  Form  x'^e^'    integrabel  gemacht  werden  kann. 

Hier  ist  nun  r-  =  X'  x   e*^    ,  r —  =:  X  x   e'^^    ,  5 —  =:  x   e'^     ,    woraus 

dy  '8yt  '8y, 

s  Bedingungsgleichung : 

X'x»-x*|?-(mx+n/tix"'*"*)X+m(m— l)+/ttn(2m-hn— l)x"  +  AV"  =  0. 

ox 

Hurend  die  Integralgleichung  ist 

IV.  Man  soll  die  Bedingungen  angeben,  unter  denen  dieselbe  Gleichung 

i)  durch  den  Faktor^  r^-f-J'y  integrabel  wird,  wenn  5,  5'  Funktionen  von 

sind. 
Da  jetzt 

(y,  +  Xy,+X'y)tty,  +  ^y) 

in  vollständiger  Differentialquotient  seyn  soll ,  so  ist 

|i  =  X'tty,+^y)-h^(y,+Xy,  +  X'y)  =  ry,  +  (X'H-X|0y,+2X'ry, 
öy 

^  =  X«y.+l'y)+«y,+Xy,+X'y)  =  iy,+2Xiy,  +  (X^H-X'öy. 

^  =  ^yi+l'y. 
öy» 


iO 


dass  also  wegen  J^'-^  (8^)+8T»  (^)  =  ^  ^®y°  "*°^^- 
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Damit  diese  Gleichung  für  alle  y  erfüllt  sev,  moBs 

»eyn,  woraus  von  selbst  folgt,  dass  der  Faktor  von  -^  Null  ist.     Mau  siebt 

hieraus,  dass  wenn  man  f,  ^^  als  bekannt  ansieht,  man  X  aus  der  ersten 
Gleichung  erhält,  während  dann  X'  nach  §.66,  I  aus  der  zweiten  erhalten 
wird. 

Wir  wollen  einmal  f  =  1 ,  £'  =  b  annehmen,  so  hat  man 

2X  =  2b.X  =  b;  2bX'-*<tit^  =  0.X-=-Ce*^ 

8x 


also  wird  die  Gleichung 


8y  . 

int^grabel  durch  den  Faktor  «~-  +  by. 

Diese  Beispiele  mögen  genügen ,  um  zu  zeigen ,  in  welcher  Weise  hier 
zu  verfahren  ist. 


Vierzehnter  Absclmitt 

Von  den  besonderen  Auflösungen  der  Diflferentialgleichungen. 

.     §.87.      • 

Schon  in  §.  70,  V  haben  wir  gesehen,  dass  es  zuweilen  Auflösungen  von 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  geben  kann,  die  keine  willkür- 
liche Ronstante  enthalten,  aber  auch  nicht  aus  der  allgemeinen  In- 
tegralgleichung hervorgehen,  indem  man  bloss  der  willkör- 
lichen  Konstanten  einen  bestimmten  Werth  beilegt.  So  würde  in 
dem  dortigen  Beispiele  14  sicher  nicht  die  Gieichnng  x'+y*  =  a'  aus  y= 
Cx+aVl+C*  zu  erhalten  seyn,  man  möchte  der  Konstanten  C  irgend 
welche  Werthe  beilegen.  Solche  Auflösungen  heissen  wur  besondere  Auf- 
lösungen, irii  Gegensatz  zu  dem  Integral  oder  der  Integralgleichung. 

Gesetzt  also,  die  Gleichung  erster  Ordnung 

habe  zur  allgemeinen  Integralgleichung 

F(x,y,c)  =  0,  (b) 

wo  c  die  willkürliche  Konstante  vorstellt,  so  wird  jede  besondere  Form,  die 
Mis  (b)  dadurch  folgt,  dass  man  der  c  einen  bestimmten,  natürlich  vonx 
unabhängigen  Werth  beilegt,   ein  besonderes  Integral  von  (a)  darstellen. 

Wird  dagegen  die  Gleichung  (a)  auch  noch  befriedigt  durch  die  Gleichung 

i;;(x.  y)  =  0,  (c) 

in  der  eine  Konstante,  die  in  (a)  nicht  ist,  nicht  vorkommt,  und  es  ist  nk'lit 


\ 
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ch,  die  Gleichung  (c)  aus  (b)  zu  erhalten,  indem  man  der  dortigen 
se  c  einen  bestimmten  Werth  beilegt,  so  >vird  (c)  eine  besondere  Auf- 
g  der  Gleichung  (a)  seyn. 

Um  uns  die  Möglichkeit  einer  solchen  besonderen  Auflösung  klar  zu 
en,  wollen  wir  wieder  zu  der  bereits  in  §.  65  angewand^n  Betrachtung 
kkehren.  Wir  haben  dort  gesehen,  da£:s  man  mittelst  der  Gleichung  (a) 
r  eine  Reihe  von  Kurven  konstruiren  könne,  deren  allgemeine  Glei- 

I  die  (b)  ist,  während  jede  einzelne  dieser  Kurven  dadurch  erhalten 
dass  die  Konstante  c  einen  bestimmten  Werth  annimmt.     Denken  wir 

lun  die  (unendliche)  Menge  dieser  Kurven,  die  wir  als  unmittelbar 
inauder  folgend  denken  wollen,  d.h.  so,  dass  in  je  zwei  aufeinander  fol- 
m  die  Werthe  der  Konstanten  c  nur  unendlich  wenig  verschieden  sind, 
.t  jede  einzelne  dieser  Kurven  die  Eigenschaft,  dass  der  aus  ihr  folgende 

;h  von  ^  derselbe  ist,  wie  er  aus  der  Gleichung  (a)  folgt,  wenn  man  för 

i  y  die  dem  betreffenden  Kurvenpunkte  zugehörigen   Werthe   wählt, 
n  wir  etwas  genauer  auf  die  Sache  ein,  so  werden  wir  uns  auch  so  aus- 
hen  können.     Gesetzt  FG  sey  eine  der  betref- 
!n  Kurven,  M  ein  Punkt  derselben,  dessen  Ko- 
aten  x  und  y  sind,  N  ein  zweiter  Punkt,  dessen 
dinaten  x+^^x,  y+-^y  seyen,  wo  ^x  =  DE, 

=  QN  ist,  so  wird  der  Werth  Gr-T-.- j,  wie  er 

ierKur^e  folgt,  nichts  Anderes  seyn,  als  das—,    ^  ^     =^ 

ms  (a)  folgt,  wenn  man  in  (a)  für  x  und  y  die  Koordinaten  des  Punktes 
itzt.  Was  wir  so  eben  von  einer  Kur^'e  gesagt  haben ,  gilt  von  allen 
m.  Denken  wir  uns  nun  weiter,  diese  Reihe  von  Kurven  sey  so  be- 
fen,  dass  je  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  sich  sclineiden  (in 

II  oder  mehreren  Punkten),  und  man  ziehe  durch  diese  Durchschnitts- 
te  je  zweier  auf  einander  folgender  Kurven  selbst  wieder  eine  stetige 

e»  so  wird  diese  ebenfalls  Werthe  von  ^  liefern,  wie  sie  aus  der  Glei- 

g  (a)  folgen.  Denn  auf  der  oben  betrachteten  besonderen  Kurve  FG 
n  zwei  einander  unendlich  nahe  solcher  Durchschnittspunkte,  der  eine 
als  Dnrchschnittspunkt  der  Kurve  FG  mit  der  vorangehenden,   der  an- 

(N,  wenn  MN  unendlich  klein)  als  solcher  Durchschnittspunkt  mit  der 
st  folgenden  Kurve.  Da  die  neue  Kurve  nun  durch  alle  diese  Durch- 
ittspurikte  geht,  so  hat  sie  mit  der  Kun'e  FG  zwei  einander  unendlich 

Punkte  (M  und  ^')  gemeinschaftlich,  und  folglich  wird  der  Werth  von 

C^O'  wie  er  für  den  Punkt  M  aus  der  Kurve  FG  folgt,  nothwendig 

elbe  seyn,  wie  der  Werth  derselben  Grösse  für  denselben  Punkt  aus  der 
!n  Kurve.  Da  nun  der  eine  der(a)  genügt,  so  genügt  also  auch  der  andere 
elben  Gleichung.'    Hieraus  folgt  aber  ganz  offenbat ,  d^%^  Ä\^  Q\€\^\xw% 
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der  neuen  Kurve  ebenfalls  der  (a)  genfigt,  und  eine  willkürliche  Konstante 
sicher  nicht  mehr  enthält,  da  diese  Kurve  eben  nur  eine  einzige  ist  Es 
folgt  aber  hieraus  noch  weiter,  dass  ausser  den  anfänglichen  Kurven,  deren 
Gleichung  (b)  ist,  nur  noch  die  neue  Kurve  aus  (a)  folgt,  also  weitere  Auf- 
lösungen nicht  mehr  existiren  können.  Die  neue  Kurve  pflegt  nun  die  ein- 
hüllende Kurve  der  andern  genannt  zu  werden,  und  da  sie  mit  jeder  der 
letzteren  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  gemeinschaftlich 
hat,  so  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  sie  mit  derselben  jeweils  eine  gemein- 
schaftliche berührende  Gerade  hat,  oder  alle  jene  Kurven  berührt.  Ist  nan 
diese  einhüllende  Kurve  nicht  selbst  eine  der  früheren,  so  ist 
ihre  Gleichung  die  gesuchte  besondere  Auflösung. 

Soll  man  also  die  besondere  Auflösung  der  Gleichung  (a),  deren  allge- 
meines Integral  (b)  ist ,  aufsuchen ,  so  ist  die  Aufgabe  darauf  zurückgef&hrt, 
die  einhüllende  Kurve  der  durch  (b)  ausgedrückten  Kurven  zu  suchen.  Seyen 
nun  c,  c-f-'^c  zwei  auf  einander  folgende  Werthe  der  Konstanten  c,  so  wer- 
den die  Gleichungen 

F(x.y,c)=^0,  F(x,y,c+Jc)  =  0  (d) 

auch  zwei  auf  einander  folgenden  Kurven  zugehören,  und  die  Koordinaten 
ihres  Durchschnittspunktes  werden  erhalten  werden ,  wenn  man  x  und  y  ans 
diesen  beiden  Gleichungen  bestimmt.  Aus  den  zwei  Gleichungen  (d)  folgt 
aber  auch 

r(x,y,  c;  =  u,  -: =  ü, 

welche  zwei  Gleichungen  eben  so  gut  zur  Bestimmung  von  x  und  y  ven^eD- 
det  werden  können ,  da  sie  die  (d)  vollständig  ersetzen.  Die  letzte  dieser 
Gleichungen  gibt  aber,  wenn  man  Je  unendlich  abnehmen  lässt,  was  man 
muss,  wenn  die  zwei  Kurven  unmittelbar  aufeinander  folgende  seyn  sollen: 

— V        =0,  gemäss  den  Fundamental-Erklämngen  in  §.3,  so  dass  also 

0  c 

die  zwei  Gleichungen  (d)  zu  ersetzen  sind  durch 

F(x.y.c)  =  0.»I^«>  =  0.  (dO 

oc 

aus  denen  die  Koordinaten  des  Durchschnittspunktes  zweier  unmittelbar  auf 
einander  folgender  Kurven  folgen  müssen.  Ist  es  nicht  möglich,  dieselben 
hieraus  zu  bestimmen ,  so  besteht  eben  ein  solcher  Durchschnittspunkt  gar 
nicht.  Letzteres  wird  dann  immer  der  Fall  seyn ,  wenn  x  und  y  in  der  zwei- 
ten Gleichung  (d^)  nicht  vorkommen ,  in  welchem  Falle  dieselbe  für  c  einen 
bestimmten  Werth  liefert. 

Bildet  man  nun  aus  den  Gleichungen  (d^)  eine  neue  Gleichung 

i^(x.y)  =  0,  (e) 

indem  man  c  zwischen  beiden  eliminirt,  so  wird  diese  Gleichung  nothwendig 
die  der  einhüllenden  Kurve,  also  die  besondere  Auflösung  von  (a)  seyn. 
Denn  die  Koordinaten  d^s  Durchschnittspunktes  der  Kurven  (d')  genügen 
der  (e),  und  da  in  letzterer  c  nicht  vorkommt,  so  wird  dies  der  Fall  seyn. 
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wa«  auch  immer  c  seyn  mag,  d.h.  für  alle  möglichen  Durchschnittspunkte, 
fto  das»  eben  die  (e)  die  gesuchte  Gleichung  ist. 

Wir  haben  so  eben  die  Theorie  der  besonderen  Auflösungen  aus  geome- 
trischen Betrachtungen  abgeleitet,  die  immer  den  Yortheii  grösserer  An- 
schanlichkeit,  dagegen  auch  den  Nachtheil  geringerer  Allgemeinheit  haben. 
Es  iaf  jedoch  ziemlich  leicht,  auf  analytischem  Wege  zu  denselben  Resultaten 
zu  gelangen. 

Ist  (b)  die  allgemeine  Integralgleichung  von  (a),  so  muss  aus  den 
Gleichungen 

8y 
wenn  man  zwischen  ihnen  c  eliminirt,  derselbe  Werth  von  -g-  folgen,  wie  ihn 

die  (a)  liefert.  Denken  wir  uns  nun  aber  einmal,  c  sey  niclit  mehr  konstant, 
sondern  eine  Funktion  von  x  und  y,  so  wird  die  Gleichung  (b)  durch  Diffe- 
rentiation geben  ^ 

8F  .  8F8y  ,  8Fr6c  ,  8c6y-\      .  ,. 

•8l+8^8"i;+8"^lrx+8"-ye-xJ  =  ^'  ^«> 

soll  nun  durch  Elimination  von  c  aus  (b)  und  (g)  eine  Gleichung  entstehen, 

8? 
die  denselben  Werth  von  r^  wie  (a),  d.  h.  wie  die  aus  den  (f)  entstehende 

>  GleichoDg  geben  soll,  so  müssen  die  (b)  und  (g)  der  Form  nach  mit  den  (f) 
ZQsammensttmroen.  Dies  ist  aber  der  Fall,  wenn  c  eine  Funktion  von  x  und 
y  i»t,  bestimmt  durch  die  Gleichung 

1  rc=«-      ^<^^ 

Gibt  diese  Gleichung  wirklich  c  als  Funktion  von  x  und  y,  d.h.  enthält  sie 
aosserc  wenigstens  noch  eine  dieser  Veränderlichen,  so  wird  diese  Funktion, 
in(b)  für  c  gi^setzt,  eine  Gleichung  liefern,  die  als  Auflösung  von  (a)  wird 
^gesehen  werden  müssen.  Denn  dann  gibt  (b)  zwei  Gleichungen ,  die  ge- 
nau die  Form  (f)  haben  und  aus  denen  durch  Elimination  von  c  dasselbe 
folgt,  wie  oben.  Man  sieht,  dass  dies  ganz  dasselbe  ist,  was  wir  oben  auf 
geometrischem  Wege  aufgefunden  haben ;  namentlich-  ist  (g')  die  zweite 
Gleichnng  (d^). .  Allein  der  analytische  Weg  geht  einen  Schritt  weiter.    Ge- 

8  F       P 

•etit  nftmlich,  es  sey  r-  =~,  wo  P  und  Q  Funktionen  von  x  und  y  sind,  so 
terden  die  Gleichungen  (f)  seyn : 

F(x,y,c)=0,Q~  +  P^=^0 

ttnd  die  (g) : 

«y  V  8F  8y  bFfbc      8c8y^ 

Md  diese  Systeme  werden  auch  zusammenstimmen ,  wenn  Q=  0.    Bestimmt 
tta  also  c  als  Funktion  von  x  aus  der  Gleichung  Q  =  0 ,    so  kann  die 
itirch  Elimination  von  c  aus  dieser  Gleichung  und  (b"^  Vv^xn^x« 
^l«kende  GJeicbun^  auch  eine  besondere  Anf\o?^ui\%xoTv  V?^  ^^"^"^^ 


h 
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Es  ist  aber  wohl  möglich,  dass  dem  nicht  so  ist,  da  die  Annahme  Q  =  0  ge- 
gen die  vorhergehende  Multiplikation  mit  Q  streiten  könnte,  so  dass  man  im 
spezieilen  Falle  sich  versichern  muss,  ob  die  gefundene  Gleichung  überhaupt 
eine  Lösung  von  (a)  ist,  oder  nicht. 

Da  auch  g    =-0-  .  so  genfigt  natOrlich  (b)  aacli  der  Gleichung 

(a) 


■C-t)'"- 


und  eine  besondere  Auflösung  der  (a')  ist  auch  eine  von  (a).     Statt  der 

zweiten  Gleichung  (f)  wird  man  jetzt  schreiben 

8F  8x  ,  8^F 

8x8y~^8y""    ' 

und  statt  (g)  : 

8F  8x      8F      8F  /"Öjc  8x  ,  ec"\_ 

8x8y"*"jy'^8c  V.8x8y"^8yJ"'    ' 
8F      P' 

woraus  dann  folgt,  dass  wenn  ö-  =  k;»  ^'®  Gleichung  Q'  =  0,  benötzt,  um 

c  zwischen  ihr  nnd  (b)  zu  eliminiren ,  zu  einer  besonderen  Auflösung  von  (a) 
führen  kann. 

Wir  bemerken  hiezn  nur  noch ,  dass  es  immer  leicht  ist  zu  entscheiden, 
ob  das  gefundene  Resultat  eine  besondere  Auflösung,  oder  ein  besonderes 
Integral  ist.  Wäre  es  letzteres ,  «o  müsste  die  Elimination  von  y  oder  x 
zwischen  (b)  und  (c)  nothwen4ig  für  c  einen  konstanten  Werth  liefern;  ist 
dies  nicht  der  Fall ,  so  ist  die  Gleichung  (c)  eine  besondere  Auflösung. 

Als  Beispiele  mögen  die  folgenden  dienen. 

1.)  Die  Gleichung 

h%t  zum  allgemeinen  Integral 

y  =  cx+^(c)  (8.70,V). 
Baraus  folgt ,  wenn  man  nach  c  differenzirt : 

0  =  x+v"(c). 
und  wenn  man  c  zwischen  dieser  Gleichung  und  y  =  cx-t-tp(c)  elimiiiirt,'so  crUK 
man  eine  Auflösung  der  Gleichung.  Diese  Auflösung  ist  nothwendig  eine  beieidere. 
denn  »ic  gibt  %p'(c)  =  —  x,  also  auch  y=  —  c%p'  (c)^-^^.  woraus  »icher  nicht c 
gleich  einer  Konstanten  folgt. 
2.)  Die  Gleichung 

hat  zum  allgemeinen  Integral 

Daraus ,  indem  man  nach  c  differenzirt  : 

X*  X*  X 
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gen  der  vorgelegten  Gleichung,  die  ilir  wirklicli  genügen.  Sie  »ind  auch  in 

8  P    8  K  I 

emeinen  Integral  nicht  enthalten.     Die  Grossen  ^»  r—  sind  1  und   -^   -f~ 

denen  nur  die  letztere  für  c  ^  0  unendlich  werden  könnte ,  was  aber  nicht 

ist. 

Der  Gleichung 

§.70,  Nr.  18): 

x«+y»-  2cT— 2yf(c)  =  0. 
iie  Elimination  von  c  zwischen  dieser  Gleichung  und  . 

x-hyr(c)  =  o 

I  eine  besondere  Auflösung  gibt. 
Om  die  Gleichung 

xrJ-J-y'+a  =  o.   y«Z_i-y.  +  ±  =  0 

1  a 

riren,   hat  man  in  §.  66 ,  II :  m=2,X  = »X|= — ,  also  ist  die  In- 

eichung : 

drt  man  hier  nach  c,  so  fällt  c  ganz  weg  und  es  ist  also  eine  Elimination. 

8F  er 

(glich.     Dagegen  ist    q~~= — 2cx,   r- = 2  j,  und  alle  diese  können  nicht 

«setzt  werden.     Demgemäss  hat  die  Gleichung  keine  besondere  Auflösung. 
Für -die  Gleichung 

an  nach  §.  71 ,  I  als  allgemeines  Integral 

y=:CX+— . 
C 

c  zu  eliminiren  zwischen  dieser  Gleichung  und  x -^  =  0,  0  =  +  ^x,  so 

c 

•  gegebenen  Gleichung  als  besondere  Auflösungen  genügen:   y=2xVx 
:  —  2x  V^L.  die  beide  im  allgemeinen  Integral  nicht  enthalten  sind. 
Der  Gleichung 

OK+")OH-0+'H=» 

(§.71,  Nr.  2): 

y  -'^+z — :• 

b —  c 
lält  man  eine  Auflösung  durch  Elimination  von  c  aus  dieser  Gleichung  und 


ax'         acx' 


b  — c  =  -f:zV— ab,  c  =  b4:xV— ab, 

y*  =  b  — ax»±2xV-ab  =  (Vb±xV— a)^_y=Vb±xV^— ». 

oder  y=  — Vb+x  V — * 

» 

B  als  besondere  Auflösungen  der  Gleichung  genügen. 
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7.)  Der  Gleichung 

t/ — ^y 

\/x  —  a  "-  =y 

8x      _ 

2  Vi"-« 
genügt  y  =  ce  ; 

8F  .  er 

wollte  man  hier  nach  c  differenziren ,   so  erhielte  man  c  nicht;    ^—  ist  1;     t~  = 

o  y  ox 

C  fi 

,   welche  letztere  Grösse  unendlich  ist  fQr  x=:a.     Allein  dies  ist  keine 

Vx-a 
Auflösung  der  gegebenen  Gleichung. 

8.)  Der  Gleichung 
genitgt  (§.68.  Nr.  2): 


Vx»-hy»-x 

ÖF  8F 

Da  hier  r-  =  —  1 ,  so  kann  man  dies  nicht  =  0  setzen.      Daeeffen  ist  h~  = 

oc  "  "  oy 

.2y[Vi'-hy'-x]Vx'+y:^'  „„^  j.„^  q,«,,^  i.t  =oo  ,  wenn  ViMV  =  >• 

y'=:0,  y=0,  weicher  Werih  wirklich  der  Gleichung  genfigt,  aber  auch  aas  den 
allgemeinen  Integral  folgt,  wenn  c=:0. 
9.)  Der  Gleichung 

(-y+ViM=y:^')^-»=o 

genügt  y  =  C  +V^J+^^\ 

^      Paraus  folgt 

8F X 

was  =00  ist  für  x*+y'  —  a'=0.     Dies  genügt  der  vorgelegten  Gleichung  und 
ist  eine  besondere  Auflösung. 
10.)  Die  Gleichung 

hat  als  Integralgleichung  (§.  71 ,  I) : 

y  =c*-|-2c*x+cx'. 
Also  hat  man  c  zu  eliminiren  zwischen  dieser  Gleichung  und 

3c»-(-4cx  +  x*  =  0. 
aus  welch  letzterer  folgt 

c—  —  -^  1  oder  =  — x. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  von  y.  so  ergibt  sich 

4 
y^  — ^x'odery-.O, 

wovon  der  ernte  Werth  eine  besondere  Auflösung  ist. 

§.  88. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  immer  vorausgesetzt,  man  kenne  das  all- 
gemeine  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  und  haben  daraus  die 


s 
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sondere  Aaflösuog,  wenn  eine  solche  vorhanden  war,  abgeleitet.  Allein 
gar  manchen  Fällen  ist  man  nicht  im  Stande,  das  allgemeine  Integral  auf- 
finden und  soll  trotzdem  die  besondere  Auflösung ,  die  etwa  vorhanden  ist, 
mittein.  Cm  dies  bewerkstelligen  zu  können,  wollen  wir  nochmals  auf  das 
esen  der  besonderen  Auflösungen  eingehen.  Wir  haben  gesehen,  dass  die 
bondere  Auflösung  nichts  Anderes  ist,  als  die  Gleidiung  der  einhüllenden 
irve  all  derjenigen  Kurven,  deren  Konstruktion  mittelst  der  gegebenen  Dif- 
rentialgleichung  möglich  ist.  Diese  einhüllende  Kurve  kann  aber  durch  die 
ifferentialgleichnng  nicht  konstruirt  werden,  obgleich  sie  ihr  genügt,  wie 
s  den  Betrachtungen  des  §.87  und  §.65  wohl  deutlich  hervorgeht.  Sieben 
r  nun  näher  zu,  worin  der  Grund  dieser  Unmöglichkeit  liegt.  Alle  in  dem 
(gemeinen  Inte«:ral  enthaltenen  Kurven  können  vermittelst  der  gegebenen 

fferentialgleichung  konstruirt  werden,  und  nicht  nur  die  Werthe  von  y, 

8  V    6'  y 
e  sie  aus  jeder  folgen,  sondern  auch  die  von  p^,  jp^,, gentigen  der 

gebenen  Differentialgleichung,  und  zwar  desshalb,  weil  man  auf  jeder  Kurve 
unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  annehmen  kann,  die  sich  nach 
pi  durch  die  Differentialgleichung  ausgesprochenen  Gesetze  (das  in  der 
arve  bildlich  dargestellt  ist)  folgen,  so  dass  dann  (§.  II)  die  Werthe  von 

[,  r-^ — -  nothwendig  sich  aus  der  Kurve  so  ergeben  müssen,  wie  die 

ox 

ifferentialgleichung  sie  geben  wird,  wenn  man  dieselbe  weiter  differenzirt. 
unnte  man  auf  der  Kur>'e  nur  zwei  Punkte  annehmen,  die  unmittelbar  auf 

nander  folgen,  so  würde  nur  r^  d.osselbe  sevn,  wie  aus  der  Differentialglei- 

8t   8*v 
lang;  könnte  man  nur  drei  Punkte  annehmen,  so  würden  bloss  r-.  ö-i^l»*^- 

tiben  seyn,  wie  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung,  u.  8.w. 

Betrachten  wir  nun  die  einhüllende  Kur^'e,  so  liegen  von  derselben  je 
ur  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  auf  einer  und  derselben  von 
m  durch  die  Differentialgleichung  g^ebenen  Kurven,  so  dass  also  auch  bloss 

5r  aus  der  einhüllenden  Kurve  gezogene  Werth  von  r^  derselbe  ist,  wie  der 

18  der  Differentialgleichung  gezogene,  während  der  aus  der  einhüllenden 

urve  gezogene  Werth  von  ^-^  ein  anderer  seyn  muss ,  als  der  von  «-^  den 

an  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  zieht.  Dass  es  mit  den  höhe- 
n  Differentialquotienten  dieselbe  Bewandtniss  haben  wird ,  versteht  sich 
>n  treibst. 

Differenzirt  man  also  die  vorgelegte  Differentialgleichung  nochmals,  so 

[168  der  so  erhaltene  Werth  von  r-i  verschieden  seyn  von  dem,  den  die  be- 

8  x' 
ndere  Auflösung  gibt,  so  dass  letzterer  ans  der  differenzirten  Gleichung 
At  gefunden  werden  kann.     Würde  man  also  in  die  neue  Gleicliuu^  d^w- 
ligen  Werth  von  y  einsetzen ,  der  der  besonderen  A.\\?\öb>\wv%  T\iSs.^m\svV  >  >b^ 


390  Kennzeichen  der  besondern  AaflösoDg. 

muss  i'ine  Bestimmung  von  r-^  geradezu  unmöglich  seyn ,   und  umgekehrt, 

wenn  diese  Bestimmung  fttr  einen  gewählten  Zusammenhang  zwischen  x  und 
y  unmöglich  ist,   so  kann  dieser  Zusammenhang  eine  besondere  Auflösnng 
der  Gleichung  seyn. 
Ist  nun 

f(x,y.yi)  =  o.  yi  =  g|.  (a) 

die  vorgelegte  Differentialgleichung,  so  folgt  aus  ihr: 

6'  y 

und  eine  Bestimmung  von  y,  =  r-^  ist  unmöglich ,  wenn 

entweder    iT^  +  ft-yi  =0,  =0,  (c) 

0  X      ö  y  8  y^ 

"^^^  rx  +  8yy*=ö'    e-y-=0--  ^^> 

-.  ef,8f  0       8f,^^^  ,. 

«aer  ^+riyi  =  TT  »    ^-  "ic^»'  ^  ^^^^  »'  W 

0  X      0  y  U       o  yj 

,  6f,8f        .,^,  8f^  y-v 

oder  -:-  +  s~-  yi  n»cht  0  oder  00 ,  -r —  =  0.  (f ) 

0  X      0  y  *  0  y^ 

Diese  vier  Fälle  können  nun  besondere  Auflösungen  von  (a)  geben. 
Und  zwar,  wenn  man  \\  zwischen  (a)  und  der  ersten  (c),  eben  so  y^  zwi- 
schen (a)  und  der  zweiten  (c)  eliminirt,  und  erhalt  beide  Male  dieselbe  Glei- 
chung zwischen  x  und  y,  so  kann  dieselbe  eine  besondere  Auflösung  seyn; 
dasselbe  gilt  f&r  die  Gleichungen  (d)  und  (a);  die  Gleichung  (e)  zerfallt  in 
zwei,  mit  denen  eben  so  zu  verfahren  ist;  eliminirt  man  yi  zwischen  (a)  und 
(f),  so  kann  das  Resultat  der  Elimination  auch  eine  besondere  Anfldsung 
seyn. 

Wir  haben  vorausgesetzt,  dass  die  einhüllende  Kurve  mit  jeder  der 
durch  (a)  dargestellten  Kurven  nur  zwei  Punkte  gemeinschafUich  habe. 
Dies  ist  jedoch  nicht  uneriässlich ,  sondern  es  könnte  ganz  wohl  eine  Reihe 
von  mehr  Punkten  gemeinschaftlich  seyj^ ,  nur  ist  diese  Anzahl  eine  imner 

beschränkte.     Daraus  folgt,  dass  es  wohl  möglich  wäre,  dass  der  aus  der 

8'y 
besonderen  Auflösung  hervorgehende  Werth  von  r-^  noch  derselbe  seyn 

könnte,  wie  der  aus  (a)  folgende,  aber  r-^  nicht  mehr;   oder  aber  r-^  noch 

8*  V 
in  dieser  Lage  seyn  könnte,  nicht  aber  g-^,  u.  s.  w. 

Daraus  ergibt  sich  aber  jetzt  sogleich  das  Kennzefchen,  ob  eine  Glei- 
chung zwischen  x  und  y  eine  besondere  Auflösung  der  Gieichun; 
(a)  ist  oder  nicht.  Sie  wird  es  nämlich  seyn,  wenn  sie  einer  der 
aus(a)  durch  aufeinander  folgende  Differentiationen  gebildeten 
Gleichungen  nicht  genügt.  In  der  Regel  wird  dies  sogleich  mit  der 
ersten  der  Fall  seyn. 

Wir  haben  so  eben  gesagt,  dass  es  möglich  seyn  könnte,  das«  die  ein- 
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liiilleDde  Kurve  mit  den  eiogchiillten  mehr  als  zwei  Punkte  gemeinschaftlich 
babe.     Seyen  nun 

f(x,y,e)=^0,  f(x.y,c  +  iic)  =  0.  f(x,  y,  c+2zic)  =  0  (g) 

die  Gleichungen  von  drei  auf  einander  folgenden  Kurven,  und  es  solle  die 

einhüllende  Kurve  drei  Punkte  genieinschatllich  haben,  so  mQsste  der  Durch- 

»chnittspunkt  der  zwei  letzten  Kurven  auch  auf  der  ersten  liegen ;  zieht  man 

»Iso  die  Werthe  von  x  und  y  aus  letzteren  und  setzt  sie  in  die  erste  ein ,  so 

muss  diese  Gleichung  erfüllt  seyn.  Aus  den  Gleichungen  (g)  folgt  «aber  auch: 

f  (X. ,.  c)  -  0.  t(».y.c  +  ^c)-f(,.y.c)  ^  ^ 

zfc 
f(»,y,c+2zic)-2f(»,  y,c  +  ^c)H-f(«>y.  c) 

J.  h.  wenn  man  Je  unendlich  klein  werden  lässt  (§.  11): 

f(x,y,c)  =  0,     —- =0,    -^ =0,  (g*) 

welche  drei  Gleichungen  die  (g)  ersetzen  und  für  dieselben  Werthe  von  x 
md  y  richtig  seyn  mössen.  Eliminirt  man  nun  x  und  y  zwischen  ihnen ,  so 
rhält  man  eine  Gleichung  in  c,  die  für  diese  Grösse  bestimmte  Werthe  Fie- 
?rt,  *  so  das«  also  auch  nur  für  diese  bestimmten  Werthe  von  c,  d.  h.  für 
iejenigen  Kurven  des  Systems,  die  diesen  Werthen  entsprechen,  die  ein- 
lullende Kurve  drei  Punkte  mit  derselben  eingehüllten  gemeinschaftlich  hat 

8*y 
)emnach  wird  unsere  obige  Regel,  dass  g-^   nicht   dürfe   bestimmt  werden 

önnen ,  vollkommen  bestehen  bleiben ,  da  immer  noch  unendlich  viele  Kur- 
en des  eingehüllten  Systems  vorhanden  sind,  für  welche  die  einhüllende 
Larve  in  der  früher  gewählten  Lage  ist  Eben  so  aber  wird  in  Bezug  auf 
as  Kennzeichen,  ob  die  gefundene  Gleichung  eine  besondere  Auflösung  ist, 
der  nicht,  die  gegebene  Regel  bestehen  bleiben,  dass  man  zuweilen  zu  hö- 
eren  Differentiationen  gehen  muss,  eben  weil  es  doch  auch  einzelne  einge- 

üUte  Kurven  geben  kann ,  für  die  x^ ,  . . .  dieselben  sind ,  wie  sie  aus  der 

egebenen  Differentialgleichung  folgen.  Bei  diesen  Differentiationen  kann 
lao ,    wenn  es  vorkommt ,   diejenigen  Faktoren ,    die  zur  Bestimmung  von 

-^,  .  .  .  nicht  tauglich  sind,  weglassen,  da  es  ja  bloss  sich  um  die  Bestim- 

mng  dieser  Grössen  handelt 

8y  I      by         1      8y  .  8-y      ^ 


1   ey 

t^'y^  2  e 

?  x' ""  Vx 


X  Vv/y      V.U 


♦  Es  w&re  aUcrdings  denkbar,  dass  die  ro  erhaltene  Gleichunpr  für  alle  möglichen  Werthe 
>o  e  richtig  wäre,  wenn  hie  i.  B  Messe  5c» +(1  — f)  (1 +6c)  — 4c  — 1  =  0;  allein 
uin  würden  die  Olcichungen  (g')  oder  (g)  bestehen,  wenn  man  für  c  setite  c+iic,  c-|-2zlc, 
. . ,  was  darauf  hinauflk&me,  dass  alle  Dnrchschnittspankte  auf  derselben  Rurre  Ugen,  d.  h. 
ISS  die  einhüllende  Kurre  eine  Kunre  des  Systems  wflre,  niitliiu  eine  besondero  Aafln  ung 
icht  Statt  fMnde. 


8y 
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welche  Grösse  unbestimmt  wird  fQr  y  =r  0.     Ersetzt  man  aber  ^  durch  A/    -  ,  so 

ox  ▼       X 

8*y      \  r  l       Vy  ^ 
ist  aus  der  Torgelegteii  Gleichung :    g— j  =  -r-l r-p  I ,  w&hrend  aus  y =0  folgt 

r— ,=0.     Demnach  ist  y  =  0  eine  besondere  Auflösung,  wie  dies  aus  dem  allge- 
meinen Integral:   V'y  =  V'x-j-c  auch  sofort  folgt. 

G9'- 

fc'y  6y 

welche  Gleichung  g— j  nicht  bestimmt,  wenn  —  =2x,  woraus  dann  folgt:  y  =  x* 

Ö*y 
Da  hieraus  nicht  folgt  g— ^  =  0 ,  so  ist  dies  eine  besondere  Auflösung.     Das  allge- 
meine Integral  ist  übrigens  (§.  71 ,  I): 

1     , 
y::=cx--c-. 

3.)  Die  Gleichung 

so  dass  g-  H-a'lyx—  x*~J=0  zu  einer  besonderen  Auflösung  führen  kann.  Da 

hieraus  folgt 

8y        a»yx  ,ey_  yx         ^_,8y_  y 

Öx~a4»— r^  8x""       a*x«-l'^     *8x""      a»x»— 1' 

so  wird  die  Gleichung 

(a»x«-l)«+a*y*x*  =  a»y*.  a«y«(l  — a»x«)  =  (a»x«— 1)»,  a=y*=l— a«i». 

8*y 
eine  besondere  Auflösung  seyn  kOnnen.     Da  sie  nicht  r— ^  =  0  gibt,    so  ist  sie  en 

auch  wirklich,  während  das  allgemeine  Integral  ist  (§.70,  Nr.  14,  oder  auch  §.  71,1): 

y=cx±  y/-.-^. 

Gesetzt,  man  habe  die  Differentialgleichung  (§.69): 

p+q5i=o        (h)  , 

und  es  existire  für  dieselbe  ein  integrirender  Faktor  v ,  so  dass  also 
SO  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (h): 

Hat  nun  die  Gleichung  (h)  noch  eine  besondere  Auflösung,  so  wird  die- 

8y 

selbe  wohl  P-f-Q— =0  gehen,  nicht  aber   der  Gleichung  (h')  genögen. 

Setzt  man  demnach  in  /''(P+Qä^)9x  för  y  seinen  aus  der  besonderen 
Auflösung  gezogenen  Werth,  so  wird  diese  Grösse  nicht  konstant,  d.  h.  es 
^/rd  V  (p+QI~)  nicht  Null.     Da  aber  P-fQ  ^es  wird,  so  muss  noth- 


BtBondMe  Aoflteungen  der  Difforentialgleichaiigeii  xweiUr  Ordnung.  393 

endig  t;  =  oo  werden.     Daraus  folgt  also,  dass  jede  besondere  Auf- 
)sung  den  integrirenden  Faktor  unendlich  macht. 


§.  89. 

Für  die  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  wollen  wir  nur  die  der 
«reiten  betrachten,  da  das  Gesagte  sich  leicht  übertragen  lässt  auch  auf 
Obere  Ordnung.     Hat  man  also  die  Gleichung 

X.  y.  g^.  --^,J  =  0  oder  f  (x.  y,  y,.  y,)  =0.  (a) 

)  wird  dieselbe,  allgemein  integrirt,  eine  Integralgleichung  der  Form 

F(x,y,c,c')  =  0  (b) 

iben ,  wo  c  und  &  die  willkürlichen  Ronstanten  sind.  Differenzirt  man  die 
leichung  (b),  und  eliminirt  aus  ihr  selbst  und  dieser  neuen  Gleichung  c 
ier  c^  so  erhält  m^n  zwei  Gleichungen  erster  Ordnung  mit  je  einer  will- 
iirlichen  Ronstanten,  die  beide  erste  Integralgleichungen  von  (a)  sind  (§.  82). 

esetzt  nun,  man  finde  irgend  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y,  oder  zwi- 

87 
:hen  x,  y,  r- ,  welche  der  (a)  genügt,  so  wird  dieselbe  entweder  eine  be- 

)ndere  Auf lösung  oder  ein  besonderes  Integral  seyn.  Soll  sie  letzteres  seyn, 

)  müssen  alle  Werthe  von  g-^,  r— ^  .  .,  wie  sie  aus  (a)  folgen,  auch  aus  ihr 

slbst  folgen,  geschieht  dies  nicht,  so  ist  sie  nothwendig  eine  besondere 

nflösung.     Damit  ist  dann  sofort  das  Rennzeichen  gegeben ,  womach  man 

dtscheiden  kann,  ob  eine  gefundene  Gleichung  eine  besondere  Auflösung  ist 

der  nicht. 

Sey  nun 

9>(3f.  y.  yi»c)  =  0  (c) 

in  erstes  Integral  der  Gleichung  (a)  mit  einer  willkürlichen  Ronstanten  c, 

0  folgt  ans  ihr  durch  Differentiation : 

8»  ,  89       ,89  f. 

nd  wenn  man  c  eliminirt  zwischen  dieser  Gleichung  und  (c) ,  so  erhält  mau 
a).  Denkt  man  sich  aber ,  es  ^ey  c  eine  Funktion  von  x,  y,  y,  ,  so  würde 
US  (c)  folgen ; 

8^,89        ,h9        ,8f)r8c,8c  8c       ^      ^     ■ 

nd  diese  Gleichung  würde  durch  Elimination  von  c  dasselbe  Resultat  geben, 
enn  p  als  Funktion  von  x,  y,  y^  bestimmt  wird  aus  der  Gleichung 

lliminirt  man  also  aus  (c)  und  (d)  die  Grösse  c ,  so  erhält  man  ganz  sicher 
ine  Lösung  der  Gleichung  (a),  die  wohl  eine  besondere  Auflösung  seyn  kann. 

Hätte  man  statt  der  Gleichung,  (c)  die  Gleichung 

<'(x.y.yi'C')  =  0  (c') 

ewälilt,  wx)  c*  die  andere  Konstante  ist,  und  die  z^eV G\w\v\vsv^<kiv V^O^ >m!Ä. 
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(c^)  wesentlich  verschieden  sind ,  so  hätte  man  eben  so  c'  zu  eliminiren  zwi- 
schen den  Gleichungen 

Allein  das  Resultat  der  Elimination  wird  in  beiden  Fallen  dasselbe  seya. 
Denn  sey  wieder  (b)  das  allgemeine  Integral  von  (a),  so  wird  die  Gleichung' 
(c)  erhalten  werden,  indem  man  c*  eliminirt  zwischen  (b)  und  ihrer  Differen- 
tialgleichung 

— +  —  ^  =  0,  oderF,(x.y.yi,c,  c')=0.  (e) 

ox      0  y  oz 

Man  kann  also  die  Gleichung  (c)  ersetzen  durch  (e),  wenn  man  hierin  c'  als 

durch  (b)  gegeben  ansieht.    Dadurch  wird  aber  c'  als  Funktion  von  c  (nebst 

x-  und  y)  erscheinen ,  und  die  Gleichung  (d)  wird  jezt  seyn 

8j;  ,  8F\  8c;^^^ 


^^,  8c    '8c'    8c 

WO  -r-  aus  (b)  zu  nehmen  ist.     Aus  (b)  folgt  aber 

8F8c'     8F_ 

8c'  8c"*"8c""    • 
SO  dass  also  die  Gleichung  (d)  zu  ersetzen  ist  durch 

8F>  8F      8F,  8F 

8c   8c'       8c'  8c""    *  ^  ^ 

Eliminirt  man  also  c,  cf  aus  (f),  (b),  (e),  so  erhält  man  die  besondere 

Auflösung.  Wir  sind  hiebei  von  der  Konstanten  c  ausgegangen;  wären  wir 
von  c^  ausgegangen ,  so  wären  natürlich  die  Gleichungen  (b)  und  (e)  diesel- 
ben ,  und  sonst  hätte  man  bloss  c  und  c^  zu  vertauschen.  Da  aber  dadurch 
die  Gleichung  (f)  sich  nicht  ändert,  so  ist  unsere  Behauptung  gerechtfertigt 
Da,  wie  bereits  mehrfach  gesagt,  die  besondere  Auflösung  jedenfalls 
der  Gleichung  (a)  genügt,  man  also  für  den  durch  diese  Auflösodg  gegebenen 
Zusammenhang  von  x  und  y  sicher  die  Gleichung  (a)  hat;  man  ferner  diese 

8'y 

Gleichung  weiter  differenziren  darf,  um  r— ^  zu  bestimmen ,  endlich  aber  der 

aus  (a)  folgende ,  nach  gewöhnlicher  Weise  bestimmte  Werth  von  r-^  nicht 

übereinstimmen  soll  mit  dem  aus  der  besonderen  Auflösung  folgenden,  so  er- 
sieht man  wieder,  wie  in  §.  88,  dass  man  die  besondere  Auflösung  auch  er- 
halten kann  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  (a)  nochmals  differenzirt,  and 
dann  mit  ihr  diejenigen  Beziehungen  verbindet,  mittelst  welcher  aus  der  so  dif- 

ferenzirten  Gleichung  (a)  eine  Bestimmung  von  r— ^  unmöglich  wird. 

8t 
Hat  man  eine  besondere  Auflösung  gefunden,  die  -—  enthält,  und  inte- 

grirt  diese  Gleichung,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  mit 
einer  Konstanten ,  die  eine  besondere  Auflösung  voa  (a)  ist.  Hat  die  beson- 
dere Auflösung  der  ersten  Ordnung  selbst  wieder  eine  besondere  Auflösung, 
so  ist  letztere  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  ohne  willkürliche  Konstante 
und  das,  was  man  füglich  doppelt  besondere  Auflösung  nennen  könnte,  in 
soferne  sie  der  vorgelegten  Gleichung  genügt. 
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ö'y     .  .  l?*y       1   8y 

Hier  ist  eine  Bestimmung  ron  « — 5  nicht  möglich,  wenn  ^  "t  =  —  q~»  woraus,  in  die 

vorgelegte  eingesetzt,  folgt: 

UJ  =^     8^=±" 
welche  beide  Werthe  der  vorgelegten  Gleichung  genügen.     Da 

8»y    v'eV    äxjex'     i_  ö^ 

8x»""    r    Ö^y      8y-\       ""  X   8x** 


V.   8x»      8xJ 


8y  8y 

und  wenn  man  r— =  +  x  setzt,  diese  Gleichung  nicht  richtig  ist,  so  ist  r-r=i:x  eine 

besondere  Auflösung.     Daraus  folgt  * 

y  =  ±~x'-fc 

als  besondere  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung. 
Das  allgemeine  Integral  ergibt  sich  nach  §.  83 : 

2.)  Die  Gleichung 

6*y  I  «Öy     ^ 

8x*  '      8x 

I     c'                                            8  V           c' 
hat  zum  allgemeinen  Integral  y=^c-\ (§.  76).     Daraus  folgt  ^  = i,    c'  = 

•X  0  X  X 

,8y  8y 

—  ^fil»   y  =  c  —  3t  g-,   woraus  keine  besondere  Auflösung  folgt,   v/ie  denn  diese 

Gleiehimg  keine  zulässt. 
3.)  Die  Gleichung 

87J  +lrx-^8-?J  -  2  ^%T»+ Vx-y=^      <«) 

«**  l^8x*""^'8^+^*    8"^~¥  U8P  =  ^l8T»-^J' 

so  dass  eine  besondere  Auflösung  durch 

e*y 

gegeben  sejn  kann.     Eliminirt  man  tt-^  mittelst  dieser  Gleichung  aus  der  vorgeleg- 

0  X  I 

ten ,  so  erhält  man 

4Q-?jV2xJ-{{x^+2)-4y(l+x')-i-x*-0.  (h) 

Diese  Gleichung  gibt 

worauf,  wenn  iey+x*+4x'=  i»,  g^+J»  +  g  *  =  y  e~  * 

+  c. 
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d.h.        y  =  _^x*-^x«  +  j^[,yrTr«^-i(x^-VnT»)+cr.         (ho 

öy    Ö*y 
Zieht  man  hieraus  r-,  r— i,  so  genügen  sie  der  Gleichung  (g),  geben  aber  nicht 

8"y 

r— I  =:  0 ,  SO  dass  also  (h')  eine  besondere  Auflösung  von  (h)  ist.     AU  besondere 

Auflösung  Ton  (h)  ergibt  sich  nach  §.  87 : 

welche  Gleichung  wohl  der  (h)  genügt,  nicht  aber  der  (g). 

Das  allgemeiue  Integral  von  (g)  ist  übrigens  (§.  82 ,  IIL  oder  §.  83) : 

y  =  ~cx»+c'x-|-c»+c'». 

Wir  wollen  hier  noch  zum  Schlüsse  dieses  Abschnitts  die  in  Wahrheit 
zu  §.88  gehörige  Aufgabe  lösen:  In  der  Gleichung 

F(x,  y,a,b)  =  0,  (m) 

in  der  gewisse  Eonstanten  o,b  vorkommen,  diese  so  gegen  einander  zu  bestim- 
men, damit  der  aus  (m)  hervorgehenden  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung die  gegebene  Gleichung 

f)(x,y)  =  0  (n) 

als  besondere  Auflösung  zukomme. 

Dlfferenzirt  man  (m),  so  hat  man 

8F      8F8y 

8^+87  8-i-^'  <"^ 

aus  welcher  Gleichung  a,  und  das  von  a  abhängige  b,  mittelst  (m)  zu  elimi- 

niren  sind.     Soll  aber  (ti)  eine  besondere  Auflösung  seyn,  so  mass  der  aas 

89  ,89  ö^-Iq  • 

8x"*"8y8x~ 

81t 
folgende  Werth  von  —■   der  vorhergehenden  Differentialgleichung   genügen. 

Man  muss  also  haben 

89  8F _ 89  8F 
8y8x-8x8y'  ^'^ 

in  welcher  Gleichung  a  durch  (m)  zu  ersetzen  ist.  Die  Gleichungen  (m), 
(n),  (i)  müssen  also  zugleich  bestehen ;  eliminirt  man  mithin  zwischen  ihnen 
X  und  y,  so  erhält  man  diejenige  Gleichung,  die  den  Zusammenhang  zwi- 
schen a  und  b  gibt. 

Soll  z.B.  der  aus  y  =  ax-j-b  hervorgehenden  Differentialgleichung  als 
besondere  Auflösung  zugehören  x'-|-y'  —  r'  =  0,  so  ist  jetzt  x  und  y  zu 
eliminiren  aus: 

y  =  ax+  b,  x*+y^=  r* ,  x-f  ay  =  0 .  woraus  b»  =  (1  +a')r* 
also  muss  y  =ax4-r  VH-ä*  seyn,    und   der  hieraus  folgenden  Gleichung 
gehört  wirklich  x*-fy'  =  r'  als  besondere  Auflösung  zu  (§.70,  Nr.  14). 

Man  sieht  leicht,  dass  die  hier  behandelte  Aufgabe,  geometrisch  ge- 
fasst,  auch  die  ist:  b  als  von  a  abhüugig,  so  zu  bestimmen,  dass  die  durch 
(m)  ausgedrückten  Kurven  die  durch  (n)  ausgedrückte  Kurve  zur-einhüllen- 
den  haben. 

Wäre  etwa  die  (m) 
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y'.-^ax+b, 
so  drückt  sie  Parabeln  aus,  und  wenn  der  Kreis  x*+y' — r'=0  die  einhüllende 
Kurre  seyn  sollte,  so  wären  x  und  j  zu  eliminiren  aus : 

y«  =  ax  +  b.  x»-|-^»  =  r«,   y(2x-f-a)  =  0. 

Die  letzte  Gleichung  zerfallt  In  zwei:  y=0,  2x-(-a=r0.  Die  erste  gäbe  b'=a*r*, 

a 
b  =  iar;  die  zweite  b  =  -7--f-r',  so  dass  also 

a* 

y*=Äax+ar,  oder  y' =  ax  +  — --f  r*, 

•  * 

Ton  welchen  Gleichungen  jedoch  nur  die  letzte  die  Aufgabe  löst. 


-?,... )  =  0  ) 


FünfiEehnter  Abschnitt 

Integration  der  gleichzeitigen  Differentialgleichungen. 

§.  90. 
Seyen  y,  z,  u,  ....  FuoktioneD  von  x,  die  aus  folgenden  gleichzeitig  be- 
stehenden Gleichungen  zu  bestimmen  sind  : 

^^*'^'8x «'''öx »'"'ei " 

8x  8x  8.  ^  (^) 

8y  ??jr        Ö_'  ^^«        ®°  ^         \-.t%  ' 

Ö«  8x'*        ®^  ex''        ö^  8x^ 

80  heissen  wir  diese  Gleichungen ,  deren  Anzahl  dieselbe  ist ,  wie  die  der  zu 
bestimmenden  Funktionen  y,  z,  u,  .  .  .,  gleichzeitige  Differentialgleichungen, 
ond  werden  unter  ihren  Integralgleichungen  diejenigen  Gleichungen  zwischen 
y,  z,  .  .  . ,  und  x  verstehen ,  welche  die  (a)  vollständig  ersetzen ,  so  dass 
nicht  nur  diese  Gleichungen  (a)  daraus  sich  ergeben,  sondern  auch  alle  an- 
deren Gleichungen ,  die  durch  etwaige  weitere  Differentiation  aus  (a)  folgen. 
In  der  Allgemeinheit,  wie  die  Gleichungen  (a)  aufgestellt  sind,  lassen  sich 
gleichzeitige  Differentialgleichungen  nicht  integriren ,  so  dass  für  die  wirk- 
liche'DarchfQhning  der  Integration  die  einzelnen  Fälle  geschieden  werden 
mfissen.  Dagegen  aber  werden  wir  an  den  allgemeinen  Formen  auch  die  all- 
gemeine Gestalt  der  Integralgleichungen  besser  erkennen  können,  wozu  wir 
nan  vorerst  übergehen  wollen. 

Gesetzt,  zwischen  den  n  abhängig  Veränderlichen  y,  z,  u,  .  .  .  .  und  der 
unabhängig  Veränderlichen  x  seyen  n  gleichzeitige  Differentialgleichungen 
gegeben ,  in  denen  nur  Differentialqnotienten  der  ersten  Ordnung  vorkommen 
und  die  wir  durch 

8y    8z    8u 
^^^y*^*^ 8x'8x'8x"     •^""     ] 

8y    8z    8u         x_nl 
f^(x,y,z,n,...,  g^.  g^,  g^.  .  .  .)-0\  (b) 


*  /  Öy*8z    8u  \ 
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vorstellen  wollen.     Denkt  man  sich  diese  Gleichungen  nach  0  •  ö-» 

aufgelöst,  so  dass  etwa 

wo  9)(,  9)2)  9^a»  •  •  •  •  bekannte  Funktionen  von  x,  y,  z,  u,  .  •  .  sind,  so  wird 
man  mittelst  dieser  Gleichungen  filr  jeden  Werth  von  x  die  zugehörigen 
Werthe  von  y,  z,  u,  .  .  .  .  konstruiren  können,  wenn  man  nur  für  einen  be- 
stimmten Werth  a  von  x  die  Wertlie  von  y,  z,  u,  .  .  .  .  willkürlich  gewählt 
hat.     Denn  dann  geben  (§.65)  die  (c)  die  zu  x  =  a  gehörigen  Werthe  von 

ß^.  ^9  .  .  .  .,  also  dadurch  die  zu  x  =  a+^x  gehörigen  Werthe  von  y,  z, . 

.  .  .,  wenn  Jx  unendlich  klein.     Dann  geben  wieder  die  (c)  die  zu  x  =  a-|- 

Jx  gehörigen  Werthe  von  ~,  r-,  .  .  .  .,  woraus  dann  wieder  die  zu  x=a+ 

2/ix  gehörenden  Werthe  von  y,  z,  u,  .  .  .  .  folgen  u.  s.w.  Die  beliebig  ge- 
wählten Werthe  von  x,  z,  u,  .  .  .  .  sind  die  willkürlichen  Konstanten,  und  es 
folgt  hieraus ,  dass  in  den  allgemeinen  Integralen  der  Gleichungen 
(b)  n  verschiedene  willkürliche  Konstanten  vorkommen  müssen. 
Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  auf  einem  etwas  verschiedenen  Wege 
erhalten.  Man  differenzire  nämlich  jede  der  Gleichungen  (b)  noch  n — Imal 
nach  X,  so  erhält  man,  mit  den  Gleichungen  (b),  ein  System  von  n'  Glei- 
chungen, in  denen  die  Differentialquotienten  von  y,  z,  u,  .  .  .  bis  zur  n**"  Ord- 

nung  ansteigen.  Aus  diesen  n  ^  Gleichungen  eliminire  man  die  Grössen  z,  p-, 

n  B 

.  .  .  .,  — j^,u,  r— ,.  .  .,  — -t  .  .  .  .,  die  der  Anzahl  nach  (n — 1)  (n-f-l)  == 

8x  ^^  8x 

n' — 1  sind,  so  dass  die  Elimination  immer  möglich  ist,  und  wird  eine  Glei- 
chung zwischen  x  und  y  der  n**"  Ordnung : 

^  8x^ 

erhalten,  die  nothwendig  aus  (b)  folgt     Kann  man  diese  Gleichung  integri- 

ren,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  mit  n  willkürlichen 
Konstanten,  und  da  bereits  behufs  der  Elimination  z,  u,  .  .  .  .  durch  x,  y, 

8*7  8  y 

^,  . . .,  — -  ausgedrückt  waren ,  so  kennt  man  sofort  auch  diese  Grössen  ab 

^*  8x 

Funktionen  von  x  und  der  n  willkürlichen  Konstanten,  ohne  dass  eine  weiter« 

Konstante  eingeführt  würde.  Hieraus  folgt  wieder,  dass  n  willkürliche  Kon- 
stanten erscheinen  müssen,  wenn  man  die  allgemeinen  Integrale  wirklich  ge- 
funden haben  will. 

A  n  m.     Wir  wollen  hier  eine  gelegentliche  Bemerkung  beifügen.     Die  Gleichongen  (b) 

als  gegeben  Toraoigesetzt ,  sind  alle  diejenigen  Gleichungen  richtig ,  die  wir  dnrch  Diffeieo- 

tiation  daraus  ziehen,  weil  ehen  x  eine  unabhängig  (also  wilUiÜrlich)  Veränderliche  ist(§.  12)* 

alle  Gleichungen,  die  wir,  ohne  gegen  die  Regeln  der  Rechnung  zu  Terstossen,  aus  ihnen  lie- 

Aeo,  sind  ehenUWn  richtig,  also  nameutUch  die  Gleichung  (d),  so  dass  y  als  Funktion  ronx 
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8y  8  V 

iDS  sicher  dieser  Oleichnng  genügt,  so  wie  eben  so  sicher  s,  n, . . .  dorcb  z,y,  r-^,  .  .  .,  — ' , 

®*  8x" 

ie  gefunden  wurde,  ansgedrflekt  werden  können.  Integrirt  man  die  (d),  so  ist  die  so  erhal- 
te Gleichung  swi^en  j  und  z  eine  richtige;  ob  aber  die  eingetretenen  Konstanten  alle 
iUkürlich  bleiben  oder  nicht,  ist  eine  gans  andere  Frage.  Die  Integralgleichung  Ton  (d)  ist 
tanlich  eine  richtige  Gleichung  swischen  x  und  y ,  wie  auch  immer  die  Konstanten  bestimmt 
erden,  und  es  wAre  daher  wohl  möglich,  dass  einige  dieser  Konstanten ,  weil  y  und  z  auch 
ych  anderen  Bedingungen  genügen  müssen,  nicht  mehr  willkürlich  blieben,  wie  wir  dies  etwa 
i  f.  82  au  sehen  Gelegenheit  hatten.  Diese  Bedingungen  sind  nun ,  dass  die  so  gefundenen 
^erthe  tou  y,  s,  u,  .  .  .  . ,  in  z  den  Gleichungen  (b)  genügen.  Setzt  man  also  diese  Werthe 
t  die  (b)  ein,  so  müssen  die  letzteren  für  jeden  möglichen  Werth  Ton  z  erfüllt  seyn,  entwe- 
sr,  indem  alle  n  Konstanten  ganz  unabhängig  bleiben,  oder  indem  gewisse  Beziehungen 
irischen  ihnen  festgestellt  werden  müssen,  mittelst  deren  es  möglich  ist,  einige  derselben  aus 
m  andern  zu  finden.  Im  letzteren  Falle  würden  dann  in  die  allgemeinen  Integrale  der  (b) 
eniger  als  n  wiUküriicne  Konstanten  eintreten ;  aber  da  ja  diese  Integrale  n  solcher  Kon- 
anten  Terlangen,  so  werden  keine  Besiehungen  obwalten,  d.  h.  die  durch  Integration  Ton  (d) 
ifondenen  willkürlichen  Konstanten  werden  timmtlich  ron  einander  unabhängig  bleiben. 

Wir  wollen  nun  annehmen ,  die  n  gleichzeitigen  Differentialgleichungen 

irischen  den  n  abhängig  Veränderlichen  y,z,  u,  ...  und  der  unabhängig  Ver- 

aderlichen  x  übersteigen  die  erste  Ordnung,  d.h.  es  kommen  auch  noch 

3here  Differentialquotienten  dieser  abhängig  Veränderlichen  vor.    Wir  wol- 

iii  femer  annehmen ,  der  höchste  Differentialquotient  von  y  sey  der  m**,  der 

on  z  der  r^»  der  von  u  der  s^  u.  s.  w.,  und  in  jeder  der  vorgelegten  Gleichun- 

en  kommen  diese  höchsten  Differentialqnotienten  oder  doch  einer  derselben 

or.     Diese  Gleichungen  seyen  nun 

f;=0,  f,  =0, ,  f  =0,  (e) 

n 

11.  if   T^     ^*'  öy  8"y    8z  ö'z     8u 

o  also  f, ,  .  .  .,  f^  Funktionen  von  x,y,z,u,  gf .  •»•»  — sr»  g-»  •••*  —j*  g^t 

8  z  8  z 

fi*  * 

.  . ,  — - ,  .  .  .  .  sind.     Man  setze  nun 

8x' 
8y  8»y  8*"%  _  8z  __        8Jj  _  8'z_ 

8i""^^'8"T«"'^**""*ft^-l"^«-l'    8z""*»'iöz»"'*--*       r-»r_l' 

8z_^  8x  ^(^) 

8n  8«u_  8 u  _ 

d^^'^'eT»-"* eT^*"''-'' 

)  werden  die  Gleichungen  (e)  nebst  (f)  folgendes  Gleichungssy stein  bilden: 

Q  Öy  8y 

f  "  Ji  m— 2  __  .   ,  m— 1  I 

i==  y«'  "37  =  ^» "er""  ^m-i  '    '  ^^'  ^'  ^* ^m-l'      dz     •'•  '»•  •••"r-W 


r— 1 

8z 


,  .  .  .)=0./  («) 
A  öz     .  8y  8z 

-  =  «t.g^=»i.  ••-  -gJ-  =  Vi'^»^*'^'   '•^«-i'"8T"''"  ••     8x   "-^-"^ 

orin  yi ,  -  •  •>  y     ^,  ....  als  weitere  Veränderliche  angesehen  werden,  und 
Dfin   bloss  Differentialquotienten   der   ersten  Ordauuti  noxVqiX&xsl^t^.    \^\^ 
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Anzahl  der  Veränderlichen,  mit  Ausschluss  von  x,  ist  m-f  r+s-(-., .,  und 
eben  so  viele  Gleichungen  erster  Ordnung  hat  man  in  (g).  Behandelt  man 
nun  diese  m+r-|-  8+ •  •  •  Gleichungen  (g)  wie  oben  die  (b),  so  erhält  man  ein 
System  von  m-f-r+s-j-..  Integralen  mit  eben  so  vielen  pllkürlichen  Kon- 
stanten, als  die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  (e).  Dass  aber  so 
viele  Konstanten  nöthig  sind ,  ist  leicht  zu  übersehen.     Denn  aus  (e)  kann 

man— ^,  — ^,  —",....  ziehen,  ausgedrückt  durch  x,  y,z,  u,  .  .  .  .  und  die 

8x       8x      ex 
Differentialqnotienten  dieser  letzteren  Grössen.     Kimmt  man  also  die  m-fr 

8-|-...  Urossen  y,  5-  ,  ...,    -^zii»  z,  ^,  ..••  — t-Ti  ....  für  x  =a  will- 

ÖX  g^«-l  ÖX  Q^»-« 

kürlich  an,  so  kann  man  daraus  (§.  72)  y,z,  ...  für  jedtQ  Werth  von  x  koo- 
struiren,  so  dass  diese  Annahme  nothwendig  ist. 

Unsere  ganze  Beweisführung  setzt  wesentlich  voraus,  dass  in  jeder  der 
Gleichungen  (e)  wenigstens  einer  der  Diflfierentialquotienten  höchster  Ord- 
nung vorkomme;  andernfalls  würden  unter  den  Gleichungen  (g)  solche  seyn, 
die  gar  keine  Differentialquotienten  enthielten.  Ist  dies  nun  der  Fall,  ^l. h. 
sind  unter  den  Gleichungen  (e)  solche,  die  keinen  der  höchsten  Differential- 
.  quotienten  enthalten ,  so  kann  man  durch  mehrmalige  Differentiation  der  be- 
treffenden Gleichungen  diesen  Zweck  immer  erreichen ;  dann  aber  werden  die 
m-j-r-f-s-j-...  Konstanten  nicht  mehr  alle  willkürlich  bleiben,  sondern  ge- 
wissen Beziehungen  genügen  müssen,  die  man  immer  aus  der  Bedingung 
finden  wird,  dass  die  gefundenen  Resultate  den  gegebenen  Gleichungen  iden- 
tisch, d.h.  für  alle  möglichen  Werthe  von  x,  genügen  müssen.  Ehe  wir  zu 
Beispielen  für  diese  allgemeinen  Fälle  übergehen,  wollen  wir  die  linearen 
Differentialgleichungen  besonders  betrachten. 

§.91. 

Gleichzeitige  lineare  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  heissen 
wir  diejenigen,  in  denen  die  abhängig  Veränderlichen  und  ihre  (ersten)  Dif- 
ferentialquotienten weder  mit  einander  multiplizirt ,  noch  auch  in  höhere  Po- 
tenzen erhoben  sind.  Solche  Gleichungen  können  nun  unter  folgende  Fonn 
gebracht  werden : 

87 

g|+a«y+l>««H-c»u-f  ...=X,.  ^  (a) 

8u  ,  , ,       ,  ,  1 

g^+»sX+b,z-hCj,uH-...  =  X5,  u.  8.W.  I 

worin  a,  b,  c,  .  .  .  Konstanten,  X|,  X,,  .  .  .  blosse  Funktionen  von  x  sind. 
Ein  solches  System,  wie  (a),  kann  nun  immer  nach  folgender  Methode  inte- 
grirt  werden :  Man  multiplizire  die  zweite  der  Gleichungen  (a)  mit  der  noch 
iiuhpsf/mmten  Konstanten«^,  die  dritte  mit  «.,....,  die  letzte  mit  a  und  setze 
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Xj+o, X,+OjXj+  .  .  .  .  =X, 

«iH-Ciffj  +  CjOj     +  .   .   .  .    rrOffj. 

0  werden  die  Gleichungen  (a),  wenn  man  sie  addirt,  geben: 

ö^+«[y+«»«+«ia+ . .  .]  =  x, 

.  h.  - — [-o9=rX.  (c) 

0  X 

Aas  dieser  Gleichung  folgt  (§.  66,  1)  : 

,,  =  e"^*[C+/xe"'8x],  (c) 

ind  es  handelt  sich  vor  Allem  darum,  ob  mittelst  der  Gleichungen  (b)  die 
Bestimmung  von  o,,  «i,  .  .  .,  cv^,  a  möglich  ist.     Nun  hat  man 

c, «»  +(c,  —  o)a,  4-  .  .  .  =  —  Ci , }  (b') 

•  I 

•  I 

•  ' 

reiche  Gleichungen  der  Anzahl  nach  n  —  1  sind,  und  zur  Bestimmung  der 
jrössen  o,,  cr^,  •  •  . .  a_  durch  die  Konstanten  in  (a)  und  a  vollkommen  aus- 
"eichen.  Setzt  man  die  so  gefundenen  Werthe  von  o,,  .  .  .,  a^  in  die  Glei- 
chung 

>o  erhält  man  eine  Gleichung,  die  ausser  den  Konstanten  der  Gleichung  (a) 
)los8  noch  a  enthält.  Diese  Gleichung  ist  aber  nothwendig  vom  n**°  Grade 
n  Bezog  auf  a,  wie  man  sioh  mittelst  der  Kramer  sehen  Regel  für  dieAuf- 
üsung  der  Gleichungen  (b')  überzeugt.     („Grundzüge"  S.  204.)     Sie  sey 

A+Ba  +  Ca*+  .  .  .  +Ma"=0,  (d) 

K)  wird  di^se  Gleichung  im  Allgemeinen  n  Werthe  von  a  liefern.  Zu  jedem 
ü^erthe  von  a  gehört  aber  nach  (b')  ein  einziger  bestimmter  Werth  jeder  der 
Grrössen o, .  .  .  .,  a^,  so  dass  man  also  auch  n  Systeme  von  solchen  Wertheu 
>ekonimt«  Setzt  man  nun  in  (c^)  einen  der  n  Werthe  von  a  und,  wie  natür- 
lich, die  zugehörigen  Werthe  von  a,» «  •  -»  <^n»  so  hat  man:  ^ 

y+a,iH-a3U+...  =  e~*^*[C+/  Xe"*8x].  (e) 

Solcher  Gleichungen  hat  man  n  (für  die  n  Werthe  von  a),  und  da  in  je- 
der die  Konstante  0  eine  andere  seyn  wird ,  so  erhält  man  somit  die  allge- 
neinen  Integrale  der  Gleichungen  (a)  mit  n  willkürlichen  Konstanten. 

Am  Besten  wird  man  immer  verfahren,  wenn  man  in  (c^)  für  cv,»  ^s«  ••• 
die  bereits  durch  die  Auflösung  von  (b')  gefundenen  Werthe*  von  «jt  ^s»  •  -  - 
in  a  einsetzt  und  nachher  a  die  verschiedenen  Werthe  beilegt.  Folgt  aus  (b^: 

o,  =^,(a),  03  =v»,  («),  .  .  .,  a   =  ^  («), 

ro  die  Grössen  V'a  («)»•••  >  Vn  W  ^^^'  jeden  Werth  von  a  einen  einzigen  be- 
itimmten  Werth  erlangen,  so  ist  die  (e) : 

D  i  •  B  f  •  r ,  UfkraaUiü-  a.  rategnü-Reehunag.  ^ 
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d.  h.  _^^  /•  ^j 

y+2^:(«)+av/,  («)  +  ...  =  e        [C+ /(X, +X,V',(«)+X,^,  (a)+...)e    ex],      (e') 

Wir  haben  hiebei  ofFenbaf" stillschweigend  vorausgesetzt,  die  sammt- 
liehen  Wurzeln  der  Gleichung  (d)  seyen  reell  und  verschieden,  und  mOssen 
also  noch  folgende  besondere  Betrachtungen  anstellen,  wobei  wir  zugleich  an 
§.  75  erinnern  wollen. 

1)  Es  seyen  zwar  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (d)  verschie- 
den ,  aber  einige  davon  seyen  imaginär.  Ist  nun  eine  der  imaginären  Wur- 
zeln =  /J-f-yi,  so  kommt  nothwendig  eine  zweite  noch  vor,  die  =/?  — yi  ist. 
Gesetzt  nun,  der  Bequemlichkeit  der  Rechnung  halber,  man  habe  in  der 
Gleichung  (e^  den  etwa  vorkommenden  Nenner  durch  Multiplikation  wegge- 
schafft ,  so  werden  in  dem  aus  (a)  folgenden  Systeme  von  n  Gleichungen  zwei 
seyn,  die  man  erhält,  wenn  man  «  =  /?+/'  setzt.  Dadurch  aber  hat  man 
zwei  Gleichungen  der  Form 

U+Vi  =  0,  ü  — Vi  =  0. 
welche  geben : 

ü=o,  v=a, 

mit  den  zwei  willkürlichen  Konstanten  C^  G'^  so  dass  diese  letzteren  Glei- 
chungen statt  der  betreffenden  zwei  zu  wählen  sind,  und  zwei  Konstanten 
enthalten. 

2)  Die  Wurzeln  der  Gleichung  (d)  seyen  zwar  sämmtlich  reell,  aber 
nicht  alle  von  einander  verschieden. 

Stellen  wir  die  Gleichung  (e^),  nachdem  sie  etwa  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen Nenner  multiplizirt  worden ,  unter  der  Form 

F(a)  =  o  (f) 

vor,  wo  wir  uns  also  Alles  auf  eine  Seite  gebracht  denken,  so  muss  man  io 
(f)  für  a  die  aus  (d)  gezogenen  Werthe  von  a  setzen,  dabei  0  als  Funktion 
von  a  ansehen,  so  dass  C  für  einen  andern  Werth  von  a  auch  einen  andern 
Werth  erlangt,  wo  dann  schliesslich  diese  Werthe  von  C  willkürliche  Kon- 
stanten sind.  Gesetzt  nun,  «',  a"  seyen  zwei  Werthe  von  a,  die  aus  (d) 
folgen,  und  sey 

so  sind  die  betreffenden  zwei  Gleichungen  aus  (f )  : 

F(«')  =  0.  F(a'+Ja)=0. 

WO  dann  C  die  eine  Konstante,  C''  =  C'  +  ^C  die  andere  seyn  wird.  SUtt 
dieser  zwei  Gleichungen  kann  man  offenbar  auch  die  folgenden  zwei  setzen: 

F(.o=o."<°'+-*;>-^:)=o. 

/Sa 

welche  jene  vollständig  ersetzen,  und  wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  -j-, 

was  auch  Ja  sey,  eine  ganz  willkürliche  Konstante  seyn  wird.  Lässt  m»n 
hier  Ja  unbegränzt  abnehmen,  so  folgt  hieraus,  dass  man  die  angegebenen 
zwei  Gieichungen  ersetzen  kann  durch 
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Oft 

worin  C  auch  als  Funktion  von  «'  zu  behandeln  ist,  und  ^— :  eine  neue  will- 

8  a 

kürliche  Konstante  bildet.  Wird  aber  Ja  unendlich  klein,  so  sind  a*  und  a*' 
einander  gleich ,  woraus  nun  folgt,  dass  für  den  Fall  zweier  gleicher  reeller 
Wurzeln  von  (d)  statt  der  einen  Gleichung  (e'),  die  man  jetzt  für  beide  glei- 
chen Wurzeln  (a*)  erhält,  gesetzt  werden  muss 

F(«)  =  0.  ^[F(a)]=0,  a=a\ 

8  C 

WO  C  als  Funktion  von  a  zu  betrachten,  und  --  eine  neue  willkürliche  Kon- 

0  et 

staute  ist.     Sind  drei  Wurzeln  gleich  a^,  so  hat  man  ebenso : 

F(«)=0,  i-F(«)=0.    1'  F(a)  =  0,  a  =  a\ 
0  a  c  a 

^ö  ü — »  ö~i  *wei  neue  Konstanten  sind ,  u.  s.  w. 

3)  Sind  endlich  gleiche  imaginäre  Wurzeln  der  Gleichung  (d)  vorhan- 
den^ so  wird  man  aus  der  Verbindung  von  Nr.  1  und  2  leicht  das  einschläg- 
liche Verfahren  zu  entnehmen  haben.  Wir  haben  seither  vorausgesetzt,  die 
vorgelegten  linearen  Differenrialgleichüngen  seyen  bloss  der  ersten  Ordnung. 
Dies  ist  jedoch  nicht  nothwendig ;  sind  sie  auch  von  höherer  Ordnung ,  so 
wird  man,  gemäss  §.  90,  dieselben  immer  auf  die  Form  linearer  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zurückführen  können,  wo  sodann  das  eben  ange- 
gebene Verfahren  wieder  vollständig  in  sein  Recht  eintritt.  Einige  Beispiele 
mögen  das  Gesagte  erläutern. 

1.)  9?^+4^H-49y+44z  =  x.. 

Die  allgemeineii  Integralgleichungen  müssen  zwei  willkürliche  Konstanten  umfifts- 
sen.     Man  hat  zuerst 

|^+5y-h4z=4e*-3x,  |?+y+2.  =  7x-9.eV 
5+ff,  =a,  4-f-2a,  =oOj;  a^=a — 5,  a*  — 7a  +  6  =  0;  a  =  6  und  1 ;  «,  =  — 1  und  4, 
X  =  4e*— 8x-h«i(7x— 9e')  =  (49  — 9a)e*H-(7«  — 38)x.  g>  =  y+(a-5)8. 
9  =  e"^*[CH-/|(49-.9a)e*+(7a  — 38)xl  e"*Öx] 

^  —ax    ,  49  —  9«  X    ,   7a  — 38        7«  — 38 
o-)-l  a  a* 

also  hat  man  für  a  =  6  und  1 : 

^-«x5x,2  1,  4'-6x.l^     -»  .  24  X        17  ^66 

y-hx  =  C,e        -^e    +yx~^.|y=gC,c       +yC,e      -f-ye-yx+y. 

-X  .  x  /  1        -X  .    1  ^    -6x      29  X   .  19       56 

y-4«=:C,e      -|-20e    -31x  +  31,jx=:-yC,e      +yC,e       -fö+g^^-y. 

2.)  9^-h4^+31y+llz=0, 


^rI+^B+^^+«"=^- 


»* 
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67  8z 

woraus  -^+3y  — z=:4x,   r — |-y+5z  =  — 9x. 

8x  ox 

—  1  +  60,  =aa,,  3+«,  =0;  o,  =a— 3,  a*  — 8a  +  l6  =  0.  d.h.  (a— 4)-  =  0, 

re  =  4  doppelt. 

^^         «   V                    1   y        «V         /L.    ««^'         (31 — 9«)      ax 
X  =  4x  — 9o,x  =  (31— 9a)x,  9  =  yH-(«— 3)  z,  /Xo      8x=  ^ ^~~^** 

31— 9a  ax 
e 


«« 


r,  -«»   I    31  — 9o        31—9« 

y  +  (a-3)z=Ce  + -^ x ^y— , 

a«y  +  (a«  — 3a«)z  =  Ce"""*+(3la— 9a«)x  — (31-9a), 
wenn  wir  Ca'==C  setzen. 

Differenzirt  man  nach  a,  so  hat  man: 

2ay+(3a»  — 6a)z=— Cxe"""+C'e~'**+(31  — 18a)x+9. 
und  wenn  man  et  =  4  setzt: 

16y  +  16z  =  Ce^*-20x  +  B,  8y+24z=  —  Cxe"**+C'  e"^  — 41x+9, 
woraus : 


Ce       /Q.o  X      C'  -**_L_1^         3                C«       /i_i_o  x_i.C'«  31   ^13 

y  =  -^2-^^  +  2*^-l6^       +i6*-32'  *= 32-<^+2*>  +  -T6 lö^-^-sT 

3.)  |f+3y-2.  =  x.  ?i^-y+5z  =  e^    - 

3  +  a,=a,.— 2  +  5«,  =aa,;  o,=a  — 3,  o*  — 8a+l7  =  0,  a  =  4±i, 

X  =  x4-(a  — 3)e*.  ^p  =  y-|-(a  — 3)  «. 

yH-(lH-i)z  =  e""*[C+ /xe"*8x]=e'"^[cosx— isinx]  [C-f-C'i 
+/jx+(l  +  i)e*)e<^^>^ex]=e-^(co.x-isinx)[C+CM+ii*e<*+^^ 

+  ^-\:f\ Jj:^J  =  (cosx-isinx)[(C+C'i)e       +'?^*e*(cosx+i8inx) 

H Yi — (cosx+isinx) jyjr-(co8x-|-i8inx)]. 

Multiplizirt  man  die  zweite  Seite  aus  und  setzt  beiderseitig  das  Reelle  und  Ima- 
ginäre gleich ,  so  erhält  man 

—4x  .    3    X    ,    4  16 

y-f-z  =  (Ccosx+C'8inx)e       +23®    "^iT*""!?*' 


z  =  (C'co«x  — C8mx)e       +13«    ""i7*  +  i7^' 
4.)  ^+ax+by+cz  =  T,, 

^+a'x+b'y+c'z  =  T, 

y^^'+a"x+b-y+c"y  =  T,\ 

wo  T^,  T2,  T3  blosse  Funktionen  von  t  sind.     Bei  der  hier  rorkommenden  besonde- 
ren Form  kann  man  das  obige  Verfahren  ebenfoUs  anwenden,  nur  wird  in  der  61ei- 

.  8*9  89> 

chung  (c)  -r-\  an  die  Stelle  von  z~~  treten.     Man  hat  also : 

a+a'a, -f-a"«,  =a,  b+Voi-\"b"<H=iaa^,  c+c'«j+c"a,  =  Ärf,. 
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cb"  — b(c"— «)  bc'--c(b'-a) 

woraus  a.  =  — r-r ^ — ^^ -,  au  = 


(b'— o)(c"  — «)  — b"c"  ^~"(b'  — a)(c"--a)— b"c'' 
(a  — a)(b'— a)(c"— o)— b"c'(a— «)— a'b(c"  — «)  — a"c(b'— a)+a'cb"  +  a"bc'  =  0, 
welch  letztere  Gleichung  drei  Werthe  fUr  a  gibt,  woraus  dann  auch  drei  Werthe  für 
«2,  cc,  folgen.   iBt  nun  ^ =x4-«2y+a,  z,  so  hat  man  für  T  =  T|  -f-«?  Tj+a,  Tj  : 

woraus  (§.  81,  Nr.  1),  da  dort  m^  =  V^ — «♦  inj  =  —  V^ — « : 

x+««y+«a»=^w^|   •  yTe  8t-e  yTe  0  t J 

-|-Ce  +C'e 

Setzt  man  hier  f&r  a  seine  drei  Werthe,  und  natürlich  fiir  «2*  <^3  ^^®  entspre- 
chenden ,  so  erhält  man  drei  Gleichungen  mit  sechs  willkürlichen  Konstanten ,  die 
die  Aufgabe  lösen. 

Anm.     Die  Gleichnngen 

welche  in  der  Mechanik  Torkommen  (Lagrange,  M^caniqne  analytique,  Ylsecdon;  Poisson, 

8*x 
Mechanik,  II,  §.  545),  werden  in  derselben  Weise  behandelt     Man  zieht  aas  ihnen  --|, 

ö  t 

8*y    8*r  , 

r— ^,  -^--|, . . .  und  erhAlt  geoan  die  Form  der  oben  behandelten  Gleichnngen.  Sind  die  Werthe 

▼on'  fit  positiT ,  so  ist  \/ —  a  imagSnIr  und  e  wird  zu  cos(t  Va)-|~  i  sin  (t  Va) ,  wie  be- 

kannt 

c\  8*x      a+b  — c      8y      ^    ,  a--c 

^•>  ^- b— ""8-i~*"  -T-"  =  ^' 

8'y     a+b-c      8x       -.b-c 

8?+~b— "Tt-"  —r^-"^' 

welche  Gleichungen  in  den  Untersuchungen  über  die  Mondsbewegung  vorkommen. 
(YergL  Font^coulant:  Theorie  analytique  du  sjsteme  du  monde,  II,  §.  238.) 

Man  setze  r-=Xj,  — =y^,  so  hat  man  yier  abhängig  Veränderliche;  x,  y, 

X|,  ji  und  dazu  die  folgenden  Gleichungen: 

8x  ^  8y  ^  8x.      a+b  — c  .    ?»— c        ^ 

8yi  1  a+b  — c  b  — c    , 

Daraas  nun,  wenn  man  die  yier  Grossen  in  folgender  Weise  ordnet:  z,y,X|,7|: 

.    ,a  — c  b  — c    ,  ,   .  a+b  — c 

— 4m* — 7 — a^-=.a^ m*«,  =  aas,  —  In m«t  =««3  » 

D  a  a 

a+b  —  c 
—  ff,  —  - — ma3  =  o.(i^% 

D 

woraus  folgt: 

_  «b  4m»(a  — c)— b«»  (b  — c)[b«*  — 4m*(a— c)] 

'^"■"4m»(a-c)*  ''•  -4niVa-c)(a+b-c)''  "*"    4m^iL-t^V>-V>^-^^«. ' 
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•  ,   Ha+b  — c)*      ^a— c      b--cT     ,    ,  ,    ^  a  — cb  — c    4      n    y      n 
« M-  I 7 ^"-T lm*a*-^-4  —7 m*  =  0;  X  =  0; 

L.        ab  b  a    J  b         a     . 

(b  — c)[ba*  — 4m»(a~c)]  bg  4m'(a  — c)  — ba' 

^**''      '''*■    4m(a— c)(a+b  — c)a    ^      4ra»(a— c)^'"^4m«(a-c)(a+b-- c)*''* 

—  « t 
=  Ce 

Die  Grössen  a,  b,  c  sind  immer  positir,  eben  so  ist  c^b!>a;  daraus  folgt,  dass 

wenn  die  obige  biquadratische  Gleichung  nach  a'  aufgelöst  wird,  für  a^  zwei  Werthe 

folgen  werden,  gegeben  durch 

-Y[(a+b-c)»+4(c-a)a+(c-b)b]  j 

[±  \/— 4(c  — a)(c  — b)ab+^[(a+b-c)«+4(c  — a)a+c  — b)b]«| 

«>  =     '  m'. 

*  ab 

• 

' .     welche  Werthe,  wie  man  sieht,  reell  und  beide  negativ  sind,  indem 

-4(c  — a)(c  — b)ab+^  [(a-|-b-c)»+4(c-a)a  +  (c  — b)b]"  =  ^  [(a  +  b~c)* 

+  4(c  — a)a  — (c  — b)b]»  +  b(c— b)(a+b  — c)*. 
Daraus  folgt,  dass  die  vier  Werthe  yon  a  imaginär  sind.     Seyen  dieselben  al»o 
=i/^ii  ir^'i»  so  hat  man: 


(b— c)[-b/9»-^m»(a— c)]  b/gj  4m*(a—c)+b/y'      ^ 

*"*"     4m(a-c)(a+b— Oi-Ji     ^     4m*(a— c)^''''4m»{a    c)(a-|-b— c)*^* 

=  C|  (cos /9t — isin/?t), 
(b— c) [ -b ß*- 4 m* (a— e)]     .         b/fi  .  .  4m'(a~c)+b/9» 

^  4m(a-c)(a+b— c)/9i     ^"'"4m*(a— c)*'"^4m*(a— c)(a-fb~c)*^* 

=  C,(«os<Jt-fiBniJt), 

(b— c)[— b/g'^~4mna— c)]  byi  .     4m»(a— c)-f  b/?-« 

"^^     4m(a— c)(aH-b— c)/9'i    ^      4m*(a— c)*'"*"4m«(a— c)(a+b— c)*^* 

=  C,  (cos^t — isin/ft». 
(b— c)  [—b^^»— 4m'(a— c)l     .         b/^i  .     4m*(a--c)+b/r» 

*  4m(a— c)(a+b— c)/9'i    ^"^4m*  (a-H5)*''^4m»(a— c)(a-f-b— c)*^* 

=  €4(008^14- sin  ,rt), 

woraus,  wenn  man  C|=C+C'i,   C2=C  — C'i,  C,  =Cj +C/i,   Cj^Cj— C/i 

4m«(a— c)(aH-b  — c)    '*  *      '  r  1  4nj,i^|^_g)(|^_|_^__^j    Ji 

=  €4  co8/9't+C\iinji't, 

(b-c)[b/9»+4mHa-c)]  hß  C«nÄt-^C'r«9t 

4n,(a-c)(a1-b-c)/9    ^-4m'(a-c)*^-^"°^*+^  '~'^*' 

(b  — c)rb/9'H*m*(a  — c)]  b/T  ^    .    ^     ,  ^. 

\l     /     \/     1  u        x.,/   y— :r-T7 ^3t,=— Ci  sin/T t  +  C'j  C08/9't, 

4m(a— c)(a-t-b— c)^'  4m'(a — c)  . 

und  hieraus  endlich 

Uebrigens  ist  auch 

.3^»^^(*-c)(b-c)  4(a-c)(b--c)  4(a-c)(b~c)»* 

'^  '^  ab  '  *^  ab/?*  *  '^  ab/T* 

50  </a55  man  such  hat: 
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>;     ,     b  —  C        , 


4(a— c)m*  ' 

b^*  4(a— c)(b  — c)m*        ,  *^     '  '    ■* 

b/r  4(a  — c)(b- c)m  - 

ab/r*  '^ 

a-f-bj—c 

4(a — c)m'  a 

hß  4(a— c)(b~c)m*        /  '      '  '^  ' 

a  +  b  —  c  ^ 

+^^^*  •  4(>-c)(b-e-^;;^— :. '- "'  ""'^'+' * """ "  • 

ab/r»  ^       ' 

id  wenn  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

x  =  EsinO?t+y)  +  E'8in(jrt-fy), 

y  =  E4  co«(/?t+y)  +  E\  cosOTt+y') » 
*ingt,  80  sind  y  und  /'  willkürliche  Konstanten,  eben  so  £  und  £',  während 

^^5+b-c  „^-?+.^.llf 

Et= r-^ E,   E'.= :— 5^ E'. 

a  •       '      a 

Unter  der  letzteren  Form  werden  diese  Resultate  in  der  Astronomie  benützt. 
6.)  Setzt  man  in  den  Gleichungen 

-T-7  4-ax  —  b  cosn  t  (x  cos  nt+y  sinnt)  =  0, 

ot* 

8*y 

,   I  ay — bsinnt(xcosnt+y8innt)  =  0: 

o  t 

X  cos  n  t -|- y  sin  n  t  =  n 
xsinnt  —  ycosnt:=v, 
D  erhält  man 

^.-(n'-a)v_2„-  =  0. 

e  wie  in  Nr.  5  behandelt  werden.     Endlich  ist  dann 

z  =  neosnt-|'Vsinnt, 
y  =  n8innt — vcosnt. 

§.  92. 

Bei  der  Integration  nicht  linearer  Differentialgleichungen  kann  man  enl- 
ider  das  in  §.  90  im  Allgemeinen  angedeutete  Verfahren  anwenden ,  oder 
er  sich  im  speziellen  Falle  in  verschiedener  Weise  zu  helfen  suchen ,  wie 
•  nun  an  einigen  Beispielen  zeigen  wollen. 

,v     \/r8x^«      r8y-|M»x        8x    \ // 8x^»      /  8y^M«y  _    8y 

rgl.  Poisfon  Meohamk,  //,  §.  463).     Aus  diesen  G\elcYiuii|5eti  i^\^  \wflxv\VMä^^^ 
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8Vx        8^ 
8y8»x      8»y8x    8t»  8t» 


8t  8t»       8t»  8t'    8x    "~    8y   • 

8t  8  t 

woraus,  indem  man  inte^irt: 

wenn  C  die  willkürliche  Konstante.   Setzt  man  diesen  Werth  in  die  erste  Gleichnnp, 
so  hat  man 

'^     ^       8t»        '8  t      yi_^-c»  2Vl+C»^ 

8y^       Ca^  Catl^ 

8  t      V,^c»  ^      2V1+C» 

so  dass  die  Integrale  der  gegebenen  Gleichungen  mit  den  vier  Konstanten:  C,  C^ 

C  1 

C",  C"  gefunden  sind.     Setzt  man  C=:tga,  also  ^  ,  =sinrt,  t-; =cotc, 

*  *  Vl  +  C»  Vi+c» 

so  ist  auch  * 

at»co8a  ,    .    .    ,.  at»8ina  ,  ^         .     \    ..s 

x=:-  2 hc't+c",  y=— 2 htg«.c't+c'". 

Poisson  setzt  noch  c'  =  ccoscr,  um  zu  erhalten: 

—  =(at+c)co8o,  -^  =  (at+c)sm«. 

Ob  0    t 

wo  dann  c  und  a  dm  willkürlichen  Konstanten  sind. 

2.)  Ein  Punkt  bewege  sich  unter  dem  Einflasse  einer  Kraft,  die  immer  nach 
demselben  festen  Punkte  gelrichtet  ist,  und  deren  Intensität  im  Verhältnisse  des 
Quadrats  der  Entfernung  abnimmt ;  man  soll  seine  Bewegung  untersaoheii. 

Die  hier  angegebene  Aufgabe  ist  die  der  Bewegung  {i^i^^  Schwerpunkts)  der 
Himmelskörper,  in  so  ferne  man  nur  die  anziehende  Kraft  der  Sonne  in  Bedacht 
zieht.  Es  lässt  sich  überdies  leicht  beweisen,  dass  die  Bewegung  nothwendig  in 
einer  Ebene  vor  sich  gehen  muss ,  die  durch  den  festen  Funkt  geht ,  was  wir  nun 
geradezu  voraussetzen  wollen. 

Sey  also  k  die  Intensität  der  wirksamen  Kraft,  wenn  der  bewegte  Punkt  (Kör- 
per) in  einer  Entfernung  =1  ist ,  so  wird  dieselbe  =  -,  sejn,  wenn  die  Entfernung 

r  beträgt.  Wir  wollen  weiter  den  festen  Punkt  zum  An&ngspunkt  reohtwinklieher 
Koordinaten  (x  und  y)  wählen,  die  natürlich  in  der  Ebene  liegen,  in  der  die  Bewe- 
gung geschieht  und  annehmen ,  x  und  j  seyen  die  Koordinaten  des  bewegten  Punk- 
tes am  Ende  der  Zeit  t ,  r  alsdann  seine  Entfernung  yon  dem  festen  Punkte.     Die 

k 
wirksame  Kraft  —^  zerlegen  wir  in  zwei ,  die  nach  den  Axen  der  x  und  y  gerichtet 

kx    k y  X      y 

sind ,  und  gleich  -j ,  -y  soyn  werden ,  da  — ,  —  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  die  r, 

d.  h.  die  Richtung  der  Kraft,  mit  den  Axen  macht.  Da  diese  Seitenkräfte  die  x  and 
y  zu  yerkflrzen  streben ,  so  hat  man  (§.  13 .  X) : 


% 

8»x 
8t»" 

kx 
~       r'' 

8'y 

8t'~ 

ky 

> 

oder 

wenn 

P 

m: 

8»x 

Öt»" 

^^^ 

z 

8' 7 

et'" 

-ß 

f'- 

=  V,' 

+  y» 

(•) 
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welche  Gleichungen  nun  zu  integriren  sind.     Man  zieht  aus  denselben  zunächst : 

y8?-"8i^=^''-'-e-tUrt--VtJ=^'^rt--^rt=^'       ^*^) 

wo  c  eine  willkürliche  Konstante  ist,  deren  Werth  jedoch  reell  seyn  wird,  da  x  und 
y  auch  reell  sind.     Nun  ist  aber  auch 

8x"r'    8y""r'  8t»"       r»  8x*     8t»  ~       r«  8y' 

so  dass 

e^8x     8^8y___^r8j8x      8r8y-i if   ?i/«  *n  -     ITll 

et»  öt"^8t»  8t~       r»  V8x8t"^8y  etj"       r»'  8t^'''^  "'*8t  Vr  J* 
und  da  femer 

*  8^8x      8»y8y__l^  L  rr®*"|Vr8!y"|'l 
8t»  8t"*"8t»  et""  2  '8t  LUlJ  "*"V.8t  J  J' 
so  folgt  aus  dieser  Gleichung 

(r.)'+(H)'=¥+-     <«> 

WO  C|  eine  weitere  Konstante.     Aus  (b)  folgt: 

so  dass,  wenn  man  beachtet,  dass  x  ö-:+yir:=rn»  und  x^  +  y'  =  ''»  «-"«  W 

Ct'^'öt  ot  ■ 

folgt : 

-g+0-(rO'---GH)'-^"+^--- 

.  8r       .   V2^r+c,r»— c»         ,  ,f  r8r  ,^   _^, 

ODd  ÜZ  =  ±  , .    t+c,  =  ± /—=====  (8;  65), 

8  t  .      r  J  yc,r»+2Mr— c» 

wo  Cj  eine  dritte  Konstante,  und  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  r  wächst  mit  wach- 
sendem t,  das  untere  im  entgegengesetzten  Falle.  Setzt  man,  der  Einfachheit 
wegen: 

C4  =  — -^,  c»  =  a^(l— e»),  al8oa  =  — ^,e»  =  l  +  ^^, 
a  Cj  M* 

wo  a  und  e^  zwei  neue  willkürliche  Konstanten  sind ,  und  a  von  entgegengesetztem 
Zeichen  mitc^  ist»  dagegen  e'^  1 ,  je  nachdem  aC'O ,  so  erhält  man  C|r^-j~'^M' —  ^^ 

=  ^[a»e»— (a— r)'],aIso 

t+C^±\/±f  '''  (d) 

wo  C  statt  C2  gesetzt  ist ,  und  die  Zeichen  wie  oben  gelten. 

Setsen  wir  endlich  (§.  65)  x=rcoso),  y  =  rsina>,  also  r-=jr-cosflo— rsina>r--t 

»y     8r  .        ,  8«         .  .     8x         8y  .8»      ,  ,^. 

g^=g-^ttna)+rco8a>gY,  so  istyg^— Xg~=i— r'g-^,  aUo  aus  (b): 

Wählen  wir  nun  die  Koordinatenaxen  so,  dass  (o  wächst  mit  t,  so 
Uthienuis(§.  13,1) 


^>iv.7(r=ö. 
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oUo^«^®      ^«örer      ,\/n     Va*e«  — (a— r)»         -  ,^  ,  . 

ö'  ▼^     ^     .  rVa*e»-(a-r)»  ^  r Va*e«  —  (a-r)» 

+  C'.  (e) 

wo  das  Zeichen  wie  in  (d)  gewählt  wird.  Die  Gleichungen  (d)  und  (e)  lösen  die 
Aufgabe.-  Die  erste  gibt  t  als  Funktion  von  r ,  also  auch  r  als  Funktion  ron  t,  und 
dann  die  zweite  a>  als  Funktion  von  r,  also  auch  t.  Soll  die  Auflösung  (f&r  e'^1) 
möglich  sejn,  so  muss  (a — r)'<Ca'e^  seyn.     Gesetzt  also,  man  setze  alsdann 

a  — r=aeco89,  r  =  a(l  —  ecosy),   r— =  ae8in5P,  (e>.0) 

wo  gp  zwischen  0  und  n  liege,  so  ist  a^e'—- -(a — r)*  =  a'e*8in*g),  also 

t+C  =  ±a  \/ — /(l  — eco89>)89>  =  ±a\/ — (^— esln^)/ 

und  a»=-hVl-e7- ^ \-C\  \ 

J  1  — ecosf»  J 

Aus  der  Gleichung  (e)  folgt  übrigens  unmittelbar : 

-       l.^      Vr37«V»'e'-(»-r)'-^ 

Setzt  man  C  =  a)|  -f-  -ö*  i  so  iit  hieraus 

r— a(l— eO  ,      f  «"V     _ 

^  ^  (r-.)'+2,«»(,-a)  +  .',*^  [a'e'_  (.-r)'Jc«tg',.  ,=.-.. . 

(r— a)»[l+(l--e»)cotg»d+2ae»(r— a)4-a*e»[e»--(l-e«)cotg»d=0. 
(r--a)»[l— e»cog»d+2ae*(r--a)gin»g+aV[e»-^coB»ri=0, 

«_  ae'gjn*^    ,^'4  /a»e'(cos*^--e')  (1  — e»cos*g)+a*e*»in*g 

*""      1— e«cos»p-  V  (l  —  e»co8«rt* 

_         ae*8in'p      .  ae(l — e*)co8^ 
~"      1  —  e*co8*p~~    1  —  e'cos'^    ' 
_     a(l  —  e*)      .  ae(l  —  e*)cosg 
"""   1  —  e*co8*^  —     1  —  e*  cosp 
so  dass  also  entweder 

^^    a(l  — e*)       ae(l  — e»)co8g^   a(l~e») 
~  1 — e*cos'p         1  —  e*co8*^    ""  1  —  ecos^  '       _  . 

oderr=-^^— ^ ae(l--e»)co8g_    a(l>-eO        p~«-«i  (e; 

1  —  e*cos*^         1 — e*co8*p    T  l-j-eces^ 
ist.     Dies  ist  dann  zugleich  die  Gleichung  der  Kurve,  die  somit  in  allen  FftUea  eil 
Kegelschnitt  ist,  in  dessen  Brennpunkt  die  Sonne  steht. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  a,  e,  a>^,  G  wollen  wir  annehmen,  im  Anfüge 
der  Zeit  sey  r=ro  bekannt,  o)  sey  dann  =a>o;  femer  kenne  man  die  Gesohwiadif* 
keit  -  Vq  in  diesem  Augenblicke  und  sey  y  der  Winkel ,  den  sie  mit  der  Axe  der  x 

macht,  so  dass  für  t=0:  — =v^co8y,  g-^  =  Vosiny.     Alsdann  gibt  die  (c): 

Vo   = »  woraus  a  folgt ; 

Tj)       a 

die  (b):  Vorn(8in«oC08f-.eo8«o8iny)=c»  <'o«'o8in(»o— y)=c;  afi(l— e')=Vo*rii'sln*(«»— y)b 
wonm  e'; 
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5(6) 


rA  = 


»(1— e») 


l+eco«(Äo— «i)* 


woraos  «^ 


(d'O 


ahrend  die  (d)  heisst  \/iL  t  =  4-  /  ^^'^ 

^     »         -/ Va>e»— (a— f)»* 

FUM  e'^1  ans»  lo  ist  die  Karre  eine  Ellipse;  nimmt  man  dann  diejenige  Linie  zur 
ilaraxe»  die  durch  die  Sonne  gehend  mit  der  früheren  Axe  der  x  den  Winkel  m^  macht,  so 
\i  mmn  in  (eO  blosi  »-{-ai^  für  m  zn  setsen,  nm  als  Polargleichung  zu  erhalten: 

a(l-e«) 


r  = 


l^ecos«» 

>  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  nunmehrigen  «»  ron  dem  der  Sonne  entfernteren  Scheitel 
a  gereelinet  werden.  Bechnet  man  aber  w  Ton  dem  der  Sonne  nAheren  Scheitel  (Perihelimn), 
ist 

a(l— e») 


r  = 


1+ecos« 


(e'O 


daas  a  die  halbe  grosse  Aze,  a  Vi  ~ e*  ^^^  balhe  kleine  Aze  der  Ellipse  ist,  wAhrend  die 
Dsse  Axe  die  Poiaraxe  ist.    Lässt  man  «  Ton  0  bis  29r  gehen ,  so  hat  der  Körper  einen  toI-. 
1  Umlauf  gemacht.     Von  »  =0  bis  «  ==  fr  gilt  dann  in  (d")  das  obere,  Ton  tt=fcbisa>=27( 
s  untere  Zeichen,  d.  h.  wenn  man  die  Zeit  Ton  a>=0  an  zAhlt,  so  ist  die  Zeit  eines  Umlaufs 
gegeben  durch 

/-^.=  /'        '''  ^fl       '''  ,r,=a(l-e)^r„r,  =  a(l  +  e), 

r     »       y  VaV— (a-r)*    J  Va«e»-(a-r)» 


)  dass 


^     f^  Va»e»-(a--r)» 


Nun  ist 


A 


r8r 


Va»e»— (a-r)» 

■  (i-H) 

r8r 


=  — Va'e*— (a-r)»  +  a. 


are 


V^      ya»e»-(a-r)»J 


fV 


=a  .  arc(tg  =  -)-  00  )  — a  .  arc(tg=—  QO)=air 


Fig.  63. 


c^ 


iL     W 


Va»e«— (a 
odass  r=2aH'  %/  — ,  a= — r— ,  k.r=: ^  ist. 

▼         fl        "^  T*  gX* 

3.)  AA'BB'  (Fig.  53)  stelle  «inen  geradlinigen  Kanal 
ar,  der  durch  die  Wand' CG'  in  zwei  Theile  getheilt  scy;  ß 
1  den  beiden  Theilen  bewegen  sich*  Luftstrüme  von  ver- 

biedener  Temperatur,  so  dass  durch  die  Wand  hindurch,  ^ 

e  aus  einem  für  die  Wärme  leicht  durchdringbaren  Stoff 

«tehe,    der  eine  Luftstrom  durch  den  andern  erwärmt -i 

ird»  während  die  Wände  BB',  AA'  keine  Wärme  hindurchlassen.     Man  soll  dio 

»fflperatur  der  Luftströmc  fiir  jeden  Querschnitt  untersuchen. 

Wir  setzen  hiebei  voraus ,  dass  bereits  ein  Zustand  eingetreten  sey,  bei  dem  in 
Jem  Querschnitt  sowohl  des  Kanals  AA'C'G,  als  CC'BB'  immer  dieselbe  Tempera- 
r  herrsche ,  die  natürlich  fUr  jeden  Querschnitt  eine  andere  sejn  wird.  Scy  femer 
die  Temperatur  des  (heisseren)  Luftstroms  in  AA'C'C,  wenn  er  in  AC  in  den  Ka- 
1  eintritt;  x^  <^®  Temperatur,  mit  der  er  den  Kanal  in  A'C  verlässt  (beide  etwa 
Graden  des  hnnderttheiligen  Thermometers  angegeben);  ab,  a'b'  zwei  Q^iet- 
uütte,  deren  Entüemun^  ^z  «ej,  wenn  x  die  Länge  Cc  \ai\  1  ^«*t«iss^T^^QCt  Ssbl 


412  ErwAnnnng  eines  kälten  Lufhtrom«  darch  einen  wirmeni. 

Querschnitt  ac,  tdic  in  cb,  welche  beide  bloss  von  x  und  nicht  Ton  der  Zeit  abhän- 
gen, und  wenn  die  Kanäle  eng  genug  sind,  durch  den  ganzen  Querschnitt 
dieselben  sind;  im  Querschnitt  a^b'  werden  nun  die  Temperaturen  seyn:  T-^JT 
für  a'c',  t'{'Jt  für  c'b',  wo  JT  negatir  ist,  da  T  mit  wachsendem  x  sicher  ab- 
nimmt, dagegen  di  positir  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  beiden  Luftsröme  sich 
in  derselben  oder  der  entgegengesetzten  Richtung  bewegen.  Sey  weiter  F  das  Ge- 
wicht deijenigen  Luftmenge,  die  in  einer  Sekunde  durch  ac  strömt;  p  das  der  durch 
ob  in  derselben  Zeit  strömenden  Luftmenge;  C,  c  die  spezifischen  Wärmen  der  bei- 
den Luftarten  (§.  34,  II),  k  dieselbe  Grösse  für  die  Zwischenwand,  wie  in  §.  34.  Je 
kleiner  nun  /ix  ist,  desto  genauer  richtig  wird  es  sejn,  wenn  wir  annehmen,  es 
herrsche  innerhalb  der  zwei  Schnitte  ab,  a'b'  durchweg  dieselbe  Temperatur»  die 
sich  dann  plötzlich  in  a'b'  ändere.  Nehmen  wir  dann  schliesslich  Jil  unendlich 
klein ,  so  ist  diese  Annahme  geradezu  richtig.  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  nun 
die  Luftmeng^  P,  indem  sie  durch  acc'a'  strömt,  die  Wärmemenge  — FCdT  Ter- 
lieren,  während  die  durch  cbc'b'  strömende  Menge  p  die  Wärmemenge  pczft  ge- 
winnt, wenn  beide  Ströme  sich  in  gleicher  Richtung  bewegen,  oder  die  Wärmemenge 
—  pc^/t,  wenn  das  Entgegengesetzte  stattfindet.  Da  nun,  der  Annahme  nach, 
durch  die  äusseren  Wände  keine  Wärme  entweicht,  so  hat  man 

—  PCJT  =  ±pcJt,  — PC-i-  =  ±pc-T-, 

^x  ^1 

d.  h.  wenn  ^fx  unendlich  klein,  unter  welcher  Annahme  diese  Gleichlingen  erst  ge- 
nau sind: 

„^8T      _      8t  ,,. 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  beide  Ströme  dieselbe,  das  untere,* wenn  sie  rer- 
schiedene  Bewegungsrichtung  haben. 

Der  Temperaturunterschied  in  ac'  und  cb'  beträgt  T-— t;  also  ist  die  in  der 
Sekunde  durch  cc'  strömende  Wärmemenge  =k(T:7-t)o),  wenn  a>  die  Fläche  des 
zwischen  beiden  Querschnitten  liegenden  Wandstücks  ist.  Diese  Fläche  sey  = 
<p(x)  Jx,  wo  immer  <)p(x)  eine  bekannte  Funktion  Ton  x  ist,  wie  denn  im  ein&cb- 
sten  Falle  g)(x)  konstant  ist.  Da  die  durch  cc'  strömende  Wärme  der  gleich  ist, 
welche  P  rerliert ,  so  ist : 

k(T-t)^«Jx  =  -PCzn',  k(T-t)^,>(x)  =  -PC^, 
d.h.  PC^-2=-k(T-t)»>W.  (g) 

0  X 

Die  beiden  Gleichungen  (f)  und  (g)  enthalten  die  Lösung  der  Au^be.    Mu 

wird  hier  am  Besten  so  verfahren,  dass  man  zunächst  aus  (f)  zieht: 

pct  =  +PCT+Apc,  (h) 

wo  A  eine  willkürliche  Konstante,  und  dann  hat 

«/.8T         ,.r«j.PC„      *i    /x        u    /^  PC  ÖT  PC 

PC^^  =  -k[T±-T-A]^W,-k^(x)=^j^^^- -.«  =  -. 

woraus  (§.  65)  : 

-kyi>(x)8x=j^l[(l±«)T-A]+A'; 
wenn  A'  eine  weitere  Konstante  ist.      Um  die  Konstanten  zu  bestimiiMn,  uy 
g)(z)8x=g)(x),  und  X  die  Länge  GC,  so  ist  für  x=0:    Trsf«.  fOit  xs:h 
T=Ti ,  aJso  bat  man 


ß 
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PC 

-k »(0)  =  ^  >  [0  +«)«« -  A]  +A'. 

PC 
— k*(A)  =  j^  l[(l  ±«)n  -A]+A', 

aus  welchen  zwei  Gleiehnngen  A  und  A'  bestimmt  werden  kOnnen.  *     Man  zieht 

hieraus ,  da  t);  (X) — ifi  (0)  =  /  qp  (x)  8  x ,  UDd  letztere  Grösse  die  Fläche  F  der  Wand 
CC  ausdrückt: 

1±«   V.(l±«)r„-A  J- 
aus  welcher  Gleichung  folgt  • 

,      (l±«)h--roe"'g]  (l±«)kF 

A'  ergibt  sich  sodann  unmittelbar.     Da  ip  (x)  —  V'  (0)  =  /  <p  (x)  8  x ,  so  ist  jetzt  t 

WO  f<p(x)bx  das  zwischen  C  und  c  liegende  Wandstück  ist.     Die  Gleichung  (h') 

gibt  T,  während  (h)  dann  t  gibt,  so  dass  die  Aufgabe  rollständig  gelöst  ist. 

Will  man  die  Temperaturen  kennen,  welche  der  durch  CB'  gehende  Luftstrom 
in  CB  und  C'B'  hat,  so  wird  man  in  (h)  bloss  T^Tq  oder  =rt  zu  setzen  haben. 

Für  den  praktischen  Gebranch  ist  es  etwas  bequemer,  die  obigen  Formeln  in  anderer  Ge- 
stalt IQ  geben.  .  Seyen  nämlich  to,  t^  die  Temperaturen  des  zn  erwärmenden  Lnftstroms  beim 
Eid.  and  Anstritt  in  den  Kanal  (BOt  so  ist 

a)  bei  gleieher  Bewegnngsrichtnpg : 

p...=-PC».+Apc.  pct.=-PCr.  +  Apc.  _kF=  I5^lQ-J±|^). 

b)  bei  entgegengesetzter  Bewegnngsrichtnng : 
pct.=PC».+Ape.  pct„=PC«.+Apc.  -kF=  ^-I  ({jZ'j'^Zjf)' 

«««  pe(t.-t.)  =  PC(..-n).kF=J^l(^). 

(Man  Ter;g^.:  nBedtenbacher,  die  kalorische  Maschine**,  zweite  Anfl.  S.  21  ff.) 
4.)  Man  soll  die  bestimmten  Integrale 

00 «  00      - 

/e     sinax-  /*    e      cosax^ 

-vT-»'-  '=y    vx   ^' 

0  0 

ermitteln.  —  Man  hat  (§.  61) 

8y       r^    -X  8z  /^    -X 

~=/V3tc     cosa»8x,  — =  —  /  V«e     sinax8x. 

0  0 

Aber  (§.36,  43): 

*  Es  kann  auch  seyn,  dass  bloss  die  Temperataren  gegeben  sind,  mit  denen  die  beiden 
LnftstrOme  eintreten.  Alsdann  hat  man  wieder  die  erste  der  beiden  Gleichungen ;  statt  der 
nrtiteD  aber  mnss  man  T  aus  (h)  in  t  aasdrücken  und  beachte,  dass  t  für  x  =  0  (oder  x=M 
gsgeben  ist. 


00  ._x  ^OC  _j 
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0  '  0 


/^  ^     — »  .,        ^.      — z  asinaz  —  eotax       1   /*— x  annaz — coiax 

/— X  .        Q        ^  .      — X   — sinaz  —  acosaz  ,    1    /*— sainax+acosax 
Vxe     «n.x8x  =  Vxe      . j^pp +2-y«         (l+>»)Vx'^" 


.00  ^QC  _x 


/'  — X  o  1   /*    e     (asinax  —  coiaz).  1      ay      ,    1       z 

0  0 

X  QO  __x 

/— X  .        .         l   f    e     (sinax+aeo>az).         1       y       ,    1       ai 

0  0 

,  »y  1      ay  1       z  8j5_      2.  _J^ 1      a«  /. 

sodass       g^-       2   i-^a»"r2  1  +  a**    8a""       2  1+a»      2   l-|-a«'  ^'^ 

8y  ,  8x  1         8y        8s       1 

woraus  auch  ^ -_+--  =  __y.   -.-ag^^  =  -x. 

Man  zieht  aus  diesen  Gleichungen ,  wenn  man  sie  nochmals  nach  a  differeuz 

8z      ö'x 

und  dann  z,  ^i    q-— •  eliminirt: 

oa     0  a 

Ganz  ehen  so  findet  sich 

Setzt  man  u=:z-4-i79  so  folgt  hieraus 

/QO  _x                                              /»QO (1— ai) » 
e     (cosax-f  isinax)„          /     e 
^ T-T— ' ^8x  =  /  77 8 
Vx                      y         Vx 

0  0 

8  X         1 
Setzt  man  in  §.  62  (b)  x  =  Vgo,  also  ö"  =  2i7~  »  *®  "* 

genügt  \/      ,       der  (k) ,  und  da  die  (i)  dieselbe  Form  hat ,  so  ist  (§.  74)  : 


IX. 


y=  T7==:-r 


vr=^  Vi+»i' 

während  aus  (1)  dann  folgt: 

22 CM 

""  Vi— ai      VTfä"i' 
Was  C  und  C  betrifft,  so  ist  für  a  =  0:  y=tO,  z  =  Vn  (§.  62),  also 

C+C'  =  0,  Ci-C'i=Vfr;   C  =  ^^,   C'  =  --^, 

und  mithin 


/e   'siaax^         1   f       1  1       l^y 
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/e     cosax^         1    f       1  .         1'      1^^ 

V 

Nun  ist,  wenn  r=  Vl  +  a'»  co8«=  — ,  8in«=  — :  ^  .  =:(l4-ai)~^ 

'  r  •  r     Vl+ai  ' 

I  ^^~2 — ^"""s^J*  \/         .  =  (l^-ftO~^  =r      I  cos^+isin-g  1, sodass 


/e     sinax.         \/it  ,     «      /*    e     cosax^        V^       « 

,         /*    e     sinax^        *%    /l  — cos«    \  / it      \  /t — 1  \  /  it 
0 


+ 

.00 


/e     eosax^        *%  /l  — cos«   'l  /«      A  /if+1  '%  /  ^ 


a>0. 


0 


l+a»         V    2 


.00  _«  ^oc 


Dass  die  Integral»/ — ^-r~^^^Ö»,   / — - — -^*— Px  hierauf  zurückkommen, 


0 

it  leicht  ersichtlich,  und  man  findet 

.00 


•    0C_„  _  Jc>0.»>0. 

0  ' 

Es  kaDn  sich  ereignen,  dass  zwischen  den  n-f-l  Veränderlichen  x,  y, 
, . . .  nicht  lauter  Differentialgleichungen  gegeben  sind ,  sondern  einige  Glei- 
Irangen  ohne  Differentialquotienten.  In  diesem  Falle  kann  man  einige  der 
l>hAngig  Veränderlichen  unmittelbar  durch  x,  oder  durch  andere  abhängige 
rossen  ausdrücken ,  so  dass  sie  als  gar  nicht  weiter  vorhanden  betrachtet 
erden  können.  Die  Gleichungen ,  welche  alsdann  noch  bleiben ,  sind  nur 
)ch  zn  integriren,  und  nach  ihnen  bestimmt  sich  die  nöthige  Anzahl  der 
illkürlichen  Konstanten.  Ein  Beispiel  aus  den  Anwendungen  auf  Mechanik 
ag  znr  Erläuterung  genfigen. 

5.)  Wir  wollen  annehmen,  durch  euieROhre,  deren  Aze  horizontal  liege,  ströme 
de  elastische  Flfissigkeit  und  es  sey  der  Beharmngszustand  der  Bewegung  einge- 
eten ,  d.  h.  in  jedem  Querschnitt  bleibe  die  Bewegung  immer  dieselbe,  sey  also  nur 
Tänderlioh  Ton  Qnersohnitt  zu  Querschnitt.  Daraus  folgt,  dass  in  der  Zeiteinheit 
urob  alle  Querschnitte  dieselbe  Menge  der  Flüssigkeit  (Luft)  strömen  muss.  (Zur 
Bfdeatllohung  wollen  wir  uns  in  Fig.  53  unter  ABB^A'  die  fragliche  Röhte  ^  uxid 
iter  CC  deren  Axe  Torstelien,  obwolü  wir  nicht  anzimebmeu  Vki«^<^«^«  ^aM.%  ^\^ 
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QuerschDitte  alle  gleich  gross  sejen,  wie  dies  in  der  Figur  der  Fall  ist;  es  braucht 
nur  die  Axe  CC  geradlinig  zu  seyn  und  horizontal  zu  liegen.)  Auf  der  einen  Seite 
AB  stehe  die  Röhre  in  Verbindung  mit  einem  Gasometer,  in  welchem  immer  derselbe 
Druck  P  (für  die  Flächeneinheit)  herrsche ;  an  ihrem  anderen  Ende  A'B'  dagegen 
stehe  sie  entweder  in  Verbindung  mit  der  dreien  Luft,  oder  mit  einem  andern  Gaso- 
meter ,  in  welchem  der  konstante  Druck  P'  herrsche. 

Ist  ab  ein  Querschnitt  in  der  Entfernung  Cc=x  Yom  Anfttng,  dessen  Fläche 
=  0}  sey,  so  sey  dort  die  Geschwindigkeit  der  Lufttheilchen  =v,  wobei  wir  voraus- 
setzen wollen ,  dass  alle  Lufttheilchen  sich  in  demselben  Querschnitte  parallel  und 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  bewegen ;  p  sey  der  Druck,  der  in  diesem  Querschnitte 
herrscht,  so  dass,  wenn  /i  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  des  Gases  in  ab  ist,  man 
(nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  und  mit  Berücksichtigung  der  in  der  ganzen  Röhre 
als  gleich  vorausgesetzten  Temperatur)  hat 

p  =  k^,  (m) 

wo  k  ein  konstanter  (und  bekannter)  Koeffizient  ist.  Sey  nun  a'  b'  ein  Querschnitt 
in  der  Entfernung  ^  x ,  so  wird,  wenn  schliesslich  /Jx  unendlich  klein,  dies  Röhren- 
stück aba'b'  als  überall  gleich  weit  angenommen  werden  dürfen,  eben  so  wie  mas 
annehmen  darf,  es  haben  alle  Lufttheilchen  in  demselben  die  Geschwindigkeit  v,  die 
plötzlich  in  a'b'  in  v-\-dv  übergehe;  eben  so  herrsche  in  aba'b^  überall  der Dmck 
p,  der  in  a'b^  plötzlich  in  p-f- Jp  übergeht.     Die  Luftmenge  in  aba'b'  hat  zum 

Gewicht  (odxfji  =  ^—T- —  ,  und  da  sie- ihre  Geschwindigkeit  von  v  in  V'^dv  nmäit- 

dert,  so  verliert  sie  an  lebendiger  Kraft:  —  -^ — [v' — (i;-f"^«')']= Tjj^i^^^ 

-j-^(zfv)'],  d.  h.  sie  hat  diese  Arbeit  beim  Durchströmen  vonaba'b*  reirichtei 
Hiebei  hatte  aber  die  Luft  den  Druck  ca  Jp  zu  überwinden  und  zwar  auf  die  Strecke 
zix,  so  dass 

oder  da  z/x  unendlich  klein: 

Öp  p       8t; 

Da  die  durch  'einen  Querschnitt  in  der  Zeiteinheit  strömende  Luftmenge  immer  die- 
selbe ist,  so  muss  /iQ>v,  also  auch  pcov  konstant  seyn,  so  dass 

po>v  =  a  (p) 

ist.  Die  Gleichungen  (m),  (n),  (p)  geben  p,  v,  ju  als  Funktionen  von  x.  Von  diesen 
ist  nur  (m)  eine  Differentialgleichung  (q>  muss  als  bekannte  Funktion  von  x  ange- 
sehen werden).  Wenn  man  will,  kann  man  v  aus  (p)  ziehen  und  in  (n)  einsetEen, 
um  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  p  zu  erhalten.  Für  den  jetzigen  Fall  aber 
ist  es  bequemer  zu  setzen : 

und  wenn  V  die  Geschwindigkeit  des  Abflusses  in  A'B^  wo  p  =  P',  so  ist' 

V*  r  P  "t      V'*      V» 

gkI(P')  =  -^  +  C.  gkl(f  J  =  ^-2-. 

d.h.  wenn  ß'  die  Fläche  der  Oeflhung  A'B'  bezeichnet,  wo  also  a=pa)V  =  PW' 
=P52V,  wo  J2,  V  die  ähnlichen  Grössen  für  AB  sind,  es  ist 
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Zieht  man  hieraos  p ,  was  freilich  nur  näherungsweise  geschehen  kann ,  so  ge- 
I  (p)  und  (m)  die  übrigen  Grössen. 
Da  für  (ozizSl  :  p=P,  so  ist  auch 


^-(f)=t[-(?^)'J  - 


FSlJ 

rch  welche  Gleichung  die  Ausflussgeschwindigkeit  ausgedrückt  ist.     Die  Einfluss- 
ichwindigkeit  V  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  Pi2V=P'ft'V'. 

(Man  yergl.    ^Navier,  R^sume  des  le^ons  sur  T Application  de  la  Mecanique** 
partie.  XVII.) 

§.93. 

Bereits  in  §.  90  haben  wir  gezeigt ,  dass  die  Integration  von  gleichzei- 
:en  Differentialgieichungen  höherer  Ordnung  immer  zurückgeführt  werden 
ane  auf  die  Integration  eines  Systems  gleichzeitiger  Dififerentialgleichungen 
»ter  Ordnung,  so  dass  wir  uns  nur  mit  letzteren  beschäftigen  wollen.  Da- 
i  setzen  wir  voraus,  dass  man  die  gleichzeitigen  Dififerentialgleichungen 
herer  Ordnung  nach  den  höchsten  Dififerentialquotienten  der  abhängigen 
sränderlicben  auflösen  könne ,  so  dass  dieselben  die  Form 

— ^  =  Pf  — ^  =  Q»  — ^  =  Rf .... 
8x  8x  ex 

iben,  wo  in  P,  Q,  R, ,  .  .  keine  Dififerentialquotienten  von  y,  z,  u,  .  .  .  vor- 

immen,  die  die  m^,  n^,  r^,  .  . .  Ordnung  übersteigen.    Sollten  die  gegebe- 

!n  Differentialgleichungen  nicht  so  beschaffen  seyn ,  dass  in  jeder  die  Diffe- 

ntialqnotienten  höchster  Ordnung  vorkommen ,  so  wird  man ,  wie  bereits  in 

90  angegeben,  durch  weitere  Differentiationen  dieses  Ziel  immer  erreichen 

innen.     Die  Möglichkeit  der  oben  angegebenen  Auflösung  muss  jedoch  hier 

ibedingt  vorausgesetzt  werden. 

I.  Wir  wollen  nun  annehmen ,  man  habe  bloss  die  zwei  Gleichungen 

Drin  X,  Y  Funktionen  von  2,  y,  z  seyn  sollen,  und  man  habe  auf  irgend  eine 
Teise  eine  Integralgleichung  gefunden ,  welche  diesen  Gleichungen  genügt  : 

f(x,y,  z)  =  c,  (b) 

.  der  c  die  willkürliche  Konstante  vorstelle,  eine  weitere  Konstante  aber 

aurin  nicht  sey;  so  folgt  hieraus 

8^     eföy     8f8z 

8x~8y  8x~ez  t?x~    ' 

Iso,  wenn  man  die  (a)  beaclitet: 

^  8  f  ,  8  f  _  ,  8  f_     ^  ,  . 

eiche  Gleichung  noth wendig  identisch  seyn  muss,  d.  h.  die  einzelnen  G He- 
er müssen  sich  gegenseitig  aufheben,  was  auch  x,  y,  z  seyn  mögen.  Wir 
etzen  voraus»  dass  X  und  Y  nicht  Knll  seyen,  so  daaa  ^  Mti^  i^  \!l\OdX»V^\!^- 

t>iBMf0r,  DiMbnutUl-  a.  laiegrMl'Rechanng,  ^ 
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stant  sind ;  eben  so  dürfen  X  und  Y  nicht  unendlich,  also  auch  nicht  x  kon- 
stant seyn ;  dann  versteht  es  sich  von  selbst ,  dass  in  (b)  mindestens  zwei 
der  Veränderlichen  vorkommen  werden,  da  sonst  die  eine  vorkommende 
einen  konstanten  Werth  hätte. 

Gesetzt  also,  z  komme  in  (b)  vor,  so  ziehen  wir  z  durch  die  übrigen 
Grössen  aus  dieser  Gleichung  und  setzen  dasselbe  in  die  erste  Gleichung  (a), 
nämlich 

ein,  wodurch  dieselbe  zu  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zwischen 
X  und  y  wird,  wie  wir  sie  im  zwölften  Abschnitt  betrachtet  haben.  Gemäss 
§.  69,  II  existirt  nun  ein  Faktor  M,  der  macht,  dass  dann  (a^)  ganz  unmit- 
telbar integrabel  ist.     Dieser  Faktor  ist  aber  nach  §.69  so  beschaffen,  dass 

die  Gleichung 

8M     80^^ 

8x^    ay  ^  ' 

durch  ihn  erfüllt  seyn  muss.  Denken  wir  uns  nun  zunächst  in  (aO  die  z  noch 
nicht  ersetzt;  denken  uns  weiter,  M  sey  eine  Funktion  von  z,  y,  z  so  be- 
schaffen, dass  sie  den  Integrations-Faktor  für  (a^  abgibt,  wenn  man  z  durch 
(b)  ausdrückt,  so  wird  in  der  Gleichung  (d)  bei  den  partiellen  Differentiatio- 
nen nach  y  und  x  zu  beachten  seyn,  dass  in  M  auch  noch  z  vorkommt,  das 

vermöge  (b)  von  x  und  y  abhängt,  so  dass  die  Gleichung  (d)  seyn  wird: 

8M  ,  8M8«  ,  8(MX)   ,  8(MX)8«      ^  ,^  , 

■87"'""87  8i+"87""^"'8r"  8^=  ^'  ^*') 

wo  nun  --,  — T —  die  partiellen  Differentialquotienten  nach  x  und  y,  inso 

ferne  diese  Grössen  in  M  und  MX  entwickelt  vorkommen,  bedeuten  and 

■^,  r-  ans  (b)  zu  ziehen  sind.     Daraus  folgt: 

fx"^8Eex"     •  8y"'"8z8y"'    ' 

SO  dass  die  (d')  wird : 

peM  ,  8(MX)l8f     r8M8f  ,  8(MX)8r|     ^  ^^^^ 

Lli^"^"8r'J8^""L8r8^+~8r"8^J  =  ^-  ^*^ 

Die  Grösse  r-  ist,  nach  unsem  Voraussetzungen,  sicher  nicht  Null; 
ferner  ist,  wenn  —  =  y : 

8f  8M^8(My)      ^    8'f       8  (MX)  8f^8(MXf>)      ^^    8»f 


8s  8x  8x  8x8z*        8y      8z  8y  8s8y' 

also  gibt  die  (d") : 

8(M9>)  ,  8(MXy)      rw_Ö^.8f8Ar|      f^^    8»f    ,  8  f  8(MX)1     ^ 
"ö^"^     8y  L^ax8z'^bi"87j~L^ei87"^8^"87"J==2' 

.  _  8(M»)^8(MXrt    i^Lep    ^L^ä^J    ^ 

^  ^  -^  +—bY 8i 8^~"  =^- 

AHein f  da  M  nicht  =0  Yoransgesetzt  wird,  ist  auch  nach  (c): 
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orans  offenbar,  indem  diese  Gleichung  identisch  ist,  so  dass  anf  der  einen 
?ite  steht,  was  auf  der  andern : 

8s  8k 

ithin  man  hat : 

8(M9>)  ,  8  (MXrt  ,  »  (MYv)      _  ,  . 

"8 X    +"17""''  ~~8 ■«-   =  ^'  <'^ 

elcher  Gleichung  also  der  zu  suchende  Faktor  M  genfigen  muss.     Gesetzt 

so ,  man  sey  im  Stande  eine  Grösse  $  zu  bestimmen,  welche  der  Gleichung 

L«_^8j?J+«M  =  o  (e-) 

8x^    8y    ^    8i  ^  ' 

»ügt,  und  J  nicht  =0  ist,  so  wird  nothwendig  Mg-  =  f  den  Faktor M  be- 

immen,  der  die  eine  der  Gleichungen  (a)  integrabel  macht,  wenn  man  z 
IS  (b)  zieht  und  in  diese  Gleichung  einsetzt.  Man  sieht  hieraus ,  dass  man 
sdann  nur  eine  Integralgleichung  der  zwei  Gleichungen  (a)  zu  kennen 
'aacht,  um  die  andere  sofort  finden  zu  können. 

1.)  Man  habe 

8y     — y(x-s)    8s      -»(y-x) 

8x""   x(y  — «)  •  8x"~    x(y  -  s)   ' 
I  folgt  hieraus 

l+J|+^  =  0.  x+y+«  =  c;  s  =  c-(x+y). 

Die  Gleichung  (eO  ist 

8x  -Sy  8s  ""    • 

.  81     y(x-s)8|     s(y~x)8^      ^(«(x-^g)       y(y-»)Uo 

8x     x(y-i)8y     x(y— z)  8x"^^  «x(y— «)*     x(y-«)»j 

8  f 
Setzt  man  hier  |=x(7 — z),  so  ist  diese  Gleichung  befiriedigt,  und  da  öT=  h 

>  ist  x(7 — z)  ein  Faktor,  der  die  erste  Gleichung  integrabel  macht.  Sie  gibt  dann: 

x(y-*)^-f-y(x-s)  =  0.  x(2y+x-c)^+y(2x+y-c)=0, 
Dd$.69,I: 

yP8x  =  x»y+y«x-cxy.  J-?  =  2x+2y-c.yj|8x  =  x''+2yx-cx, 

0  dass  die  zweite  Integralgleichung  ist : 

x(xy+y*— cy)  =  c',  oder  xyx  =  C, 
renn  man  c=x-|-y+z  setzt. 

Wenn,  wie  im  vorigen  Beispiel,  die  Grössen  X,  Y  der  Gleichungen  (a) 
iinen  gemeinschaftlichen  Nenner  haben ,  also  diese  Gleichungen  etwa  sind 

*  Dieter  Sati  ist  mir  nnter  der  gemachten  Voraassetsmig  wahr,  es  tey  4L«  ^^i\i«c^sdb»oA.^ 
Sleiefaiiiig  eiiie  rein  ideotuAbe»  wie  etwa  x-f-ys-— 5z  =  x4-yx — 5x. 
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8y      Y       8z      Z 


80*  ist  die  (c^) : 


ex"*"      8y     "'"     8i      ~ 


nnd  wenn  man  t  =  X£' setzt,  so  hat  man  ^zu  bestimmen  aus 

8(XÖ  ,  8(TÖ  ,  8(T0_ 

"8^"^"8r"^"er-"'      ^'  ^ 

Q  f 

damit  die  aus  M  x-=t  bestimmte  Grösse  M  ein  Integrabilitäts-Faktor  der 
OleichuDg 

8y 

ox 

sey. 

n.  Man  habe  die  drei  Gleichungen 

^-Y  ^-2  ^-u  rn 

8i-^'8x~^'8x~^'  ^'' 

wo  Y,  Z,  ü  Funktionen  von  x,  y,  z,  u  seyen.   Denken  wir  uns  ferner,  es  sey 

f(x,y,z,D)  =  c  (g) 

eine  der  (drei)  Integralgleichungen  des  Systems  (f)»  so  wird,  wie  in  I  notb- 

wendig  identisch 

8  f  ,  8  f^  ,  8  f  ^  ,  8  f„     ^  ^. 

8-i+8^^+rx^+8^^  =  ^  <^> 

seyn,  woraus,  da  wir  wieder  Y,  Z,  U  weder  0  noch  oo  voraussetzen,  folgt, 

dass  die  Gleichung  (g)  mindestens  zwei  der  Veränderlichen  enthalten  mnss. 

Sey  also  u  jedenfalls  in  (g)  enthalten,  so  ziehe  man  u  aus  (g)  und  setze 

dessen  Werth  in  die  zwei  ersten  Gleichungen  (f)  ein,  wodurch  dieselben  zu 

zwei  Gleichungen  zwischen  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  werden  und  wir 

wieder  auf  dem  in  I  behandelten  Falle  sind. 

Gesetzt  nun  weiter,  man  kenne  ebenfalls  noch  eine  Integralgleichung 

dieser  zwei  ersten  Gleichungen,  nachdem  u  aus  (g)  ersetzt  worden,  und  sey 

dieselbe 

ftU.y.«.c)  =  c',  (gO 

wo  c  die  Konstante  der  Gleichung  (g),  c^  die  neue  Konstante- ist     Aisdaoo 

wird  nach  I,  weiln  man  f  bestimmt  aus 

8j     eoj)  ,  8_(ZÖ_ 

•   8x"^    8y    "^    8z    "•"• 

WO  in  Y  und  Z  vorerst  u  aus  (g)  ersetzt  ist ,  die  aus  der  Gleichung  M  -~  =  J 

gezogene  Grösse  M,  in  der  z  aus  (g^)  ersetzt  wird,  ein  integrirender  Faktor 
für  die  erste  Gleichung  (f)  seyn.  Denken  wir  uns  nun  ^  sey  eine  Funktion 
von  x,y,  z,  u,  die,  nachdem  u  aus  (g)  in  ihr  ersetzt  ist,  in  die  so  eben  ver- 
langte Funktion  von  x,  y,  z  übergeht.  Alsdann  kann  man  statt  der  eben  ge- 
gebenen Gleichung  schreiben: 

H.H  Öu     8(YÖ     8(YÖ  8n  .8  (ZI)  .8(21)  8a  _ 
ax"'"eu8x"'"    8y   "*"    ftn    ^i"^    ^»  "^   ft^    8i~    • 
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WO  nun  die  partiellen  Differentialqnotienten  bloss  nach  den  entwickelt  in 
J,  Y,  .  .  .  vorkommenden  Grössen  genommen  sind,  und  — ,  ^,  ß^a^ß(g)2n 
ziehen  sind.    Aber  aus,  dieser  Gleichung  folgt 

ex"^8u8x"    •8y"^8a8y'^    '  8z"*"8u  81""    ' 
80  dass  also 

reg    8(Yf)    8(zg)i 

Lex"''  8y  "■    8z  Jeu    8uex      eu   ey      eu   8z 

a  f 

Ferner  hat  man,  wenn  wieder  r--  =  y,  wo  y  nicht  =0: 

egef^e«»)       e»f    e(Yg)8f    a(Yg»)  e^f    ecza  8f 

Öx8a"    8x       .    8x8n*     8y     öu~      8y  8y8u'     ex     in 

e(zg^)_       e»f 


eg  ,  e(Yß  ,  e(zöi  er    eger    e(Yü8f    8(zö8_f^^ 


ez  exbu' 

so  dass 

8tt^).8(YM     8(Zgrt    ^OH)     ^My)     ^(^^A^^ 

8x   "^     8y      "^     8s  8u  8u  8ii  * 

Aus  der  identischen  Gleichung  (h)  folgt  aber 

8u       "^        eu        "^        8u  8u 

so  dass  also  endlich 

8tf»)  .  8(Ygy)      8(Zg9>)  .  8(ü|y), 

ex  "^    ey   ■*"   ez    "^    eu 

Man  schliesst  hieraus  nun  das  Folgende : 
Kann  man  der  Gleichung 

er.  e(Yö  .  8(zo  ,  8(üO_  . 

ei+-er+"8r  +  '8^-^        ^'^ 

durch  einen  andern  Werth  als  C=  0  genügen ,  so  wird  die  Gleichung 

8u 

eine  Grösse  J  geben,  die,  wenn  in  ihr  u  aus  der  Gleichung  (g)  ersetzt  wird, 
mittelst  der  Gleichung 

*       ez 

eine  andere  Grösse  M  liefern  wird,  die,  wenn  man  in  ihr  z  durch  (g')  ersetzt, 
ein  integrirender  Faktor  der  ersten  Gleichung  (f)  seyn  wird ,  in  der  zuerst  u 
aus  (g)  und  dann  z  aus  (gO  ersetzt  ist. 

Man  sieht  leicht ,  wie  man  dieses  Verfahren  beliebig  ausdehnen  kann, 
und  wir  wollen  das  Resultat  für  vier  Gleichungen  nur  noch  aussprechen: 

in.  Gesetzt,  man  habe  die  Gleichungen 

8^=^'el-^'e"i-^'8y-^'        *^ 

so  bestinune  man  zuerst  eine  Integralgleichung 

f(x,  y,  z,  u,  t)  =  c,  0) 

in  der  v  vorkomme;  schaffe  aus  den  drei  ersten  G\eVi\wxi%^Ti  n  \si\\\5^%\.  ^^x 
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Gleichang  (1)  weg  luid  erhalte  drei  Gleichungen  zwischeoz^y,  2,0,  iSr  welche 
eine  neue  Integralgleichung 

fi  (x,  y,  z,  u,  c)  =  c'  00 

sey;  mittelst  dieser  schaffe  man  u  in  den  zwei  ersten  (k)  weg,  in  denen  be- 
reits y  mittelst  (1)  ausgedrückt  war,  und  erhalte  zwei  Gleichongen  zwischen 
x,y,  z,  für  welche  man  eine  weitere  Integralgleichung 

f,  (x,  y.  z.  c,  c')  =  c"  0") 

kenne.     Alsdann  suche  man  eine  Funktion  $  von  x,  y,  z,  u,  v  zu  bestimmen 

aus 

8-^+-8r+"8r+-8^+-8r=^'      <"> 


bestimme  weiter  $^  aus 


^""*8t' 


und  ersetze  in  i'  die  Grösse  v  mittelst  (1);  bestimme  dann  ^^  aus 

worin  u  durch  (1^  ersetzt  werde ;  ferner  bestimme  man  M  ans 

*         8t' 
und  ersetze  z  durch  (1^0  •  ^^  ^^^  ^  ^^^  integrirender  Faktor  der  ersten  Glei- 
chung (k),  in  der  v,  u,  z  nach  einander  durch  (1),  (1')»  (1^0  ^^setzt  sind.  Die 
Integration  dieser  Gleichung  nach  §.69,  I  wird  dann  unfehlbar  die  noch  feh- 
lende vierte  Integralgleichung  des  Systems  (k)  liefern. 

IV.   Ereignet  es  sich,  dass  die  Grössen  T,  Z,  U,  .  .  .  der  Gleichungen 

8t 

(k)keinx  enthalten,  so  setze  man,  da-r — ==0-»  u.  s.w-: 

8^ 

8y'"  Y'8y"  Y'8y"  Y* 

und  integrire  dieses  System,  gemäss  dem  in  III.  angegebenen  Verfahren, 
wozu  man  natürlich  jetzt  nur  n — 2  Gleichungen  zu  kennen  brancht,  wenn  n 
die  Anzahl  der  Grössen  y,  z,  .  .  .  ist,  um  jdie  n  —  1^  nach  Auflösung  der 

Gleichung  (m)  zu  finden.     Eüminirt  man  sodann  aus  der  Gleichung  ^=^i 

alle  Veränderlichen  bis  auf  y,  so  erhält  man  hieraus 


=/f 


+C 


als  n^  Integralgleichung.     Für  diesen  Fall  braucht  man  also  bloss  n  —  2  In- 
tegralgleichungen des  Systems  zu  kennen. 

Enthielten  die  Grössen  T,  Z,  U,  .  . .  etwa  kein  z,  so  würde  man  die 

8  2 

Gleichung  0-  =  ^  in  (k)  weglassen  und  die  übrigen  n  —  1  Gleicliungen  be- 
handeln, wie  so  eben;  eliminirt  man  dann  aus  Z  die  Grössen  y»  u,  «..  .  mit- 
telst der  gefundenen  n —  1  Integralgleichungen,  so  wird  Z  eine  blosse  Fuok- 
tioa  von  X  und  man  hat 
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=/ 


Z8x  +  C 

als  letzte  Integralgleichang. 

y.  Wenn,  wie  dies  in  dem  oben  angegebenen  Beispiele  der  Fall  war, 
die  zweiten  Seiten  der  Gleichungen  (k)  denselben  Nenner  haben,  so  dass  man 
also  bat 

8y_Y    8«__Z    8u_£    ^Z-^'  (v'\ 

SO  setze  man  in  (m)  X  ^  für  $,  und  hat  dann  die  Gleichung 

Ö(XÖ  .  8(YÖ     a(ZO  ,  8(ü«  ,  Ö(V« 

"8r+"ir"'""87"+"T;r+""87"=^      ^""^ 

aa&uldsen,  während  $^,  ^'',  M  aus  denselben  Gleichungen,  wie  in  III.  be- 
stimmt werden,  und  danu  M  der  mtegrirende  Faktor  von 

8x 

ist.  Man  sieht,  dass  es  immer  auf  die  Auflösung  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichnng  (m^)  ankommt.  Die  allgemeine  Auflösung  derselben  kann  nicht 
gegeben  werden,  allein  es  genügt  immer  ein  Werth  von  f ,  der  die  (m')  er- 
ftllty  wenn  er  nur  nicht  0  oder  oo  ist,  und  man  kann  gar  oft  einen  solchen 
leicht  finden. 

Gesetzt  etwa  es  sey 

8X,  8Y,8Z  8V 

8-i+8^+8-^+---  +  87  =  ^- 
so  wird  der  Gleichung  (m')  durch  f  =  l  genügt,  welchen  Werth  man  alsdann 

wählen  wird.     Enthält  die  Grösse 

xU-x+-8y+--+8^J=^.  <"^ 

ausser  x  keine  Veränderliche,  so  kann  man  der  Gleichung  (m^  genügen,  in- 

dem  man  5  als  blosse  Funktion  von  x  annimmt.     Denn  dann  ^^^  ö^  =  8^^^  •  • 
=  0,  also  wird  die  (m'): 

Enthalt  dagegen  die  Grösse 

Uoss  z,  80  betrachte  man  f  auch  bloss  als  Funktion  von  z  und  hat  aus  (m') : 

0  Z 

Aehnliche  Resultate  erhält  man,  wenn 

Y  L8^+        +  87J'  ü  [8i+        "*"  eD' 

bezüglich  bloss  y,  o,  ,  .  .  enthalten. 

Als  Beispiel  mag  das  folgende  dienen,  das  schon  in  §.  92  gelöst  wnrde. 
'^  o\  8*^         MX   8»y 


^ 


r# 


i 


2.) 


8x 


8t«~       r»'8t*~~r»'      ~      ^ 


.*     nnd  wenn  r- =x,  — /  —  n: 
^^         8t 


i 


•    424  Beispiel  duo. 

8x_       8y_       8z_      ßj.    8u_^      fiy 

Von  diesen  vier  Gleichungen  kennt  man  bereits  zwei  Integralgleichungen,  und 
da  femer  die  zweiten  Seiten  kein  t  enthalten ,  so  wird  man  gemäss  IV.  die  zwei  an- 
deren daraus  finden,  wozu  man  zunächst  die  folgenden  Gleichungen  benützen  kann: 

8y       n     8s_        fix     8u  y 

ei" T*  8^ ^  ~  «?»•  8^ "^ ~ '*i7»' 
Ton  denen  nun 

xy — ox  =  c,  z*-|-n'= — 4"Ci 

zwei  Integralgleichungen  sind.     Man  hat  also  jetzt  in  11. 

Y  =  — ,    Z  =  ~^,   U  =  - ^,  f=zy-xu, 
z  zr'  zr* 


und  es  ist  identisch 


8-x+8-7''+8-^'^+8^^  =  ^- 


yz  —  c 
Was  die  dortige  Gleichung  (g')  anbelangt,  so  ist  u  = ,  also 

8y      zy  —  c    8z_        ^x 

8i""     zx    'ex"""^' 

welchen  Gleichungen  durch 

genügt  wird,  welche  Gleichung  aus  der  zweiten  der  obigen  Gleichungen  sich  er- 
gibt.    Demnach  ist 

und  identisch 

8f,      n   zy-c      H  r      iil^l-o 
8x"^8y      xz     "^8zV.      r»zj 
Die  Gleichung  (i)  ist 

n,'(TO   '(^0   '(gp   , 

8x"^       8y  8z  8n 

Q    f 

welcher  Gleichung  durch  i=z  genügt  wird  (V).     Da  t^== — x,  so  ist  z= — x|, 

also  £== ;    femer  wegen  ~  =  2z-j-2( — -^ — J  T*   ^^*^  •***  ^^^  ^  °*^' 

Yorkommt,  ist 

X  L  X*       J  2(zr»— cy) 

in  welcher  Formel  z  durch  den  aus  (gO  folgenden  Werth  zu  ersetzen  istw     Alsdann 

8y      n 
ist  M  ein  integrirender  Faktor  für  ö~  =  — '     Multi]plizirt  man  diese  Gleichung,  so  ist 

xz       8y  XU 

=  0, 


r*z  —  cy  8x      r*z — cy 

z  y  —  c 
worin  u= und  dann  z  aus  (g  )  zu  ersetzen  ist.     Das  Erstere  gibt 

xz       8y       zy— c  __^ 


r*z — cy  8x     r*z — cy 


während  z=    ^        ^    '      ' — ,r*z  — cy  =  ±x  Vct'  +2f«r— c' 


so  dau 
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±r»V2Mr+c,r»-c*    Ö»""      ±r»V2Mr+c,r»-c»       ' 

r'V2,.r+c,r»-c»"^V8x      'J  r» -"• 

Da  x*^j^=zt\  80  ist  y  r-  +x=:r  r-,   und  wenn  z  =  rcosai>,   y^rsin«, 

80  ist 

8y_    8^ 
8y_    ^8«0      ^8a)        r* 
^öx      ^^         8^         ~  8jk"' 

8tt  8<0 

80  das8  also 

.      8r  .     Ör 


r  V2Mr+Cir»--o»  ^i  *  r  V2Mr+ c,  r»  -  c* 

8(0 
.      _-   /*  c8t 

8  z 
was  die  Gleichung  (e)  in  §.  92  ist.    Setzt  man  nun  endlich  in  g—  =  z  für  z  seinen 

Werth ,  oder  besser  in 

SO  hat  man 


T 


öt  y  VS^r+c^r*— c* 


welches  die  Gleichung  (d)  in  §.  92  ist. 

Anm.  Et  ist  tod  Wichtigkeit,  dass  man  sich  überzeuge,  ob  die  jeweils  gefdndenen  In- 
t^nügleiehungen  aach  den  Qleichangen  (c) ,  (h) ,  .  . .  identisch  genügen.  So  etwa  muss  in 
UL  identisch 

8x^8y    ^8z    ^8u    ^8t 
wjo.    Ersetit  man  t  in  Y,  Z,  U  ans  (1) ,  so  muss  eben  so  identisch  seyn : 

£netzt  man  veiter  t  and  n  in  Y,  Z  ans  0)  and  (r)>  so  mass  wieder  identisch 

8x^8y    ^8« 
Hjo.    Fftode  dies  nicht  Statt,  so  konnte  man  das  angegebene  Verfahren  nicht  anwenden. 

§•  94- 
Gesetzt 9  man  habe  wieder  die  Gleichungen 

^  habe  flir  dieselben  als  allgemeine  Integralgleichungen  gefanden 

fifcy.x, . .  .)  =  Ci,  f,(x,y,  z,  ..  .)  =  c,,  f  (x,y, «,...)  =c  .  0>) 

n  n 

welche  Gleichungen  der  Kürze  wegen  mit  fj  =  Ci,...,  f^=c^  bezeichnet 
werden  mögen,  und  wobei  C| ,...,  c   die  wiUkütlicYieii 'RotäV.^oXätl  ivcA.« 
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Alsdann  folgt  aus  (b) 

8x~8y8x~8«8x^  '  ^' 

WO  f=fi,  f,,  . . .,  f  ißt.  Setzt  man  in  (c)  för  ^,  r-  ,  .  .  .  ihreWerthe  aus 
(a) ,  so  muss  die  Gleichung 

8x^6y^+8z^^8ii^ ^  ^^ 

identisch  erfiilit  seyn,  d.h.  0  =  0  heissen,  da  sie  sonst  eine  Beziehung  zwi- 
schen X,  y, z,  .  .  .  feststellen  würde,  die  neben  (b)  bestehen  würde,  so  dass 
man  n-f-1  Gleichungen  mindestens  zwischen  den  n-f-1  Veränderlichen  x, 
y,z,  u,  .  .  .  hätte,  wodurch  dieselben  konstante  Werthe  erlangen  würden. 
Aus  (c)  und  (c')  folgt 

rj  trx-^J+r«  U-^J+e^  ln-^J+-  • ;  ="•      <* 

welche  Gleichung  von  (c)  nicht  verschieden  ist,  da  (c')  identische  Gleichung 
ist.  Diese  Gleichung  (d)  stellt  übrigens  n  Gleichungen  vor,  da  in  ihr  f=fp 
f,,  .  .  .,  f^  ist,  so  dass  sie  eigentlich  durch  ein  System  von  n  solcher  Glei- 
chungen zu  ersetzen  ist. 

Gesetzt  nun,  man  habe  ein  anderes  System  von  n  Integralgleichungeo, 
das  den  (a)  genüge ,  und  welches  wir  durch 

Fi=0,  F,  =0,  .  .  .,  F  =0  (e) 

& 

O  _         Q  « 

darstellen  wollen,  so  müssen  aus  (e)  dieselben  Werthe  von  ~,  5—, 

^  ^  oz     0 z 

folgen,  welche  die  (a)  angeben;  demnach  müssen  die  aus  (e)  gezogenen 
Werthe  von  y,  z,  u,  .  .  •  in  x,  wenn  sie  in  (d)  eingesetzt  werden,  diese  G^ei- 

chungetn  nothwendig  identisch  macheu,  indem  sie  ^ — Y  =  0,  = Z  =  0, 

....machen,    es  niüsste  denn  etwa  seyn,  dass  eine  der  Grössen 

r-,  ^,...  für  diese  Werthe   unendlich  oder  unbestimmt  wäre. 

8y     8z' 

In  diesem  Falle  könnte  ganz  wohl  die  Gleichung  (d)  nicht  0  =  0  werden. 
Diesen  Fall  ausgeschlossen,  also  angenommen,  die  (e)  genügen  den  (d)  iden- 
tisch, und  beachtend,  dass  wegen  (c^)  die  (d)  nicht  verschieden  sind  voa 
(c),  so  genügen  die  (e)  den  (c),  d.  h.  den  (b);  oder  aus  (e)  folgen  ganz  die- 
selben Werthe  von  y,z, ...,  in  x,  wie  aus  den  (b),  so  dass  die  (e)  kein  von 
(b)  verschiedenes  System  seyn  könneq. 

Es  ist  also  ein  von  (b)  verschiedenes  System  (e),  das  den  (a)  genügt, 
nur  dann  möglich ,  wenn  man  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z,  .  .  •  aufstellen 
kann ,  für  die  eine  oder  die  andere  der  Grössen 

ö_f  8J  8J  ,^f   t  t 

8y*8z'8ü''  *  ••^<*'-«i'»« \ 

unendlich  wird.  Genügen  diese  Gleichungen  den  (a)  in  Verbindung 
mit  mehreren  der  (b),  so  kann  ein  solches  System  als  eine  besondere 
Auflösung  der  (a)  angesehen  werden,  in  so  ferne  es  nicht  aus  den  (b)  fol- 
gen  kann. 
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HAMe  num  etwa  die  Oleiehimgen 

8y     y  —  1      8B_y — z     8ü_  , 

8x"ü-x'    Öx-ü-x*    8x"^"'"^^' 
so  genügt  denselben:  * 

y— «  =  Ci,  ü  — (y— z+l)x  =  c,,  1— l(u— x)  =  c,. 

HiermuB  g^-i.    g^^-l.  — — 1.  g^^l,  ^-_  i,  __o.  ^^-1.  —  = 

1 

Von  diesen  Grossen  kann  nur  die  leiste  00  werden  für  n=x.     Da  für 


n — X 
ii=x  auch  y=z  seyn  muss,  und  da 

y  =  «.  n  =  x 
die  Gleichungen 

a 

befKedigt,  so  ist  es  eine  besondere  Auflösung,  da  es  wohl  für  C|  =02=0  aus  den 
xwei  ersten  der  allgemeinen  Gleichungen  folgt,  der  letzten  aber  nicht  genügen  kann. 
Man  kann  jedoch  auch  noch  in  anderer  Weise  besondere  Aunösongen 
erhalten. 

Gesetzt  nämlich,  es  seyen 

f^  (x,  y,  E,  u, , . . ,  Sj)  =  0,  \ 
fi(^yf «.«» •  • ..  «i)  =  o,(  .  ^ 

f  (x,y,  z,u,  .  .  .,  a  )  =0  ) 

die  Integralgleichungen  eines  Systems  von  n  gleichzeitigen  Differentialglei- 
chuDgen  der  ersten  Ordnung  zwischen  der  n  abhängigen  Veränderlichen 
y,z,u, .  .  .  nnd  der  anabhängig  Veränderlichen  x,  welche  Gleichungen  wir 
80  voraussetzen,  dass  in  jeder  nur  eine  der  n  Ronstanten  vorkomme,  so  be- 
stimme man  a|,  a,,  .  •  .,  a^  durch  x,  y, z,  .  .  .  aus  den  Gleichungen 

JA  =  o.J^»=0. -^  =  0.  (h) 

o  a.  0  a*  0  a 

n 

nod  setze  diese  Werthe  in  die  (g)  ein ,  wodurch  dieselben  etwa  zu 

Fj  (x,  y,  1,  u,  .  .  .)  =0» .  •  .  •  f    F  (x,  y,  a,  .  .  .)  =  0  (i) 

werden,  so  werden  die  (i)  immer  noch  den  vorgelegten  Gleichungen  genögen 
kflnnen ,  allein  da  sie  keine  willkürlichen  Konstanten  enthalten ,  so  werden 
ne  ala  besondere  Auflösungen  derselben  anzusehen  seyn ,  wenn  nicht 
etwa  die  sämmtlichen  Grössen  a^ ,  .  .  . ,  a^  aus  (h)  konstante  Werthe  erhal- 
ten sollten.  Man  sieht  leicht,  dass  man  auch  nur  einzelne  der  Gleichungen 
(h)  beibehalten  konnte  und  dann  in  (i)  ein  System  von  Integralgleichungen 
erhielte,  das  genfigen  kann,  aber  nicht  willkürliche  Ronstanten  genug  erhält. 

Anm.     In  den  meisten  Füllen  der  Anwendung  mass  man  sich  mit  einer  genSheiten  Aaf- 
tonmg  der  n^ekhieitigen  Differentialgleichangen  begnügen.  Diese  Gleichungen  erscheinen  Tor- 


•  Man  hat  inertt  r^=  r-  ,  y  =  z+Ci ;  dann  — -  =  c^  +  1 ,    n  =  (c^  +  1)  x  +  C| ; 

ox     ox  ox 

8i  c 

T-  = ^i-— ,  a  =  l(c4X+c,)+C3,  d.h.  also 

ox       CiX-f-Cii 

y  =  a+c,5  n=:ly-z+l)x+Ct,  z  =  I[x(y  — i)-f u— x^'j— i-VVi\-V^v 
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sugsweise  in  der  inalytischeD  Mechanik,  lo  wie  der  analytischen  Astronomie,  welche  in  Wahr- 
heit nor  ein  Theil  jener  ist.  Dort  ist  die  genäherte  AnllOsmig  meist  durch  EntwicUmig  in 
anendliche  Reihen  erreicht.  Es  tritt  aber  in  manchen  FlUen  eine  eigenthümliche  Methode 
ein,  die  man  besonders  bei  der  Berechnung  der  StOmngen,  d.  h.  der  Aenderungen  der  Bewe- 
gung der  Planeten  (§.  92,  Nr.  2)  durch  die  Anaiehnng  der  übrigen  Planeten,  anwendet  Es 
haben  nämlich  jene  Gleichungen  das  Eigenthümliche,  dass  Glieder  in  sie  eintreten,  die  sehr 
klein  sind  und  es  immer  bleiben ;  man  yemachlässigt  diese  Glieder  dann  zuerst  und  integrirt 
die  Gleichungen  unter  dieser  Voraussetzung.  Alsdann  sieht  man  die  eingetretenen  Konstanten 
als  Funktionen  der  unabhängig  Veränderlichen  (Zeit)  an,  und  sudit  sie  nun  so  zu  bestimmen, 
dass  den  ursprünglichen  Gleichungen  Genüge  geschieht,  wenn  auch  die  anfänglich  Temach- 
lässigten  Glieder  beachtet  werden.  Diese  Methode ,  die  man  die  Variation  (Aendenmg) 
der  willkürlichen  Konstanten  nennt,  ist  tou  der  ausgedehntesten  Anwendung  indes 
eben  genannten  Wissenschaften  und  wir  wollen  desshalb  sie  hier  nicht  weiter  betrachten,  ds 
die  Lehrbücher  jener  Zweige  ausführlich  darüber  handeln.  Man  yergleiche  etwa:  Poisson 
«Mechanik%  I,  §.  229—233;  Pontecoulant,  «analytische  Theorie  des  Weltsystems"; 
Littrow  „theoretische  und  praktische  Astronomie^,  dritter  Theil,  u.  s.  w. 


Viertes  Buch. 


Unteisuchnngen  über  bestimmte  Integrale. 


Sechszehnter  Abschnitt. 

Die  'periodischen  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange. 

§.  96. 
Wir  wollen  annehmen,  f(z)  sey  endlich  von  z  =  a  bis  z  =  b;  ferner  sey 
eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  (§.  36): 

f(z)wn/»x8z=-^-^ ^^ — I /f(a)coiM«8x. 

,  Nan  ist  aber,  wenn  f  (z)  sein  Zeichen  nicht  wechselt  von  a  bis  b,  nach 
49,  Vni: 

fWc«iAi8i-coifi[a+e(b  — a)J  /rW8«  =  [f(b)— f(a)JcoiM[a+e(b— a)], 

dass  also /f  (z)cos/tizdz  endlich  ist.     Wechselt  f(z)  sein  Zeichen  zwi- 

hen  a  and  b,  so  zerlege  man  nach  §.49,  U  das  Integral  (dorch  Einschie- 
n  von  Gränzen)  in  mehrere  einzelne,  für  welche  jeweils  P(z)  sein  Zeichen 
:ht  ändert,  so  werden  alle  einzelnen,  nach  dem  eben  Gesagten,  endliche 
erthe  haben,  so  dass  ihre  Summe  auch  endlich  ist.  Lässt  man  nun  /u  un- 
dlich  gross  werden ,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung,  indem  f(a)co8/tia — 
b)co6/[ib  endlich  ist: 

Gr. /f(s)8iD^z8z=:0,  (a) 

mn  Gr.  sich  auf  das  unendliche  Wachsen  von  fi  bezieht  Dabei  ist  offen- 
\x  vorausgesetzt,  dass  P(z)  endlich  sey  von  z  =  a  bis  z=:b.  Diese  Be- 
ugung ist  aber  nicht  unerlässlich.  Denn  sey  für  z=a  etwa  f  (z)  unehd- 
±  (sonst  aber  nicht),  wo  a  zwischen  a  und  b  liegt,  so  ist  (§.49) 

f(i)siii/tt8z=  /f(s)8m^z8z4-/f(z)8inMs8z-|-/f(z)8iiiAtz8i, 

0  nun,  mit  unendlich  wachsendem  /ti  das  erste  und  dritte  Integral  zu  Null 
erden,  gemäss  der  Gleichung  (a),  wie  klein  dabei  immer  auch  «  seyn  mag; 
as  nun  das  zweite  anbelangt,  so  werden  seine  Gränzen  sich  mehr  und  mehr 
äheni,  je  Meiner  «  ist;  da  ferner  i{z)  endlich  ist  von  z=:a — b  bis  z  =  a 
f  e,  so  wird  der  Werth  dieses  Integrals  so  klein  seyn  als  man  nur  will,  so 
lass,  da  a  beliebig  klein  seyn  kann,  derselbe  kleiner  werden  kann  als  jede 
locb  so  kleine  Grösse ,  er  mithin  zu  vernachlässigen  ist.  Demnach  ^It  dfix. 
^  (a) 'immer  noch.  Das&y  -wenn  f  (z)  mehrere  Ma\e  xm^u^Oci  V\t^i:^v- 


432  ErmitUüiig  Ton  Gr.  fU^l^^bt, 

J         linz 

0 

sehen  a  und  b,  dieselbe  Behauptung  noch  richtig  ist,  lässt  sich  nun  leicht 
übersehen. 

Wäre  f(z)  unendlich  für  z  =  0,  aber  f(z)8in/tiz  endlich  für  7  =  0  (da 
dann  der  Faktor  sin/tz  Null  ist),  so  wäre  noch 

Gr. /f(z)sin^z8«  =  0.  (a') 

Denn  es  ist,  wie  klein  auch  t  (zwischen  0  und  b)  seyn  mag,  nach  dem  Vor- 
stehenden 

Gr. /fW«in/»i8«  =  0, 


/» b  y,  b  p8 

f(z)8ui/uz8z=  /f(z)8in/uz8z-|- /f(z)siD^z8z, 

so  folgt  hieraus  obige  Behauptung  ganz  von  selbst.  —  Man  sieht  hieraus, 
dass  (a)  ganz  unbedingt  gilt,  wenn  nur  f(z)  endlich  ist  von  z  =  a  bis  z  =  b, 
ja  dass  für  a  =  0  sogar  f(0)  unendlich  seyn  darf,  wenn  nur  f(z)sinjuz  für 
z=:0  endlich  ist. 

Wir  wollen  nun  in  (a')  setzen  f(z)=        .         ,  so  ist,  wenn  b  o^,  und 

»  sin  z  ^^^^ 

F(z)  endlich  von  z  =  0  bis  z  =  b,  jedenfalls  f(z)  endlich,  da  der  Nenner  nur 
Null  ist  für  z  =  0.     Für  diesen  letzteren  Werth  ist  aber  (§.  22)  : 

{{%)nDßz=  ^^^^T^^^^anßz=  [F(z)-F(0)]m,  x  =  0,  d.h.  =0, 

Slu  z 

so  dass  also,  auch  wenn         .  für  z  =  0  nicht  endlich  seyn  sollte ,  die 

sin  z  " 

Substitution  immer  erlaubt  ist.  Man  hat  also,  immer  unter  der  Yoraos- 
Setzung  F(z)  sey  endlich  von  0  bis  b : 

J         sinz  «/   sinz  J        junz 

0  0  0        ' 

d.h.  da  F(0)  konstant  ist: 

6r./i^5^8«  =  F(0)    Gr.  /*^8..  O»),  b<* 

J        sinz  J    smz  ^ü 

0  0 

Auf  das  letzte  Integral  kann  der  Satz  (a^)  nicht  angewendet  werden,  da 
unendlich  ist  für  z=:0,  und  selbst  ^—^  nicht  mehr  endlich  istfÜrz^O 


sinz  sinz 

und  /[i==  OD. 

In  der  Gleichung  (b)  wollen  wir  /A  =  2n  +  1 ,  d.  h.  ungerade  voraus- 
setzen, so  ist 

8in(2n4-l)z      ,   ,  «r      «     i         ..     •  •        «     -i  ^ 

'      -=l-l-2[co82z  +  cos4z+ -|-co82nz]  ♦, 


sinz 


*  Man  setze  l-|-2[cos2z-|-cos4z4~  •  •  •  •  -hco82nz]  =  S,  so  ist  Ssin2z  =  sin2f-|' 

sin4z— sinO+sin6z— 8in2z+ 4"  «in(2n+2)z  — 8in(2n— 2)i  =  sin(2n+:i)i+ 

8ia2nz  =2sin(2n-|~l)<co8z,  und  da  sin2z  =  28inzco8z,  seist 

««    ,  «  .    /«      1  ,v  r.      sin(2n-l-l)z 

2S.sinzcosz  =  28in(2n  +  l)zco8z,  S= — ^  ,    '        . 

'  sini 

(Vergl  mein  nHandbach  der  ebenen  und  sp\ilidM\i«i  Tri^QiiAmetxie*'  I^  f.  14.) 


EnoKUiuig  Ton  Gr 
Ain(2ii4-l)s 


rrjz)» 


«inr2n-f  l)«8z 


liiiz 
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tinz 


8i  =  z+tin2z  +  ~8in4z-(-  ....  H Bin2iiz, 

^  n 


raus 


7» 

/^riD(2n-H)«.         n 

J  »IDZ  2 


b 

18  auch  n  seyn  möge.     Da  fenier/    "°    ,       --  9  z    sich    mit    unendlich 

T 
ichsendem  n,  nach  der  Gleichung  (a),  der  Null  unbegränzt  nähert ,  wenn  b 

Tischen  0  und  n  liegt,  in  welchem  Falle  -: —  immer  endlich  bleibt  zwischen 


sin  z 


und  b,  so  ist 


J  uuz  J  sinz  J  n        sinz  2 

•  0  T 


i^.54. 


'JT 


/ 


id  mithin  in  (b): 

y 

/F(z)iiii(2n  +  l)z  ir  <,, 

^'V itoi 8  z  =    -  F  (0).  (c) .  b  ^Q. 

Dabei  müssen  wir  bemerkeD,  dass  wenn  F(z)  für  z=0 
va  Ewei  Werthe  hatte,  was  der  Fall  ist,  wenn  F(z)  die 
•dinate  der  Kiunre  MNM'N'  (Fig.  54)  ausdrückt ,  wo  für 
=  0  die  zwei  Werthe  ON,  OM'  gewählt  werden  können, 
der  Formel  (o)  derjenige  zu  wählen  ist,  der  gegen  die 
dtiTen  z  liegt,  also  hier  OM'.     Wir  wollen  ihn  dadurch  Jf 

zeichnen,  dass  wir  F(+0)  schreiben,  so  wie  überhaupt, ^ ^ 

»nn  F (z)  für  z=:a  zwei  Werthe  haben  könnte,  wir  den 

len  mit  F(a — 0),  den  andern  mit  F(«-j~^)  bezeichnen  wollen.  Dass  diese  MOg- 
ihkeiten  in  unserer  Formel  (c)  nicht  ausgeschlossen  sind,  ist  klar,  da  sie  bloss  yer- 
Qgt,  dass  F(z)  endlich  sey  yon  z=0  bis  z  =  b. 

Der  in  der  Gleichung  (c)  ausgesprochene  Satz  gilt  nicht  mehr  für  b=7r, 

i  dann  die  Grösse         :  für  z  =  ;r  unendlich  wird.     Aber  man  hat: 

imz 

«  *  w 

/'F(z)sin(2n+l)z^^^    /'2F(z)riD(2n  +  l)Zg^  .     C  FW«L(?!L±J>£ 8 z. 
J  sinz  J  sinz  J  n  sinz 

u  0  2 

Setzt  man  im  zweiten  Integrale  z  =  ;r  —  u,  j^— =  —  1,  so  sind  die  Gran- 
en von  u  :  -^ ,  0 ,  und  es  ist  (§.  49) : 


8u 


%  0 

/  F(z)sm(2a-hl)«„  /V(ir 

N 5Si ^^^-JlT 


n 


— u)iin(2n+l)(«~u) 


sm(ir — u) 


8 


.  =/•■ 


F(ff-u)sin(2n-hl)aQ^^ 


sinn 


^    /'»F(ff-z)tin(2n+l)z^^ 
J  .  sin  z 


^^•Mfer,    DUknatiMl-  u.  iatefnU-RBchaung. 


2S^ 
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0 


also  Gr./ — ^-^^ f —bz=QT./     — sin(2n-(-l)8 

y  BIDZ  J  8111  z 

0  0 

=  y[F(+0)+F(ff-0)J.  (d) 


n   . 


wenn  man  den  Satz  (c)  beachtet,  wo  dann  b=  g  ist. 

§96. 
Wir  wollen  durch  das  Zeichen 

u         /»« 

S   /f(z)co8/u(z  —  x)8z 

1  •/   0 

die   Summe   der   Reihe   bezeichnen,    die   man   erhält,   wenn   man   i 

/f(z)cosjM(z  —  x)9z  nach  einander  setzt  jm  =  1,  2, ,  n;  des 
ü 

chen  bedeute    ^  /f(z)cosjii(z — x)9z  die  Summe  der  unendlichen  Rei 

/•fr                                /»Ä                                  /»Ä 
f(z)co8(2— x)8z-h/fWco82(z  — x)8z-|-/f(z)co83(z  — x)8z-|- , 
0                                        •/  0                                          V   0 

welche  Summe  nichts  Anderes  ist,  als  der  Gränzwerth,  dem  die  ersten 
mit  unendlich  wachsendem  n  nähert.     Man  hat  aber 

i./f(z)ez4-2/fWcos/«(z~x)6j5  = /fX«)  r4-+«<>«(«--»)+««»2(z--x)-f- . 

+co«ii(»-x)j8i=—     I     f(i) _  "^8«  (8.96). 

Setzt  man  hier  z  —  x  =2u,  so  hat  man 

f(z)8z  +  2  /f(,)co»M(£-x)8z=  /f(x+2ü)?i!i^?il±^^^ 

1  «/  ^     \  8II111 

n  0  — i't 

ff— X 

/'l,     .  «  ,8iD(2n  +  l)u^    \    /l.  *,  „  ,8m(2n+l)u, 
f(x-h2a)  ,  ^   ^8u+/f(x+2q) — ^  .  ^  ~8n 

X  sinn  J  81DU 

=  ä_2.)!ill^5±i)^,,.+/'r^2.)«:£j»£±lLx8.. 

»/  sinz  J  sinz 

0  0 

Lässt  man  hier  n  unendlich  gross  werden,  so  hat  man  als  Werthe 
ser  zwei  Integrale,  gemäss  (c)  und  (d),  wo  Y[z)  gleich  f(x  — 2z) 
f(x+2z): 


#  ..  — 


u  =:  — z  gesetzt. 
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a)  wenn  x  =  0:  entes  Integra]  =0,  zweites  =!-s-K»+0)=v'("H^)» 

b)  wennx^^:  erstes  Integral  =  —fCx  — 0),  zweites  =  — f(x+0), 

c)  wenn  x  =  «r:  erstes  Integral  =  -—  r(ff — 0).  zweites  =  0. 
Daraas  folgt,  dass 

C  CD    /* 

'f(z)8z-h   2    /f(z)cosM(»— x)8z  =  -|-f(+0).  wennx  =  0, 

0 

-  ~  [f(x-0)  +  f(x+0)],  wennx>^,      ^  ^^^ 

=  rt  Hff  —  0) ,  wenn  x  =  «.   . 

Ist  f(x)  nur  einwerthig,  so  ist  f(x  — 0)4-f(x+0)  =  2f(x). 
Ganz  in  derselben  Weise  wird  man  nun  erhalten : 

rf(«)8E4-l/f(z)coiM(£+x)8z=/f(z)[-?-H-co8(z+x)+cos2(z  +  x)  + 

0  0 

,      /  sin(2n+l)!^  J(^+x)      .    ,^     ,  ^^ 

«n(.+x)]8a  =  l   /    f(«)  ^^/--8z=/f(2u>x)!g^±l>ü 

1  ^'°—  i^ 


8a 
sinn 


.i<*^-»>      .  .-    .    .  /.i 


/.^  ,iin(2n+l)n^         /?,^  ,8in(2n+l)«o 

f(2u  — z) — ^— ! — ^8u  — /f(2n  — x) — ^— ~ — ^8u. 
sinn  J  sinn 

0  0 

Lässt  man  hi^r  wieder  n  z=  ac  werden,  so  ist  abermals 

a)  fllrz  =  0:  erstes  Integral  =  —fCO— x)=  -^{(+0),  zweites  =0, 

b)  fÜrxO^:  erstes  Integral  =-^t(0—j),  zweites  =  ---f(0  — x), 

c)  f&rx  =  «r:  erstes  Integral  =  ^IfCO— «)+f(«— 0)],   zweites  =  yfCO  — fr). 

Demnach 

fr  n 

ff(z)8z+  S    /f(E)cosju(zH-x)8z  =  -|-f(+0),  wennx  =  0. 

'  0 

=  0,  wennx^    ,  '     ' 

=  —  f(« — 0) ,  wenn  x  =  ir. 

Addirt  man   die  zwei  Gleichungen  (e)  und  (f)   und   beachtet,    dass 

sjtt(z — x)-|-co8/u(z-|-x)  =  2co8/iizcos/AX,  so  erhält  man: 

«  00  /^  \ 

f(i)8z+2  2  cos^x/f(z)cosM«8z  =  Äf(+0),  wennx  =  0,  \ 


\ 


=  |-[f(x-0)+f(x+0)].  wennx>0,       i 
=  It  f(n  —  0)^  wenn  x  =  ti.  ^ 


»* 
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Ist  f(x)  immer  oar  eiowerthig,  so  ist  also  die  erste  Seite  =  ni'{i), 

wenn  O^x^w. 

Sobtrahirt  man  eben  so  die  Gleichungen  (e)  und  (f),  so  ist  wegen 
cosju(z  —  x) — cosju(z-|-x)  =  2sin/iixsinjuz: 

2  £  sin/ux /f(z)$iD/ttzdz  =  0,  wenn  x  =  0  oder  =  K •  j 

i  J  0  -  l(h) 

=  |-[f(x-0)H-f(x+0)],  weniix>^.  | 

Man  setze  in  den  Formeln  (g)  und  (h):   z  =  — ,  x= — ,    so  ^ind  die 

c  c 

Gränzen  nach  z'  :  0  und  c,  wobei  wir  c>0  voraussetzen;  mithin 


< 


0 


0^x'T.c. 


Setzt  man  hier  f  f~  j  =  y  (z')>  dann  z  und  x  statt  7/  und  x',  so  er- 
hält  man  aus  (g)  und  (b),  indem  man  mit  —  multiplizirt : 

c  c 

/  «p(«)ax-H2  S  cos  — -  /9&(z)cos^^8z  =  Cfl»(i),0^x  ^  c, 

u  0 

2  S  gm'^^  /i)(z)sm^^8x  =  Cf»(x),  0<x<c, 

IC»/  c 

0 

=  0 ,  für  X  =  0  oder  =  c. 

Wir  haben  dabei  q)  (x)  immer  als  einwertbig  vorausgesetztr.  Wäre  es  doppel- 
werthig,  so  müsste  man,  in  so  ferne  x  zwischen  0  und  c  liegt,  statt  9 (x)  die 
halbe  Summe  der  beiden  betreffenden  Werthe  nehmen,  während  für  x=rO  in  der 
ersten  Formel  die  obere,  für  x  =c  der  untere  Werth  zu  wählen  wäre.  Wir  weideo 
künftig  immer  die  Bezeichnung  der  Formeln  (i)  beibehalten,  unter  den  angegebenen 
Bemerkungen.  Dass  <)o(z)  nur  endlich  zu  seyn  braucht  von  z=0  bis  z;=rc  rersteht 
«ich  von  selbst;  für  c=;r  gehen  die  (i)  unmittelbar  in  (g)  und  (h)  Aber. 

Man  setze  in  der  ersten  Formel  (i):  y(z)  =  f(z)-f-f( — z),  so  ist 

v(z)co8^8z=  /f(Ä)co8^az+  /f(--i)cos^8z 

0  0  0 

-^«  /•""''  r^ 

=  /f(z)C08^8l  —  /f(z)C08^"8z=   /f(z)co8^^8x. 


jO  0  — c 

HO  dass  also 


/f(z)8z+2  i'  €08^-^  /f(z)cos^8z  =  cIf(x)-rf(— x)J.O^x^c. 


(k) 


Eben  so  wenn  man  in  der  zweiten  Formel  (i)  setzt  y(z)=f(z) — f(— «)» 
unäattnimmt,  dass  f(-t-0)=f( — 0),  sodass  9;  (0)=0,  also  jene  Formel  aocb 
noch  rür  x  =  0  gilt ; 
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.X  /•^■*  _ 

2  2  tin^*/f(E)ain'-^8z  =  clf(x)-f(-x)].0j;x<c.  (kO 

Da  für  ein  negatives  x  die  erste  Seite  in  (k)  denselben  Werth  hat,  \iie 
far  dasselbe  positive  x,  und  dies  auch  mit  d^r  zweiten  der  Fall  ist,  so  gilt 

die  Formel  (k)  von  x^  —  c  bis  x  ^c;  eben  so  verhält  es  sich  mit  der  zwei- 
ten Formel ,  deren  erste  und  zweite  Seite  mit  x  bloss  ihr  Zeichen  wechseln, 
sonst  gleich  bleiben,  dieselbe  gilt  also  von  x  >  —  c  bis  x  <  c,  mit  Ausschluss 
jedoch  dieser  Gränzen. 

Die  Addition  der  Formeln  (k)und(k')  gibt  nun,  wegen  cos^^  cos  ^—^ 

c  c 

H-sin sm =  008^-—^^ — -: 

'  c  c  c 


/f(«)8E+2  2   /f(,)co8^^^^^5^8E-=2cf(x),  — c<x<  +  c. 


(0 


Ist  f(x)  doppelwerthig,  so  nimmt  man  die  halbe  Summe  statt  f(x)  auf 
der  zweiten  Seite,  was  auch  für  x  =  0  gilt,  da  dann  in  (k^)  Null  stehen 
u-firde,  wegen  (i).  Fflr  x  =+c  ist  die  Grösse  erster  Seite  =c[f(c)  + 
f  ( — c)].     Man  zieht  umgekehrt  aus  diesen  Formeln  : 


f(x)=  l/f(,)8i+— 5  co«^^/f(E)co8^^8z.  0  = 
e^  c    i  c  »/  c  ^ 


<'< 


c. 


OD  /»* 

f(x)  =  ~  :B  dn~-/f(E)8in'^8E,  0<x<c,  \  (m) 

C    1  c  ^  c 

0 

f(x)=^/f(x)8E+-?-5  /frz)co»?^^^^?^8E,— c<x<fc. 
ZcJ  C    1  «/  c 


— 0 


mittelst  welcher  Formeln  man,  innerhalb  der  angegebenen  Gränzen,  jede  be- 
liebige Funktion  von  x  durch  eine  unendliche  lleihe  ausdrücken  kann.  Rann 
für  den  betreffenden  Werth  von  x  die  f  (x)  zwei  verschiedene  Werthe  annehmen, 
so  hat  man  auf  der  ersten  Seite  weder  den  einen  noch  den  andern,  sondern 
die  halbe  Summe  beider  zu  setzen. 

•    §.97. 

Die  im  vorigen  §.  gefundenen  Sätze  geben  nun  bereits  die  Mittel  zur 
Anflösong  einer  bedeutenden  Anzahl  eigenthümlicher  Aufgaben  an  die  Hand, 
TOD  denen  wir  einige  betrachten  wollen. 

1.)  Man  soll  eine  Funktion  von  x  finden,  die  von  x  =  0  bis  x  =  c  gleich  1  sey. 

Man  setce   in  der  zweiten  Formel  (m)  f(z)=:],   so  ist  /  f(z)  sin 8  z 

ji\;'    ^/sin^- — 8z  = r  [cos /litt —  1],  so  dass  also 
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1  =  — 2 (cos/i^'—  l)sin = £  — (cos^ir—  l)sin . 

Cj^Ä  c  n  ^    ft  c 

Setzt  man  hier  ju  =  l ,  2,  .  .  .,  so  wird  also  die  unendliche  Reihe 

4  r  .  rfx  ,    1    .   3frx  ,    1    .    hnn  ^  T  * 

immer  1  soyn  ron  x=0  bis  x=c,  jedoch  mit  Ausschluss  dieser  Gränzen.     (Sie'ist 
—  1  fürO>x>  — c). 

2.)  Man  soll  eine  Funktion  von  x  bestimmen,  die  von — c  bis~|-c  gleich  x  sej. 
In  derselben  Formel  setze  man  f(z)=z,  so  wird  sie  auch  Ton  0  bis  ~c  ffirx 
gelten.     Alsdann  ist 


6  V 

/f(z)8in^^8z  =  /28i 


.   lAitz  c* 

sin oz  = cosjUTr, 

c  ptn 


und  mithin 

2  00  c'  lijrx 
2  —  cos  ju^isin^- —  =  x,  — c^Ix-c^-hc 

d.  h.  die  unendliche  Reihe 

2c  r.   irx      1'  .    2irx  ,    1    ,   dirx  ,  T 

—  I  sm r- sm  — ^ -r-;r  »hi h 1 

rtLc2  c'3  c^.  J 

ist  gleich  x,  von  x  =  —  c  bis  x=-J-c  mit  Ausschluss  dieser  Gränzen. 

Fig.  65,  .  3.)  In  dem  Trapez  ABCD  (Fig.  55)  ist  AE=DF 

:F C  =rBE  =  CF=ff,  BC  parallel  AD,  AD=c;  man  soll 

K  die  Gleichung  des  UmfSuigs  ABCD  au&tellen. 

I  !  \  Nimmt  man  AD  als  Abszissenaxe,  A  als  Anfieuigs- 

i i      \      punkt,   so  ist  y  =  x  die  Gleichung  der  Geraden  AB, 

^B  "^  y=«  die  von  BC,  y=c  —  x  die  von  CD,  so  dass  man 

also  eine  Funktion  y  von  x  zu  bestimmen  hat,  die  von  x  =  0  bis  x=fl;  gleich  x, 

von  x=a  bis  x  =  c — a  gleich  «,  von  x  =  c — tt  bis  x  =  c  gleich  c  —  x  ist.    Wfiblt 

man  dazu  wieder  die  zweite  Gleichung  (m),  so  ist 

yi (.)  dn  ^-  8 1  =y*."  in  ^  8  .  +/«  sin  '-^  8  «  +^(0  -  «)  .in  ^^*  8  . 
0  0  a  c— a 


.   c*    r.    M««  ,    .    f   ^      M«a^  1 


Setzt  man  hier  nach  einander  /i=:  1 ,  2 ,  .  .  . ,  so  ist  also 

4c  r  .   «Ä  .    X«  ,    1    .    Zait  ,    3x«f-.     1     .    han  .    5xic  ,  "1 

y  =  ^  I  sm — sm rsT«n sm "♦"-►-¥ «n sm (-  ...  I, 

ä"  L       c         c'3'  c  c  ,      5*  c  c      '  J 

welche  Gleichung  (in  diesem  Falle)  auch  noch  für  x=0  und  x=:c  gilt. 

Wollte  man  überhaupt,  es  solle  y  =  yj(x)  seyn  von  x=:0  bis  x=a|, 
gleich  y,  (x)  von  x  =  aj  bis  x  =  a2,  .  .  .  .,  gleich  y^Cx)  von  x  =  a^,  W« 
a^,  so  wäre,  wenn  man  etwa  die  erste  Formel  (m)  benützen  wörde: 

y  =  Ao+AiCos h^tcos 1- , 

a  a 

n  n 


WO 


Ao=-;^fy9>i(z)8z+y»>,(z)8«+..+y«>,(i)8z^, 


S.-1 
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,»t 


-1,2, FQrx  =  ai  ist  übrigens  y  =  i  [sPi  (^^  +  ^2  ^a?)]» » 

4.)  Das  bereits  in  §.  20,  I  gelöste  Problem  lässt  sich  auch  mittelst  der  Formeln 
s  §.  96  leicht  lOsen.     Man  hatte  dort:* 

x  =  ^4----ttnx,  tgTV=   y^ -^- tg^x,  r  — a— eco&x, 

id  sollte  X  als  Funktion  von  t^  bestimmen,  um  namentlich  v  als  Funktion  von  ip  zu 
halten.     Man  setze 

T  —  ^  =  A^  sin  V'-(~At  8ui2^-f~  •     •  .  -i 
wird  es  sich  um  die  Bestimmung  von  A   handeln.     Nach  dem  Satze  (h)  ist  aber, 

;nn  T  —  i/;==f(i/;):  • 

2  00  /•«  2  /**  • 

f(^)=  —  ^  sin^V' /  f(z)sin^zds,  A   = — /  f(z)8innz8z. 

0  0 

Die  Grosse  f  (z)  erhält  man,  wenn  man  in  r — if;,  d.  h.  f  (if/),  ^\^  (/^  durch  z  er- 
tzt,  wo  der  Zusammenhang  zwischen  v  und  if;  durch  die  obigen  Gleichungen  ge- 
ben ist.     Man  sieht  leicht,  dass 


0  •/  0 


)  der  Zusammenhang  zwischen  v  und  xf)  geradezu  aus  den  obigen  Formeln  ent- 
nmen  werden  muss.     Setzt  man  hier  (behufs  Umformung) 

-    =1 cosx, 

8  X  a 

rl  da  die  Gränzen  von  x  auch  sind  0  und  n^  so  ist 

y/                         A                                          6                               6 
f(z)sinnz  8s  =   /(t — x-\ 8iDx)8inn[x sinx](l co8x)6x. 
xf                  a                           a                    a 

0  0 

Aber  es  ist  (§.36): 

6  ß 

•  (t — xH —  sin  x)  cos  n  (x '-  sinxl 

(t  — xH sfaix)Binnrx sinxl  (1 cosx)8x  = 

a  ^         a        ■*  a  n 

H 1 \  r-—  IH cosx  |C08n[x  —   -sinxJSx, 

'    nj  V8x         '    a  y         •  a 

wsinn|  X ?-sin'5c  |  f  1  —  —cosx  J8x=r cosn  1  x sinx  |  ist.  Also 

fcför  x  =  0,  T=:0,  für  x=;r,  v  =  ;r: 


6  6  0 

(v — xH 8inx)8inn(x 8inx)(l cosx)8x= 

c  a  a 


/< 

0 

H       

1   AVa*— e*       ,   ,    6  l  ,         e    .     .^^ 

—  /  I  -^ IH cosx  I  cosnrx smxjox  = 

n«/  La  —  e  cosx  a  J  a 


0 
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n 


cosoFz sinx|8z /(l cosz)eofD(z sinz)dz, 

a  —  e  cos  X         "■         a  n,/  a  a 


0 


/*  e  e  1 

UDd  da  letzterc'GrOsse  =0,  indem /(l oosx)oo8n(x «üix)8x=—  sinn 

«/  a  an 


e 


(x sinx),  80  ist  endlich 


n 


n  nir        0  a — ecosz 

Will  man  diesen  Werth  berechnen ,  so  setze  man  zuerst 

eo8(uz sinx)  =  oosnzcos  I  — smz  l-}~nnnzsin  I  — smx  I, 

verwandele  dann  cos  f  -—sinx  I,  sin  f  — sinx  I  in  unendliche  Reihen  (§.  17). 

wird  man  Integrale  erhalten ,  die  nach  §.  45  bestimmt  werden  kOnnen. 
Setzt  man  eben  so 

r=  B„+Bicosf»  +  B,co§2^+ 

so  ist  nach  der  Formel  (g)  in  §.  96 : 


»0 


n  n 


B^=  — /rcoini^ey,  B^  =  ~/'ÖV- 

0  0 

Ganz  eben  so  wie  vorhin  ist  wieder 

2  /*  e  e  2    /*  e 

B   = — /(a— ecoix)co§n(x sinx)  (1 eosx)8x= /unn(x sinz)e»niri 

^       %%/  a  a  nnr«/  a 

0  0 

fr  % 

2e  /*  e  \    f  e 

= /8inxsin[n(x  —  -  sinx)]8x,  n=l,2,  — ;  Bo  =  —  /{a— ecosx)(l —  co»i)fi 

n  fij  a  ^  J  a 


0 


=  Ayo_Aeo»).i8x  =  a(l+10 


0 

Anm.  Diese  Auflösang  rührt  von  Bessel  her.  Man  sehe  nZeitsdirift  für  Astrono- 
mie etc.**  von  Lindenan  und  Bohnenberger,  5.  Band,  1818.  S.367.  Poisson  theilt  «ein 
seiner  Mechanik  (ohne  Nennung  des  Urhebers)  I,  $.221  mit.  Jedoch  in  etwas  zu  weitltdfigff 
Form. 

5.)  Dass  man  die  abgeleiteten  Formeln  zu  Reihensammirungen  benutzen 
kann ,  ist  leicht  ersichtlich. 

Setzt  man  etwa  in  der  Formel  (h):  f  (x)  =  e     ,  so  ergibt  sich  (§.  43): 
^■''+1  .  2(e"'*--l)  .    „     ,  3(e"*  +  l)  .   ^  «    "    ..^    ^ 

während  die  Formel  (g)  gibt : 

Bit         1  Bit    I     -  Bit  •  Bff    I     • 

e      — 1      e      +1  ,   e      -hl       «        «      +1       a     ■  n    vol  ^=   = 

— TT-l rT-rco»»H XX  A   cos2x r-j-^  cos3x4-...  =^— e    ,  O^x/t. 

2m*  m*4~^  m*4-4  m*+Ö  2m  <.  <- 

Seilt  man  va  derselben  Formel  f(x)  =8inx ,  so  ist  wegen 


Audnick  too  f(zi]r)  durch  aneadliche  periodische  Reihen.  44] 

2    "1 1  cosftit         CQgftir cosftff+1  (cos/un+l) 

«inicogi8z  =  ^   /sin2z8z=0,    /8iiiz8i  =  2: 

0  0  0 

«rco«2x  ,  cos4x  ,  co8  6x  ,  "|       «   .  —    — 

' -H."rr-»-3:5-+-rr-+ ••  •j=2-""' "<'<*• 

Eine  Meng^  solcher  Resultate  habe  ich  abgeleitet  in  Grelles  Journal,  34. Bd., 
S.  75—100. 

Die  Formeln  des  §.  96  lassen  sich  leicht  auf  Funktionen  mehrerer  Ver- 
änderlichen aosdehnen.  Ist  nämlich  f  (x,  y)  eine  beliebige  Funktion  der  zwei 
Veränderlichen  x  und  y ,  so  hat  man  nach  (m)  : 

e  c 

f(x.y)=— •/f(ii,y)8n+--    ^    co8?^/f(a,  y)  cos  ^-8u 

0  0 

.0 


2"^^   .   nifx/*,      .    .    nirn 

=  —     i     sin /t(a,  y)sin ou 

c     B=l  c  «/  c 


0 


.=  00    /.+• 


1     C,      ^o     ,     1"^/*  r.i       ^       n(n— x)ir„ 


während  nach  denselben  Formeln : 


f(u.y)=i-/f(n.T)8T+-J'   S     cos!^/f(a.T)cos°'^8T. 

C  ^  C       11=1  c    ^  c 

= --     ^     sin— 7^/f  (u,T)sin — — 8v 
c*    a'=i  c'  J  c' 

0 
c'  ^_  -|-c* 


— c 


Setzt  man  letztere  Werthe  in  jeden  der  ersten  ein,  so  erhält  man  neuner- 
lei Aasdrücke  fÄr  f(x,  y),  die  sind: 


C  ,      ^^  ^c       _c' 


0  0  0  0 

__  c  0' 

2  *-^       nirx  / .     /.^      .        n«a 

• -| £    cos /  8a /f(a,v)  cos oy 

©c'  ■=!  c  J      J  c 


0         0 


-4 i         2     eos cos — -^  /  8u /f(u,T)cos cos —7-8?, 

'  cc'  B=i     »'=1  c  c*  J       J  c  C 


0        0 
c,0^y  T-c\ 


>^x^c,0^y^< 
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4—  C  C' 

^,      ,        2''— J?^    .   n'fij  f^      r^,      ,  .    n'jrv^ 
'(^y)=;7^     ^   «n— ^/eu/f(a,T)tin— -8t 
CC     11=1  ^    J        J  c 

0  0 

4n'  =  aOn=ao        „^3,       n'rty/;"    /;'       ,       njrn  .   n'fiT 
H -i  i     cos sm — -— /  c  u  /  I (o,  t)  cos sin — --ot 

CC    n'=l       n=l  C  C'  y         J     ^        '  C  C'^ 

0  0 

0^x=c,  0<y<c' 

u.  s.  w. 

Man  sieht,  dass  man  hiedarch  unendliche  Doppelreihen  erhält,  deren 
Glieder  von  der  Form 

sin  nflfx  sin  n'iry 

A         — — 

cos     c      cos     c' 

sind.     Gesetzt  also  etwa,  man  solle  f  (x,  y)  als  eine  unendliche  Doppelreihe 
ausdrücken,  deren  allgemeines  Glied 

.         .   nitx  .    n'fry 

A     ,  sin sm  — --  , 

a.n  c  c' 

WO  n  und  n'  von  1  bis  oo  gehen  können,  so  ist,  dem  Vorstehenden  gemäss 

c' 


4    /*,      /*,       .    ,   nÄU  .    n'fTT- 
A     ,= — -/ öu  /  f(u,  ▼)  sin — r^sin — -— öt. 
n*i»       ccV        J  c  C 


V  V 

Ganz  in  derselben  Weise  wird  man  eine  Funktion  dreier  Veränderlichen 
im  Ganzen  in  27  verschiedenen  Weisen,  durch  dreifach  unendliche  Reihen 
ausdrücken.  Gesetzt  etwa,  man  solle  f(x,  y,z)  als  eine  solche  Reihe  finden, 
deren  allgemeines  Glied  ist 


n«x  .    n'rty  .    n"Äz 
A      ,    ,,  cos sm sm  — -— 


wobeien,  n^  n^^  von  1  bis  oo  gehen  können,  so  dass  eine  dreifach  unendliche 
Reihe  entsteht,  so  wird  man  nach  einander  haben: 

c                                                               c 
f(x,y,z)= — /f(n,y,s)8uH -*     cos /f(n,y,z)cos 8n,0^^^^^c, 

Cy  C      ji:=l  C  ^  C  ^      <^ 


0 

c 


f(n,y,z)=4'   ^     sin^/f(n.T.«)sin^8T,0<y<C, 
C     n'=l  C    «/  c 


0 

0" 


f(a.T.z)=4;''   ^     «n^  /f(u.T.w)sln5^«w,  0<z<c^ 

C      n":^!  ^       J  C 

0 

woraus  nun,  indem  man  substituirt; 

,i         ^        *    ""^^""'^   ,  n'«y  ,   n-irz/;'    /*/  /V""      .  .    n'ÄT  ^n"irw, 
f(x,y,z)= — ;--     ^         ^     Bin— TT^ain — -— /  Ön /e? /f(a,v,w)sm  — -sin ^ 

CC'C"    n'=l       ii"=:l  C  Z"   J        J        J    ^  '  ^    '  C'  c"; 

0  0  0 

^      Jr'       ^"^       nrtx  .    n'Äv  .    n"Äi/^      /.      /  -        .     dot 


CC'C"    11=1      ii'=l        ii"=l 

sin — — -sm — :;— cw, 
c'  c" 


-*  i      cos sm  — -^  sm  — — -  /  8  n  /  8  ?  /  f(n,T,w)sin — 

=1    ii"=i       c       c'        c"  y    y    y  ^     '    c 


O^x^c,  0<y<e',0<i<^*«. 
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Wie  man  eben  so  für  Funktionen  von  vier  oder  mehr  Veränderlichen 
verfahren  kann ,  ist  hiemach  klar.     So  wären  also  etwa 

,  ß       n=  X  n'=  QO  n"=  00  n"'=  OD                           /  ^              i/ 
f  (x,  y,  I,  s)  =  — —-r-rz     ^         ^  ^  -*       sin gin  — -  -  sm —■ 

/.«       ^c'      _c"     _c'" 


"«s/1     /l     /l     /!/  .V  .  n*o  .    n'«^  .    n^^Jw  .   n'"irt^ 


.   n 
sin 
e 

0  0  0  0 

0<x<c,  0<y<c',  0<z<c",  0<8<c'". 
II.  s.  w. 


§.98. 
Wir  wollen  in  den  Formeln  (i)  des  §.96  annehmen,  es  sey  (f  (x)  von 
x=:0  bis  x  =  a  gleich  einer  bestimmten  Funktion  F(x),  dagegen  Null  von 
X  =  a  bis  X  :=  c ,  wo  a  >  0 ,  c  >  a  sey ;  alsdann  ist 

c  a  c  a 

/9»(z)eot^- — dz  = /F(z)co8^-—  ez+ /0.C08-  —  8z=  /F(z)co8'^    -8z. 
0  0  a  0 

und  es  ist  also 

/,«  a  iF(x),  wenn0^x<a, 

F(z)8z  +  l2coi^*/F(z)co8^-8z=)iF(a),wennx==a. 

0  0  fO,  wenna<x^<^c,  %  /  v 

<•  c>a>0.  >^"^ 

*.2  rin?^/F(z)sin^'8z=  iF(a).  x  =  a. 

Setzen  wir  eben  so  in  der  Formel  (l)  des  §.96  voraus,  f(x)  sey  gleich 
F(x)  von  x  =  —  a  bis  x=^  +  a.  Null  von  x  =  —  c  bis  x  =  —  a,  und  von 
x  =  -j-a  bis  x  =  +c,  so  erhält  man: 

Die  Sätze  (n)  und  (n^  bestehen  für  jedes  c,  also  auch  noch,  wenn  c 
unbegränzt  wächst.     Setzt  man  nun  —  =^  «,  so  wird  e  mit  unbegränzt  wach- 

c 

sendem  c  unbegränzt  abnehmen,  und  da  hiernach  c=  — ,  so  ist,  wenn  Gr. 
sich  auf  ein  unendliches  Abnehmen  von  e  bezieht  (S.  2) : 

y»*  OD  /** 

F(z)8»H — -  2  co8^«x/F(z)co8/ttez8z  |  =  F(x),  0^x<aa.  s.  w. 

'  0  0  . 

Aber  es  ist  die  erste  Seite  gleich 

Gr.  — /  I  — +co§«xco««z  +  coB2«xco§2az-|- I  F(z)8z 


1     r  \^    r  ufiU-T)  (F(x).-a<x<+a,  i, 

^  /f(z)8x+~5  /f(z)co8^^^'— ^8z=JiF(x),x  =  ±a.  c>a>0.   (n') 

2cJ  e    iy_  c  U,-c<x<-a.+a<x<+cJ 


0 


2b  r 

=  Qr. —  /[l+eo««xco8«z+cos2«xcos2ez  -J- ]  F(?.^fti, 


0 


I 
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iadem  Gr.  —  =  0,  man  also  immer —in  den  Klammern  zufügen  kann.  Diese 
Grösse  ist  aber  (§.  48) : 


I/bz/ccC« 


z)co$(Qz)F(s)8a, 


•         0 

so  dass  man  aus  den  Gleichungen  (n)  nnd  (n^  zieht 

2  f^   /••  l  F(x).  0^x<a. 

ItJ  ^^  J  ^^^^"^^^  C08(ttz)F(a)8 1  =  ÜF(i),  x  =  a, 
0         0  '  0,  a*<x<dO  . 

b   /-^    /*•  l  F(x).  0<x<a. 

— /8u  /wn(ux)8iii(u«)F(x)8x=aF(x).  x  =  a,  •  (p) 

0         0  f  0.  a<x<X. 


0  0 

.00      ^+» 


v-/ 


F(x).  -a<x<+a, 
co8u(x— .  x)  F(z)  8«  =UF(x),  x  =  ±a, 
0         -«  (0,-00  <x<— a,  +a<x<4-X 

In  diesen  Gleichungen  ist  a  ganz  beliebig.  Lässt  man  nun  a  unbegränzt 

wachsen ,  so  erhält  man : 

—  / /cos(ttx)co8(u«)F(x)8o8z  =  F(x),  0^x<X  ; 


¥/• 


sLn(ax)sm(ax)F(z)8a8z  =  F(x),  0<x<a0  ;      >     (q) 


^00     ^ 


.00      ^  +  00 

coitt(z— x)F(z)8z=F(x),  —00  <x<-|-X  ,1 

0  —00 

von  welchen  Formeln  die  letzte  auch  gibt  (§.49,  VII): 

-777.+ 00 

~/yco8u(z  — x)F(z)8tt8a  =  F(x),  — 00<x<+X.  (r) 
00 

Es  versteht  sich  ganz  von  selbst,  dass  in  all  diesen  Formeln  F  (z)  inner- 
halb der  Integrationsgränzen  endlich  seyn  muss.  Wir  wollen  diese  Ergeb- 
nisse nun  auf  einige  Beispiele  anwenden. 

1.)  Sey  in  der  Formel  (q)  F(z)=e'~*,  so  ist  (§.  50,  III):  /     e~"*co8(uz)8z=^ 

0 

r-; ;,    /        6        8m(uz)8z  =  7-; 1,  80  daSS 

0 

00  00 

/co8(ox)  n    -X      =    ^         fntin(nx)^         «    -»  ^  ^    ^ 

0  0 

welche  Formeln  schon  in  §.63,  II  gefunden  wurden. 

3.)  Setzt  man  F(z)=: /f(y)e"^^8y,  so  erhält  man  aus  denselben  Formeln  (q): 

a 

— /d  n  /e  I  /co8(ux)co8(uz)f(v)e"'*^8T=  /f  (?)  e~*^6?,  0^x<  oo  . 
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tr» 


^-/eu  /öl  /iinCux) sin (ui)f(v)e" ""'s ▼=/£(▼) e    *''ör.O<x<OC  , 


000  0 

Nun  ist  aber  (§.50,111): 

.00  ^oc 


/e         CO.«(ll8)8«  =  -r-r r,       /e     *%in  (uz)e2  =-t^ — ; 
u'-|-v'     J  u'  +  t' 


U 

SO  dass  also 


hMT^^^^^^-h 


y)e        6?, 


«        b  b  ,   W 

2  /o      /  uwn(ux)-.  .^        /' .  .    — xr^ 

Da  a 

Beide  Formeln  rerlangen,  dass  x^O  scy;  die  erste  gilt  noch  für  xr=0,  d.  h. 
man  hat: 

Ca  a 

Setzt  man  in  der  Vormel  («')  etwa  f(v)=  — ,  nimmt  a=ü,  b  =  1,  so  ist 

Vi— ▼' 


y     y  (u*-i-T»)Vi— V»    4 
y(a»+T«)Vi-T»    2V1+U'  vyi-^-u«+yi— y*/* 

/*     ^8t       _      1     ^  rV^2±i^ 

/(u»+T»)Vl-T»     2Vl4-n*    VVl  +  u--lJ' 


0 
so  dass  endlich 

.00 


S^tzt  man  in  diesem  Integrale  u=:tgx,  also  \/l  +  u*= .  r-=  — r-,  so 

®  ®       *  '  COSX     8x        C08*X* 


sind  die  Gränien  ron  x  :  0  und  -^  •  so  dass 


VI— cosxj  cosx""  2  '   y         y^^^%  2  J  cosx~  4  * 


0 

3.)  Ans  der  Gleichung 

.00 


y  e    "co8(bx)Öx=^j-pp.  b>0.  a>0, 


i 
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iu  §.  50  folgt  nach  §.  61 ,  wenn  z> 0 : 


y*8b/e-"co.(bi)8x  =  a/iq^. 


0 

s 


Daaber /co8(bx)8b=--«in(xz),  /j^j— ^==yanjrtg=^^^     so  ist  also 


0  0 

.00 


/e      8m(xz).  f         %'\      ^  ^      —  ^ 
^^-5^'8x  =  arc^^tg  =  -j^J.  «>0,  a^O, 

wie  schon  aus  der  Formel  (c)  in  §.61  folgt,  wenn  man  dort  ^=-. x,  x=:a,  b=/ 
setzt  und  beachtet,  dass  dann  die  zweite  Seite  = 

arc(tg=  00  )  —  arc Ttg  =  ^J  =  ^  ""*"  C*'" 'a'J  **^ 


.00  _^ 


Angenommen  nun,  man  setze  in  (q)  F(z)=  / ^ — ^8v=arci  tg=-  J, 


so  ist 

.+  00  __,^ 


HjJJ         -H^ 8n8.8v  =  a«(_tg  =  -J.  0<x<ao. 


0 

>  OC  -.V 


2   rff        e       8in(nx)8in(ax)8in(aT)^    ^-  /^  »^^^^ 


0 

Aber  es  ist 

.00  ^oc 


e      coi(n«)8z±=^q3^,y  e      •«(«•)8z  =  ^jq^^. 


0 

so  dass : 

.00 


/*/*C08(nx)iln<aT)-    ^         ic        f         »^^=^ 

yy -VTiJ^T«»ö'=¥«(.««=i>  »<'<*•■ 

4.)  Will  man  diejenige  Funktion  f(u)  suchen,  für  welche  yon  x=0  bis  x=X  : 

/cos  (ox)  f  (u)  8  tt  =  F  (x) , 
80  ist  dieselbe,  gemäss  (^: . 

00 
f(u)=  — /co8(u£)F(x)8z. 

0 

Eben  so,  wenn  ron  x^O  bis  x<X  : 

8in(ux)f(u)8u  =  F(x)  :  f(o)  =  ^ /sin (ux)F (1)82. 


0 


Aus  der  Formel  (r)  folgt 

F(x,  y)  =  2;^  / /^(n»  y)co«o(u  — x)8a  8a, 
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F(u.y)=^  /Vf (u,  ▼) C08^(v -  y) 8^8 V , 

h« 

also  V{^,y)=^^^i  /JJjY(u,T)eona(u--x)coiß(^-~Y)biibyba^^.  (r') 

* 00 

Eben  so,  wenn  n  die  Anzahl  der  Veränderlichen: 

hoo 

F  (x,  y,  1, .  .  .)= /  /  • . .  /  F(oi»  a,, . . . ,  u  )  cotaj  (Oj  — x)  cosa^  (a,  — y) 


da  (§.  49) 


8o,  8n,...fcn  8a,  ...8a  (t") 

n  n 


//• 


+  0C 

ftina(n— x)8a8a  =  0. 


.+  0C  -^^+cc 


so  ut 


yy  e"^"~*^*  F(a)8tt8a=   / /cos« (n- x)F(u) 8080, 


00  -— 00 


1      /*/*  (tt— x)ftl 

»0  da»  auch  2~JJ  F(u)8o 8u  =  F(x),  (s) 


woraus 


■-  +  00 

r(x,y, !,...)= r  /  /•••/  ©  F(ai,u,,...,  0)8«!  ...  8a 

(2fi)V_!^_^_00 

8111  .  .-.  8tt  .  (s') 

n 

Diese  Formel  kommt  auf 

hoo 

F(x,y,  X.  ...)= //.../co8[ai(a4  — x)+o,(u,  — y)  +  ..]F(ui,...,  o  )8oi..8u 

zurQck,  die  jedoch  mit  (r")  übereinstimmt ,  wenn  man  cos\_a^(u^ — x)  + 
a|(ii, — 7)~h--J  entwickelt  and  beachtet,  dass  alle  Glieder,  die  einen  Sinns 
enthalten,  von  selbst  wegfallen.  Dass  in  allen  diesen  Formeln  die  Grösse 
unter  den  Integralzeichen  innerhalb  der  Integrationsgränzen  endlich  seyn 
mnss,  versteht  sich  von  selbst.  Diese  Formeln  zeigen,  in  welcher  Weise 
Funktionen  dnrch  bestimmte  Integrale  auszudrücken  sind,  und  sind  in  den 
Anwendungen  auf  mathematische  Physik  von  ausgedehnter  Anwendung,  wie 
vir  diess  an  einem  Beispiele  erläutern  wollen. 

In  S.  84 ,  n  haben  wir  für  die  Bewegung  der  Wärme  in  einem  dünnen  Stabe 
oder  Binge  die  DüTerentialgleichung : 

8t_^  8*t_  wy 

8t""cp8x*      e»Q 

k               wy  8t  8»v 

gemnden.     Setzt  man  zur  Abkürzung  —  =a,  =b,  so  ist  sie:   r-r  =a  g-^  — 

bv,  und  wenn  dann  r=e""  *u  gesetzt  wird,    so  ist  —  =  —  be~    u  +  e~     — , 

aUo: 

,    — bt    .    — bt  8u  — bt8*a      .    — bt      ^  L   8u        8*u 

_be      o+e        -=^ae       g— ,-be       u,d.b. -  =  ^— ,• 
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Diese  Gleichung  bestimmt  nun  u ,  d.  h.  v ;  somit  muss  u  so  beschallen  seyo, 
dass  sein  Werth  dieser  Gleichung  genügt,  und  fiberdiets  muss  fQr  t=0  dann  durch 
u  (d.  h.  t)  der  anfängliche,  als  gegeben  anzusehende  Zustand  des  Stabes  dargestellt 
sejrn.  Wir  wollen ,  um  die  Betrachtung  zu  erleichtern ,  annehmen ,  es  handle  sich 
um  einen  geschlossenen  zj^lindrischen  Ring,  der  dfinn  genug  sejr,  damit  dieselben 
Gleichungen  für  ihn  gelten ,  wie  für  einen  Stab.  Derselbe  ist  anf&nglich  willkOr- 
lich  erwärmt  worden,  und  wurde  dann  sich  selbst  fiberlassen,  indem  er  in  einen 
Kaum  von  der  Temperatur  0^  gebracht  wurde.  Sey  x  der  Abstand  eines  Punktes 
des  Ringes  (seiner  Mittellinie)  von  einem  beliebig  gew&hlten  Anfkngspunkte ,  f(x) 
die  Temperatur  zu  Anfang  der  Zeit  in  diesem  Punkte,  X  die  Länge  des  Ringes,  v  die 
Temperatur  zur  Zeit  t  in  dem  Punkte  x.     Man  erhält  aus  der  Differentialgleidiong, 

wenn  mau  u=:e  setzt:  n  =  am^  so  dass  ihr  also  u=e  genügen 

wird.    Natürhch  genügt  ihr  eben  so  u=:Ae  ,  wenn  A  eine  beliebige  Kon- 

stante hi.  Eben  so  wird  ihr  eine  Summe  ähnlicher  Grössen  genfigen  >  so  dass  all- 
gemein 

miz-fanit*t  iBsx+am,*t 

u  =  Aje  +A,  e  +.... 

seyn  kann.  Da  v  =:ue  ,  so  kennt  man  v  aus  u.  Wären  die  Grossen  m|  ^  m2', . .  • 
positiv,  so  wfirde  mit  sehr  grossem  t  die  Grösse  u  sicher  bedeutend  gross  werden; 
ferner  muss  für  x  =  0  und  x=A  nothwendig,  was  auch  t  sey,  derselbe  Werth  ron 
u  herauskomme ,  da  ja  auch  derselbe  Werth  von  v  dann  gilt.  Dies  ist  aber  nicht 
der  Fall,  wenn  m^,  m^,  .  .  .  reell,  sondern  nur,  wenn  sie  imaginär  sind.  Man  setze 
also  m^  i,  ro2  i  t  •  •  •  ^^  mi»  i^j*  •  •  • »  so  ist 

—  ancii't-  ^  — ani«'t 

u^AjC  [co8iniX-|-i8ininiiJ-|-*A,  6  [cosmjZ-l-isinm,  z]-|- . . . , 

— aBDi't  ~~a  nii 't 

oder  da  e  cosm|X,  e  oosro|X  für  sich  derDifferentialgteichung  genfigen  : 

— aj&i'i  — ani«'t 

u=A-|-Aje  cosmjX-f-Aje  cosmjZ-l'-**  • 

H-BjC  siniDiX-j-Bj  8  sinm,  x-|- 

Nun  muss  aber  für  x=:0  und  x  =  X  derselbe  Werth  von  u  heranskommeD; 

2n  2n 

demnach  mfisseu  m^,  m],  ...  Vielfache  von  -^  seyn,  so  dass  etwa  m|  r=  — ,    ni}  = 

4  ^  Riff 

— ,  m,  =  -T-,  .  .  .  .  Ferner  muss  für  t=:0  :  v  =  f(x),  d.  h.  da  für  t=0  auch  v=u: 

u  =  f  (x)  «eyn ,  so  dass  also 

f(x)  =  A4-AiCosmiX-|-A,cosm,x+....4-Bi8inm4X+Bj8inm,i-|-. .. . 

seyu  wird.     Vergleicht  man  dies  mit  den  Formeln  (m)  in  §.96,  d.  h.  mit 

H-c                               -|-c 
f(x)=ir-    /f(x)8zH ^    /f(z)lC08-^ C08^- (-"«> »«> l^'i 

2cy  ci«/.l_         c  c  c  cJ 

-0  — c 

so  ist  c  =  ^A,  und  dann 

A  =  — /f(z)8z.  At  =  -7-/^(»)<5°*~r~Öz,...  ,A^  =  —- /f(E)cos — - — 8f .  . . ., 

u         ^  fit  \  '    2«2fi  «       2    /*  2nfrz-  ' 

Bj  —  —  I  f(z)8in  -T— ß* n~T  /^W**" — T — ^*»     •  • 
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Nun  miiss  aber  f(z)  yon  x=0  bis  — ^X  dieselben  Werthe  haben,  wie  yon  x=A 
\  x  =  |Jl,  to  dass,  wie  man  leicht  sieht: 

A  =  jyf(z)8i,  A^  =  yyfWcoi-^e«,  B^=  -y  f(z)sin— ^8z, 

0  0  0 

wonach  ist  endlich 

0  0 

4-28  /f(z)C08 — ^-j ^8s+ I. 

0 

Ist  der  Ring  ein  Kreis  vom  Halbmesser  r,  so  ist  A==2r9r.     Diese  Gleichung 
Qckt  nun  den  Zustand  der  Temperatur  im  Ringe  zu  der  Zeit  t  aus.     Sie  genügt 

r  Differentialgleichung  und  stellt  auch  für  t=0  den  anfänglichen  Zustand  dar. 

2itx 
'j  etwa  f(z)  =  rcos  -.— ,   wo  r  die  Temperatur  im  Punkte  x=0  zu  Anfiing  der 

r^  2nn% 

Mt  Torstellt,  so  ist  /f(z)cos — - —  8z  =  0,  wenn  n>l,  aber  =^tA,  wenn  n=l; 

0 

.1  2nfrz  r^ 

f(z)sin  — — -?8z-=0,  so  dass  jetzt  wegen  /f(z)8z  =  0: 

0 

AT  =  TAe       e        *•       cos— -  ,   a.h.  Y=Te     ■•       *    •■  cos  — r— , 
eiche  einfoche  Gleichung  zu  jeder  Zeit  den  Zustand  der  Wärme  im  Ringe  ausdrückt. 


Siebzehnter  Absclmitt 

Die  elliptischen  Integrale. 

§.  99. 
Wir  haben  iu  §.40  gesehen,  dass  Integrale,  in  denen  Vä+bx+cx* 
vorkommt,  bestimmt  werden  können;  kömmt  aber  V*  +  bx  +  cx*+dx»+ex* 
vor,  80  kann  in  der  dortigen  Weise  eine  Bestimmung  nicht  durchgeführt 
Verden.  Wir  werden  nun  aber  sehen,  dass  alle  solche  Integrale  auf  eines 
^er  drei  folgenden  zurückgeführt  werden  können : 

f—M=,    /Vl-e«.in'x8x/ ^-^ p. 

J  Vi  — e'sin'x    J  J  (l+asin»x)  Vi  — e*sin*x 

Welche  drei  wir  nnn  zunächst  weiter  untersuchen  wollen.  Dabei  setzen  wir 
^  ^1  voraas,  und  werden  nicht  nöthig  haben,  x  über  -^  hinausgehen  zu 
fassen.     Ferner  werden  wit  setzen 

J>Uafmr,  JHä(fr§atbü-  a.  Eutegnl-Rechnnug.  ^ 


(») 
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9  9  9 

/!,,— iL—    =F(»,e)./Vl-e»s»n»xex  =  E(y.e),/' ^' 

*'  Vi  -  e*8in»x  •/  •{  (l+arin*x) Vi— e*«n 

=  n(9>,a,e),  (b) 

was  man  auch  in  folgender  Form  schreiben  kann: 

— — i?=  =  F(v,e).  /Vl-e»8in»v8v=E(v.e),/ ^/"^ 

,     Vi— e'sm»<p>  •/  •  V  (H-aMn=^^)  Vl-c»Hi 

=  n(v,  a,e).  (hO 

so  dass  (§.61) 

8F(v.e)  1  8E(v,e)      ^/i      .t,;^;^ 

d9           Vi— e'sinV           ÖV 
8n(y,a,e)^ 1 

6»*  (l  +  a«in'v)Vl— e'Mii»f»* 

Die  allgemeinen  Grössen  in  (a)  sind  nun  oflfenbar  (§.  49) : 

F(x.e)  +  C,  E(x,e)  +  C,  n(x.a,  e)-i-C, 
wenn  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet. 

Für  den  Fall,  dass  e  =  0  ist ,  folgt  aus  (b)         

F(v.0)  =  9,  E(5P.0)  =  ^,  n{9, a, 0)  =^^^^=  Vj+i!gg)^  (d^ 

Vl  +  a  ^ 

von  welchen  Grössen  die  letzte  aus  §.44  folgt,  indem  man  sin^x= ^ 

setzt,  also  

y  1  4-a!in*x  =  V  2+a-lco82x=  "  V(W^**''  C  '*  "  '''^  ^  V   2^2^ 

-  =-vfe^'^0^=v?^)  =  -vfe 

Eine  häherungsweise Berechnung  der  Grössen  (b)  lässt  sich  immer  mi 
telst  unendlicher  Reihen  ausführen.     Man  hat  nämlich 

F(,P.e)=y8x  +  ^e»yirin«x8x+~-?e*y^  j 

E(9».e)=  /ex-^-«' An'^Öx  — I  .|^e*/8in*xex--- 


0  0  0 


wo  nun  die  Integrale  nach  §..42  ermittelt  werden  können.  Da  dabei  e'< 
so  konvergiren  diese  Reihen  ziemlich  rasch.  Was  die  dritte  Grösse  in  (1 
anbelangt,  so  müssen  wir  in  Bezug  auf  dieselbe  noch  das  Folgende  bemerkei 
Wir  wollen  nämlich  in  Bezug  auf  a  foFgende  Voraussetzungen  ro<ichen  : 

1)  a  zwischen  — oo  und  —  1. 
Man  setze 

1— e*«m'a      .  ^  a-f-l  .    t^      ^       ^    it 

---  -    ,  sin  a  =  — ; — 1,  a  xwischen  0  und  —  , 
va  a+e*  2 


a  =  — 


cos*a 


»0  wird  wirklich,  wenn  a  von  0  bis  -^  geht,  a  von  — 1  bis  — oo  gehen. 
Man  hat  aber  für  jedes  a: 
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«in'xb» ^-^1    f—ll f ?i 1^ 

l-i-asiirx)  Vi  — e*iän»x~  a^/  Vi    -e^in'x     J  (H-asiirx)Vl— •'«inH:-' 


u  0 

F(f.,e)--n(i9,a,e) 


I  -rasin 

^  F(v,e), 


(l-~Kin»x)ex  l+a  n/ 
,    ^  .      - (1-f  a'Jn*x)  Vi— e*sin'x  a  , 


(0 
1 


a 


9' 

(1 — e-rin-x)8x  a+e'      ,  .       eV 


n(9>,  a.e) F(v,  e). 


:i  -Ka»in»x)  Yl  — e'sin'x         a  a 

rner  ist  identisch 

(I— e')»in»x  l~e»Biii*x 


cos*a  —  (1  — e*sin*o)»in'x       I — e'sin'asin'x 
eos'afl  — c'sin'x  —  c'sin'xcos'z] 
~~  cos*a  —  5in*x-pe'§m*a«in*x-|-e*Mn*oBin*x(l  —e^tin'a) 
cos^gfl  — e^gJD^x  —  e^sin'xcos'x]  

"  co8*«co8*x-|-co§*a«in*x — §in*x-|- o'8in*asin*x-f-c'rin*a8in*x(l — e*§in*o) 
_  cos'a(I  —  e*«n*x  —  e*sin*xco«'x) 

~  cos'acos'x — siii'asin^z(l  —  e'8in'a)(l  —  e*Bm*x)' 

>rau8  unmittelbar  folgt: 

JZJlf «n'xex r  (1— e»siD»x)e)x 

'«'' V  r  1  _L^»!!l!f'ri„*,"IVl3v"Biii^     J  0  -e»8in»««n»x)Vi~^^iii^ 
»   L  cos*«  J  ^  0 


-/: 


1 — e'fin'z  —  e'sm*xco§*x  bx 


cos*x  — tg'a8in'x(l— e*än*o)(l  — e'sin'x)  Vi— e*sin*x* 

Die  zwei  ersten  Integrale  werden  nach  den  Formein  (f)  bestimmt;  was 
,s  letzte  anbelangt,  so  ist  das  unbestimmte  Integral  gleich 

/l — e'rin'x — e'ain'xcos'x      tx 
cos'xVl'^^^i^''^         '  1— tsr»«tg»x(l-o«siii*x)(r— e*8in*a) 

C08*x              yi—e*Mn*xJ  1  — tg*atg*x  (1  —  e*8in»x)  (l—e'im»  a) 
(tg X  Vi  — e^siiT'x)     8^ 


-/- 


8  X  '1  —  tg»«tsr*x(l  —  e'8m*x)  (1  —  e»  sin*«)' 

Man  setze  also 

\/n >  .  m  v/, ,  ,  1  V  8(tgxVl — e*8m*x)  cotga 

tgatgx  V (l— e*8lii*a)(l  — e'sin'x)  =  o,  -^-^^ — ^— -=  ^ 


8a 


0  ist  dasselbe  gleich  (§.  36) 


Vi— e*8ln*a' 


8(tgxVl— e*"n*36) 
8u ^  8x      bu     _  /*       cotga  8u 

8x  8^*1— u«  ~y  Vi  — e»8in*al— o* 

8a 

2a* 
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2  Vl-e»sin»a    V.l~nJ*  ' 

1 — e'sin'x — e*&in*xco8*x 8» 

cos*x  —  tg*asin*x(l  — e*8in*o)(l— e*rfn*x)'y^l_^tgin»x 


cotgtt  fl+tgatgp  V(l  — e*8in'tt)  (l—e'sin'yA 

""  2  y\  -e»8m»a    VI  — tgatg^  V(l  — e'sin*«)  (1  —  e»sin*f»)>/* 
Setzt  man  nun  noch  die  Werthe  aus  (f )  in  die  obige  Gleichung  ein ,  80 
ergibt  sich  leicht  : 


1  —  e-8in*o 


1— e*8in*a 


cotg'a 


cos'a 


e)  =  — j— -^-i— cotg*an(f».  —  e»8in»a,e)  — Yir7tP(»^»  *) 


VF 

2(1 


e'sin^g    ^      ,  /^1-ttgatgy  V(l— e»8in»a)(l— e«8in»»)^  .  ^ 

r; COtgalf ^    .  I,  (g) 

—  e*)  *      VI— tgatg»>V(l--e»8in»a)(l  — e*8inV)y 

vermittelst  welcher  Formel  die  Integrale  17(9,  a,e),  ^*'  welche  a  zwischen 

—  00  und  — 1  liegt,  auf  solche  zurückgeführt  werden,  für  die  a  zwischen 

—  1  und  0  liegt,  da  e'siu'a  zwischen  0  und  1  (genauer  0  und  e*). 

2)  a  zwischen  0  und  oo  . 
Man  setze 


_  o«*»». 


«.-A 


a  =  eng*a,  tg'a  =  -j 

1? 


it 


so  wird  a  von  0  bis  -r-  gehen,  wenn  a  von  0  bis  od  geht.  Man  hat  aber  jetzt: 


(1 — e')cos*o8in*x 


+ 


1  — e*8in»x 


1— (cos*o+e»sin*o)Rin'x      l  +  e*tg*«sin*x 
1  —  e'sin^x  —  e'Bin'xcoi*x 

1 — C08*asin*x+Bin-oiin*x[—  e*H = e'sin^x  —  e*tg'osin*xl 

1  — e*iin^x-^e»8in»xco8»x  

"  co8*x+iin*o8in*x[l  +  e*tg*«  —  e*8in*x  —  e*tg*osin*x] 

1  —  e'sin'x — e*8in*xcos*x 

^co8»x+sin'a8in»x(l+e»tg»a)(l— e»8m'x)* 

woraus,  wenn  man  mit  Vi  — e*sin*x  beiderseitig  dividirt  und  beachtet,  da« 

8x 


/ 


1  —  e*8in*x  ^  e'sin'xcos'x 


:= 


C08*x-|-8in*a8in*x(14-e*tg*«)  (l  — e*8in*x)  t/l e'sin'x 

=:.arc(tg  =  sinatgx  V(lH-e»tg»a)(l— e»iin«x)). 


sina  Vl-f-eUg'o 

durch  Integration  zwischen  den  Gränzen  0  und  g>  folgt : 

(!-,')  CO,'«  rF(r.e)-nfr.--(oo,»,+,.„n'a).  e] -J      e^l^^H^e^ 

L  — (co8*a-|-e'8in*o)  J  e*tg*a  ^ 

—  cotg*aF(f>.e)= =arc(tg=  sinatg»  V(l-He»tg*a)(l -.e^sin«»)). 

sinaV^H"*  'g  'f 

und  hieraus : 


n(,.  e-tg'..  e)  =  - ^\-J^nW. -<co...-H...i„.a).  •]+ j|^ 


+ 


sma 


===  arc(tg  =  Binatg«)  V(l  +e*tg*a)(l— e'sln'f»)) , 


(h) 


Vl+e»tg»« 

rermitteht  welcher  Formel  man  d\ft  GtöÄ^etL  n(,ij>,v»^V  föir  welche  azwi- 
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hen  0  und  oo  liegt,  ausdrücken  kann  durch  solche,  f&r  die  a  wieder  zwi- 
hen  0  und  —  1  liegt. 

Daraus  folgt  nun,  dass  man  in  dem  dritten  Integrale  (b)  a  als  zwischen 
und  — 1  liegend  ansehen  kann.  Will  man  für  diesen  Fall  nun  Reihen- 
twicklungen haben ,  so  hat  man : 

J    Vi— e'dn'x  J  Vl-e»«iii»i       /  Vi  -e'dn'i 


r     dn«»8x    __ 
J  Vi  -•'•ta'x 


Vi 

0 


0  0  0 


(i) 


1.3   ,  /.in^xex 

0 

welchen  Formeln  wir  die  Integrale  der  zweiten  Seiten  in  §.  100  bestimmen 
srden. 

Die  bis  jetzt  dargestellten  Formeln  dienen  dazu ,  die  drei  Grössen  (b) ,  welche 
liptische  Integrale,  bezüglich  der  ersten,   zweiten,    dritten  Art  heis- 

1 ,  ftkr  ein  gegebenes  ^ ,  das  wir  nicht  über  -^  yorauszusetzen  brauchen ,  zu  be- 

ff 
Jinen.     Für  9=~2~  heissen  sie  gewöhnlich  vollständige  elliptische  Integrale. 

lassen  sich  jedoch  auch  noch  andere  Wege  finden ,  um  diese  Berechnung  durch- 
führen.    Man  setxe  nAmlich 

sin2z 

^^  =• — i TT » 

^       e  +  cos2z 

»raus  nach  einander: 

l i«i-tff*        l+2eeos2z+e»       1      8x      2(eco82z+l     8x      2(ecog2z  +  l) 

i*»""    "^^^^      (e4-co82z)»      'cos*x8z""   (eH-coi2z)»  '  Öz~  lH-2ecoB2E+e»' 

w  ^^^  Mn*2z  (l4-eco82z)'         x/\ T^-T 

l+tg*z      l-t-2eco82z-t-e*  l  +  2eco«2z-He'       ^ 
l-|-ecoi2z l-|-ecos2z  l-|-ecog2z 

~  VlH-2ecos2z+e*  ~  Vl-f-e»+2eCl  — 2iin»z)  ""  V(l +e)2— 4PMn»z 

l-4-ecos2s 


(1  +  «)  \/ 1  —  7rT^"n»z 


4e 

(1+e)»' 
Die  Gr&nzen  yon  z  sind,  wenn  die  Ton  x  Null  und  qp  sind :  0  und  gp, ,  wo 

sin  2^. 

tgy  =  ^  ,  ^^,0      t  8inv(e  +  coB29i)  =  wn2f>iC08f», 
e-t-co8Zfl?| 

sin^cos299| — 8in29>i  co89>  =  — esiny»,  810(29»^  —  9)  =  e8in9>, 
dass  2^1  —  qp<Iqp,  <)P{<<<)P,  und  also  . 


'     J  l'h2eeoB2z4-e''  14-©cos2i 
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2 

r+e 


9t 


/[ 8« 


+  e 


F(vi,ei), 


wenn 


^=-- 


2\y_e 


Man  schliesst  hieraus  leicht  das  Folgende :  Man  bestimme  die  zwischen  0  und 
-g-  liegenden  Winkel  qi^,  qp,,  .  .  .,  (jp^^,  femer  C| ,  c, ,  .  ,  .,  e^  und  k,  k, ,  ...»  k^^j' 

so  dass 

sin(2|». — 9>)  =68109),  sin(29>2  —  9>i)  =  e,  8in9>.,  .  .  .  . ,  8in(29>  — ^       )  =  e        siny» 

•  n         »—1  B— 1  n  -l 


2V'e 


21/e, 


2ye 


^^-1  +  e'    *'""i+e/ 
'2  2 


'  ^~l+e 


n— 1 


1  +  e 


I+e/ 


.k      .= 


tt— 1 
2 


n— 1      l+e 


n— 1 


80  hat  man 
F(9.e)  =  kF(»>i,ej).  F(f»„eJ  =  ki  F(f>3,e,) ,  F(f,       ,e       )  =  k       F(v  ,  e  ). 

Ä— 1        ü— 1  B— 1  Ä       n 

F(»>,e)=:kk, k       ¥(9  .e). 

a — 1  n       n 

Da  e<[  1  >  so  ist  e|  ^e,  *  e,  ^e^ ,....,  so  dass  wenn  n  ziemlich  gross  ist,  e^ 
nahezu  =1  sejrn  wird,  da  die  ej,  ej,....  immer  noch  unter  1  sind;  alsdann  ist  aber 

9  9 

•    ^  0 

so  dass  also 

Vermittelst  dieser  Formel  lässt  sichF((p,  e)  nun  ebenfalls  berechnen.  Ferner  ii>t 

.   * /-: ,  .   ,  e*+2eco82z  +  l         ^y,    ,   _ ;; — : — V 

ecosx+Vl— «  "n  *=rT=============  =  Vl+2eco82x+e» 

Ve*+2ecos2z  +  l 

/i  _L  ^  1/1 i~^-l-     Ö  *      l+2ecos2i-he» 

=  (l+e)Vl-e,Wz.    e^=    2(l  +  ecos2.)    ' 

/  I  t/T ,  .  .  >  l+2eeot2«+e*     /,,    m/? r-r-s-^z 

(eeo.x+Vl-e'.u.'.)  -^^^p^p-—^— ^(1+e)  Vl-e.'.m»x  -. 

d.  h.  da  die  erste  Seite  =  

(eco8x  + VT— e»8in»x)\/l+2eco82x+e*.^  — !:-r- 5-^ — 

^    ^  '  r       I  2(14"eco«2«) 

(eco8x  + Vi— e'sin'x)*     e'co8*x+2eco8x  VT  — e*8in*x-j-l--e*KiD*i 


2VI  — «•■to«x 

i   e'+l  — 2e*8in*x  .    *y- r^~r"  1 

=  ecosx-j =  «* <*«« « 4"  V*  —  e*8ui*x-| 


2V1  — ©'«n'x 
e»-l 


2Vl-e«8hi»x  .     .  -  '      2      yi 

(l+e)Vl  — «i*»i«>*«  r^  =  eco"+ Vi  — e»sin»x+2_=J.  ^ 


e*8in'x 


8x 


2      Vi— e'«in»x 


♦  ManhatO+e)e4  =  2V'e,  d.h.  da  l-|-e<2  :  2ei>2|/e,  ei>|/e,  und  da  V  « 
>e,  80  jft  e,  >e.    Da  femer  (1  — e)*=  1  — 2e+e*,  so  ist  l-fe»>2e,  also  l+2e-|-«* 
>4e,  d.ii.  (1-f  e)»>4e,  l  +  e>2Vei  «^^  «i<^- 


Andere  Rednktioiuforine]  für  die  dritte  Art.  455 

l-re)  /Vr=Vii^i  J-{8x  =  esini+  /yTII^,rn~^^^^^-l:=^ 

der  da  die  erste  Seite  =:(I+e)  /  Vi— Cj^sin'z  ^z  (JJ.  36): 

•^  2    y  Vi  — e*Rin*x 

0  0  6     ^ 

h.^  (l+e)E(»)i.e,)  =  E(»>,e)+-  — F(g..e)+esin9. 

)  dass  man  hat: 

E(»,e)  =  (H-e)E(<»,.ei)4-— ^F(?P,e)-e8in9. 

1 e  * 

E(»i,e4)  =  (l-Hei)E(»)„e,)H g-^FC^j.ej)  — e^siin^j, 

1 e  * 

Vi — sin'z8z=  /cosz8z=8inqp  .    so  kann 

0  0 

an  hiernach  £((p,  e)  ebenfalls  berechnen. 

Aom.     Statt  der  Formeln  (g)  und  (h),  die  zur  Reduktion  der  elliptischen  Integrale  drit- 

tgx 
r  Art  dienen,  kann  man  anch  folsende  Redaktiottsformel  anfstellen :  Sey  z= —  = 

ist  für  k  =  (1  -{-a)  Tl  +  ^  -  I ,  wie  man  leicht  findet: 

16«  1  1 


l-hkz»ax      (i+a8in»x)Vl-e»sin»x      (^i  +  ^^*si„h,)  V^^^^i 


Rin*x 


srans 


Vl--e*"n*3^* 

/mnri  ~8i  =n(v.a.e)+n(»..  ^'  .  e)-F(*r.  e). 
j  1  -rkz*  ox  a 


h.  da  /  ,  ,    ■  1  ^  8  X  =  /  rTT-5»  «*  "*»  *^«"n  ^^'^  Q  ****  der  Gleichung  ^ =—===== 
J  l+kx*8x  J  1+kz*  V^— «'""»> 

»timmt : 

n  (9,  a.  e)+n(v,  *^- .  e)  --=  F(v.  ^)+fi:^r 

0 

Ist  nun  a,  seinem  Werthe  nach,  Ober  e,  so  ist  —  unter  e;  mithin  ist  das  elliptische  In- 

a 

^gral  der  dritten  Art  auf  ein  anderes  derselben  Art  rednzirt,  in  dem  a  zwischen  — e  und  -|-  e 

/e. 

egt    Das  Integral  /    _,       ^  ist  immer  leicht  zu  bestimmen. 

0 

§.  100. 
Wir  wollen  nun  rorerst  die  Integrale,  welche  in  den  rwc\V.<jiv ^^\\äw  ^«i^c^rv 


466 


RednktionifonnelD  fflr  /^  >  ,  £  =  tini,  ootz,  tgz. 

J  V 1  —  e'rin'z 


chungen  (i)  Torkommen ,  bestimmen.     Zunächst  lassen  sieh  die  der  zweiten  jener 
Formeln  sehr  leicht  reduziren.     Man  hat  dazu : 

/sin         zoz  1    /  sm     zoz    ,    1     /   .  Sn    * 

J    l  +  a8m*z  ay  l+Äsm'z      ay 

0  0  0 

welche  Formel  schliesslich  auf/--- -r-r-  föhrt,  welches  Inteipral  bereits  in  §.99 

./  l-)-a«in*z  ** 

0  

bestimmt  und  gleich  arc(tg=  Vl-hatgy) 

Vl-f-a 
gefunden  wurde.     Um  nun  aber  auch  die  in  der  ersten  Formel  (i)  vorkommenden  In- 
tegrale ,  deren  allgemeine  Form  ist 


A 


8in    zoz 


Vi  — e*8in»z 

zu  bestimmen ,  wollen  wir  etwas  allgemeinere  Reduktionsformcln  aufteilen.  Zu 
dem  Ende"  bezeichnen  wir  durch  |  eine  der  drei  Grössen  sinx.  cosx,  tgx  und  be- 
ha5pten ,  es  sey  immer : 

Vl-e*sin»z  |^=  ±  Vr+bPTU*. 
cz 

wo  a,  b,  c  bestimmte  Grossen  sind.     Um  dies  zu  rechtfertigen,  sey 

1)  £  =  »inz.  also  Vi  — e*8in*z  |^  =  Vi  -  e»»in»z«08Z=Vl  —  «'««»»z  Vl^^«^»*»  = 

oz 

Vl-(l  +  e*)8i"'x+e*«in*x» 
a  =  1 ,  b  =  — (1  +®')«  c  =  e*,  und  das  obere  Zeichen  gilt; 


8^ 


2)  ^=co8z.  Vi— «*"n'3L^-  =  — slnz  Vi  -  e»8iii»z=  —  VO'-^o«'«^!— •*+«*«>»*»' 

oz 

=:_-V(l— e*)  — (1  — 2e*)co8»z--e*cos*z, 
a=l  —  e',  b=— l-f-2e*,  c  =  — e*,  das  untere  Zeichen  gilt; 

3)  ^  =  tgz.  Vl-e^8in*z  e^=  ^    ,,,>,         =  l  V  \- T^ J  <'  +^«-'^ 

Vl+(2-e«)tg'z+(l-e*)tg*z, 
a=  1 ,  b  =  2 — e',  c  =  1  —  e',  das  obere  Zeichen  gilt. 
Sey  nun 

y  =  i"~*V»+b^«  +  c^*. 
so  ist 

8y^8(£°"Va-fb^»-H7^8^^(n-8)a|°"^+(n--2)bj^^ 
8z  8^  8z  Vi+bFT^  ^' 

^  r(n~8)a^°""^+(n-2)b^°""V(n-l)c|' 


[(n~8)a^       +(n  — 2)b^      +(n-l)c^   "l 
Vl--e»8in*z  J' 

30  dass  also,  wenn  man  nach  x  integrirt: 

±rVa+W'+e^*=(n-3)aA3J^^^+(n^2)bY^/l!^_., 

y  Vi  —  e*8in*z  y  Vi— «  «*o^ 

+(n— 1) c  / --;===. 
y  Vi  — e*««*x 
Setzt  man  hier  l^sinx,  cosx,  tgx  und  beachtet  die  oben  geftindenen  Wertb^ 


von  a,  b,  c,  so  bat  man : 


!-;====,  £  =  sinz»cosz,  Urs.  457 


a— «   ^  ^         _     .   ■— 4 


a — 2    ^  ^  -     _  n—4 


Vi— e»tm»x"n— 1      •'    7  VT^e'»in»x""(n  — l)ey  yi— e'iin'x 
+  ~ijf,  Vl-(l-he«)sln»x+e»tin*"x 

/'     coi"x8x          n— 2  2e*~l  /*  cot''~x8x      .  p  — 8  1— e*  r  coi"    'x6x 
Vi— e»ttii»x"n-l       e'    7  Vl^^^si^'x     °  -  ^     «'  y  Vi  — e»»iii»x 
a-»  

+  (^ri)7tV(l-e»)-(l-2e»)oos»x-e»co8*x, 

/'      tg'x8x  n— 22— e*  r     tg'~  x8i        n  — 3      1       r    tg*     i8x 

Vi— e»fiii«x"      n  —  1 1  —  ey  Vl^e»^ii^     n - 1  1  —  ey  VT^ e»^*x 


(k) 


n— 8 


+(n-1)(ll^Vl+(2-e»>tg»x+(l-e'>tg*x, 
in  welchen  Formeln  die  letzten  Glieder  auch  heissen : 

»in       icotxV^  —  t'rip'i      CO»       xiinxV^ — e*«in*x>    tg°    °xV^ — e'rin'x 
(n  — l)e»  •  (n  — l)e»  '    (n— 1)(1  — e«)co8*x  * 

Dabei  setzen  wir  nnn  n  als  positive  ganze  Zahl  voraus,  obgleich  die  Formeln 
unbedingt  gelten.     Alsdann  führen  dieselben  schliesslich  auf 

/8x  r       ^8x  r       ^*8x 

Vi  — o»8in»x*   y  Vi  — e'sin'x'   7  Vi- e'sln'x' 
Das  erste  dieser  Integrale  gehört  zu  den  unmittelbaren  elliptischen  Integralen;, 
das  zweite  Usst  sieh  nach  §.  40  bestimmen ,  *  während  für  das  dritte  man  hat : 

/Vi— «*»>n*x  «VV!  — e'"n'«      *•/ 

/'     co«'x8i  /*  8x /*     »in*x8x 

Vi  — •*«iii*x  y  Vi— e»»in»x     7  Vi  — e»8in»x' 

r      tg>z8x  1       A,^-,^^,           1       Al-e»sin»x-e>sin-xcos»x).. 

/Vi— •*«hi*x  l-«y  l-«y         co84Vl-e»8in>x 

=  — -J^,  /Vl-e'«in'3L8x+--^,tgx  Vi  — e»8iD»x. 

Die  Redaktionsformeln  (k)  gelten  natürlich  auch  für  ein  negatives  n.  Setzt 
man,  um  dies  klarer  hervortreten  zu  lassen,  — n^4  an  die  Stelle  von  n,  so  zieht 
man  leicht  aus  denselben : 

f        ez    _,Hzi|,,^,>)  /  ,  ,    ^'  

J  sin  X  Vi-  e>8in*x      °~"^  J  «n     V\/l_e'8in»x 

n— 3   ,    /* 8x cosxV— g*""*^ 


n— 1 


1 — e'8in'x         (n — l)8in       x 

/8x n  — 2  2e»— 1  /* 8x 
cos'xVl-e^wn'x""      "'"^   ^ -^V  cos'^'x Vn^^rii^ 

,  n— 8     e»       f 8x  ,     sinxVl— e*«n«x 

"TZ 7  l Ti  / — ,— ^ r 


ftO 


—8     e*      f 
-.1  l-eV" 


co»"^xVl  — e*»in'x     (n— 1)(1— e*)co8*    *x 


*  Man  setze  zu  dem  Ende  für  ^  =  slnz  :  co8x  =  i,  für  ^  =  cosz  :  sinx  =  x,  !Ür  i=tgx : 
coix  =  s. 


458  Reduktionsfonneln  für  /  — p=====,  ^  =:iiDi,  cosz,  tgx. 

"  •^  tg".    xVl— e'''»n*x       (n  -  l)coR*xtg"      x  ' 

Diese  FormelD  fuhren  schliesslich  auf 

y*        ex  r       ei  /*       8x 

^:"yi_o-Mn*x'    y^Vl~«**«in«x'    /  V^       c»sl^»5' 
von  welchen  Integralen  das  erste  fiir  n=2  noch  durch  (k')  auf  bekannte  reduzirt, 
das  zweite  aber  nach  §.  40  bestimmt  wird. 

Man  ersieht  aus  (k)  und  (k'),  dass  die  Grösse  /  —  —  nur  ftir  ein  crc- 

./'yi_e*..m«x 

rades  n  (positiv  oder  negativ)  schliesslich  auf  elliptische  Integrale  fiihrt. 
Auch  für  den  Fall,  dass  Jr^Vl  —  e-sin*x,  hat  man  

yl  —  e*8m*x  ^=  — e*sinxcosx  =  —  e'  \/  — 5—  V^  5 = 

ex«  ▼         ©         ▼  e 

-  Ve»-l-(e»~2)^»-l* . 

a  =  e* -- 1 ,  b  =  2  —  e',  c  =  —  1 ,  und  es  gilt  dht  untere  Zeichen , 

mithin  : 

n  Ä— 2 


n— 4  a — S 

r 


n  — 3,_        ,,    AI— e*8in*x)  *    ^     ,  e^sinxcosxd  — e»iin*x)  * 

n  — >  J    Vi  — e*sin»x  "-1  ;.(!) 

ySx _ n— 2  2  — e»  ^ 8x^ _ 
(l— e*sin»x)^\/l  — e»sin*x  »^  (l--e»siD»x)  *  Vi— e'sin'i 
n  —  3       ^        /»                       a^c                              e*sinxco8x 

•^  (l-e«8in*x)  *   Vi— <^'8"»'»      (n— l)(l— e*)(l— e*sin»x)  * 
So  etwa  wäre  für  n  rr.  2  : 

/*        ;8x  _      1        /*  1— e*siD*x   ^ e'sinxoosx 

-     (l-e»sin»x)l  "«"^^y  Vl-e>sln>x    ""      (l-e»)Vr=^^^*^ 

1         /•-  y ; — r— ^  e*  sin  X  cos  X 

=  ; i  / Vi— e'sin«x8x  — -; =  —,-. 

1  — eV  ^  l~e*  Vl-e»sin>x 

,.      .  ,  1— (l-^e*sin»x)         ,         e«  — 1+(1— e»sin«x) 

Da  sin'x  = ^ ; .  cos'x  -■ —^ ,  so  werden  die  In- 

e'  e* 

tegrale 

Rin     x8x  r  cos    x8x 


/ — "^ — ■/- 


(l-e»sin*x)*Vl— ••«n*3L  (1  -  e*sin»x)*  Vi— «'"»*» 

leicht  auf  obige  zurückgeführt  werden  können.     Setzt  man  eben  so 

f         ^"ex  ^^     r     ^'8x  ^ 

/(l±eeVl-e'sin»x        »VVl— P'"»'«        "' 
seist  R  +eR  ,    =P  ,  . 

ao  dass  also 


vi- 


Badoktlon  Tön  // ..  wenn  i  =  A+IJx+Cx'-hDx'+Ei*.  459 


/• 8x /*  (1 4.08101)8 X  p         ei  r    sinx 

y(l+eMnx)Vl-e'»iii^x  "/ (Vi -e'sin^x)' "  7  (|  _  e'sin'x)!  ^  V  (l-^«si 


R„±eRi  =  Po,  Ri±oR,  =P|,  R,+e^R,  =  P,, 

woraus,  wenn  Pq,  P|,  .  .  .  .  nach  dem  Obigen  bekannt  sind,  dessgleichen  Kq,  dann 
R,,  R«,  .  .  .  gefunden  werden.     Für  |=sinx  ist  aber 

sin  X  ^  X 

sin*x)f 

welche  beide  Integrale  bestimmt  werden  können.  Aehnliche  Integrale  werden  wir 
aber  immer  durch  die  nachfolgenden  Methoden  bestimmen  können ,  so  dass  die  Auf- 
stellung weiterer  besonderer  Reduktionsformeln  unterbleiben  kann. 

§.  101. 
Das  Integral 


/ 


Va  +  Bx  +  Cx»+'Dx*VEx* 

^  , ■     —  briDgeD,  eben  so  dasje- 

uige,  das  man  für  £  =  0  aus  dem  vorigen  erhält,  wie  sich  im  Nachstehenden 
zeigen  wird. 


'■——/,     " 


Va  +  Bx+  Cx*+Dx»+Kx* 

I.  Die  Gleichung  A+15x  +  Cx^+Dx«+Ex*=0  habe  vier  reelle 
Wurzeln  a,  b,  c,  d  so,  dass  a<b<c<d.  Wir  setzen  diese  Wurzeln  als 
ungleich  voraus,  denn  wären  nur  zwei  einander  gleich,  so  käme  das  vorge- 
legte Integral  auf  §.  40  zuröck.     Man  hat  also  identisch 

A+Bx+Cx»+Dx»-|-Ex*  =  E(x— a)(x--b)(x— c)(x  — d). 

Wir  müsscQ  nun,  in  Jiezug  auf  die  Gränzen  von  x,  folgende  Fälle  un- 
terscheiden. 

1)  X  liegt  unter  a,  oder  über  d.     Da  immer  A-jrBx  +  Cx'  +  Dx'  + 

Ex*  positiv  seyn  muss,  (x — a)(x  —  b)(x — c)(x  —  d)  es  aber  ist,  so  muss 

nothwendig  £>0  seyn,  da  sonst  x  nicht  in  der  angegebenen  Weise  liegen 

darf.  *     Man  setze  nun 

a  — a        1  — g  a(l+x)-«d(l-g)      ex  2tt(d-a) 

x-d~"l  +  x*    *~      l4-z-a(l-x)      •    8z      ll-a  +  (l  +  a)zj»' 

woraus 

_  g(a-  d)(l— «)  a~b+g(b->-d)-f-(a+gd  — b  — ttb)z 

'■"*■"  l-a+(l+a)z'  *  l-a-|-(l-h«)« 

_  a— e-|-tt(c  — d)  +  (a4-«d— c  — ac)z       _    _    (a  — d)(l+g) 

"*"**"  E(x-a)(x-b)(x-c)(x-d).V.ezJ 

4«»(d— a)». 


E  «(a-d)»(l-i')r(a-b)(l+Js)+«(b  -  d)(l-«)]  [(a-c)(H-z)-f-a(c-d)(l-i)]- 

Die  noch  unbestimmte  Grösse  a  wollen  wir  nun  so  bestimmen,  dass  das 


*  Für  die  Anwendmigen  nämlich  wird  immer  Va^HbT+TTT+Ex*  reell  seyn;  analy- 
tueh  wäre  ein  negatires  £  auch  zulftssig ;  man  würde  aber  dann  blois  i  =^  y — 1  als  Faktot 
im  Nenner  heranssnsetxen  haben. 
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Reduktion  Ton  i^,  wenn  £  =  A+Bx  +  Ci-+Di*+E¥*. 


80 


e  = 


im  Produkte  der  zwei  letzteiuFaktoreD  enthaltene  Glied  mit  z  ausfalle«  wozu 
noth wendig  ist,  dass 

(.-b)(a-.)-«'(b-d)(c-d)  =  0.a'=»2gi;i;i' 

dann  ist  jenes  Produkt 

(A_b)(a-c)  (l+«')+«[(c-d)  (a-b)+(Ä-c)(b-d)]  a-«»)+«Ub-d)(c-d) 
(1  +1«)  =  2  (a  -b)  (a-c)  d+z»)  +  a  [(c— d)  (a-b)  +  (a-c)  (b—d)]  (1  -  t»)  = 
2(a-b)(a-c)+«[(c-d)(a-b)+(a     c)(b-dJ]  +  [2(a— b)(a-c) 
-«  |(c-d)(a-b)+(a-c)(b-d)j]E>. 

Die  Grössen  (a  —  b)  (a — c),  (c  —  d)(a — b),  (a  —  c)(b  — d)  sind  alle 

positiv;  setzt  man  also  a  auch  positiv  voraus,  d.  h.  =  v^/^Z]dw*""a  ' 

ist 

2 (a-b) (a~cH-a [(c-d) (a - b)+(a-c) (b-d)] =«  [Vifi^W(i-^}+V{ß^^^^       \ 

2(a-b)(a-c)-«[(c-dXa-bH-(*-c)(b-d)]  =  -  «[~  V(c-dKa-b)+V(a-^)(b-d)] ', 

so  dass ,  wenn  zur  Abkürzung 

-V(c->d)(a--:b)-hV(*~c)(b~d)_^        (a--c)(b-d)-(c-d)(a     b) 

V(c-d)(a-"b)"+V(»-c)(b~d)     [V(c~d)(a-b)+V(»~e)(b-d)J* 

^  (a~d)(b-c) 

LV(c-d)(a~b)+V(a-c)(b~d)]' 

gesetzt  wird,  wo  also  e  positiv  und  <  1,  man  hat: 

A  +  Bx  +  Cx»+Dx»+Ex*  b  J        ElV(c-d)(a-b)+V(*-c)(b-d)r 

1 4e    1 

•  (1— «»)(1      e»z»)""E(a— d)(b-c)'(l~«»)(l— e«z»)*  . 
und  man  hat  daher  das  folgende  Schema: 

i-a^^l  — z    ^_-\/(b^a)(c-a)    ^_  V(c  — a)  (d  — b)— V(d->c)(b~a) 
3,--d      "!+«•"       V  (d-b)(d-c)'^-  V(c-a)(d      b)+V(d-c)(b-a)' 

r 8x 2  Ve r 8z 

J  Va  +  Bx4-Cx«+Di»+Ex*      VE(d— a)(c-bj /  V(l  — «»Xl— e>Ö' 
Was  die  Gränzen  von  z  anbelangt,  so  wird,  wenn  x  geht  von  — oo  bis 
a,  z  gehen  von  0  bis  1 ,  und  wenn  x  geht  von  d  bis  -f-  <^  >  2  vom  —  1  bis  0. 
2)  X  liege  zwischen  a  und  b.    In  diesem  Falle  ist  (xT-a)(x— b)(x— c) 
.  (x  —  d)  npthwendig  negativ,  also  muss  E  negativ  seyn.     Man  setze  nun 

b— X         l- 1       _b+tta-HO>— afl)z      8x  2a(b  — a) 

=  Ä  ^         »X  — 


x-a"     1  — z'  l+a+(l-a),    '    8i  ~  [l  +  o-t-(l--«)zJ» 

woraus  nun 

(b  — a)(l-fz)  a(b  — a)(l-z) 

X  —  a  =  -,   ,       I    -        T",  X  —  0  =  — 


(b-c)(i+z)+«(*-"C)a"-«)  ,   ^_(b~d)(i4i)+«(it~d)a"-») 

*  l+«i-(l-«)z  '^      ^-  i+a-l-^i««), 

so  dass»  wenn  wieder  a  so  bestimmt  wird  aus 

(b-c)(b~d)-«»(a-c)(a-d)  =  0.«=Vr^T?^' 

▼^    (c— a)(d--a) 

man  zugleich  beachtet,  dass  dann 


Bedhdrtk«  Ton  /^.  wenn  £  =  A+Bx+Cx>+Di»+Ei^ 

(b— c)(b~d)4a[(a~c)(b-d)+(b--0(a~d)]+«»(a— c)(a— d) 

=  «LV(a-c)(b-d)  +  V(b-c)(a-d)]\ 
(b-c)(b— d)-ttt(a— c)(b  — d)+(b--c)(a-d)l+a»(a-c)(a— d)=: 

-«  LV(a-c)  (br-d)- V(b-c)  (a~d)]^ 

und  man  setzt: 

V(a-c)  (b-d)-  V(b-c)  (a~d) 
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e  = 


V(a - c)  (b- d)+  V(b~c)(a-d) ' 
man  haben  wird : 

(»— a)U--b)(x~c)(x~d)=:-a(b-a)»(l  — Og[V(a— c)(b— d) 

+Vlb-c)(a-d)J'(l-e*z»). 

and  da  auch 

(d— c)(b— a) 


€  = 


[V(a-c)(b-d>4-V(b-c)(a-.d)J'* 
50  erhält  man  jetzt  folgendes  Schema : 

l>  —  x^^l~a     ^^-4  /(c^b)(d  — b)  V(e~a)(d  — b)  — V("c— b)  (d  — a) 

'-•     "!+«•   "       ^  (c-a)(d-a)'    •-  V(c-a)  (d'-.b)+ V(c-b)  (d-a)* 

/ex 2Ve /* 8i 
Va+Bx.+Cx^+Dx'+Ex*""  V-E(d-c)(b-a)y  V(I— »»)  (1— e»«»/ 

Dabei  liegt  z  immer  zwischen  —  1  und  +  1 ,  e  <  1 . 

3)  X  liege  zwischen  b  und  c.     Jetzt  muss  E  positiv  seyn  und  man  er- 
hält ganz  in  derselben  Weise :  

c-x^^l-j         \/(d-c)(c-a)  V(d - b)  (0^:^)-  VcTT^Hb^Ii;) 

x-b        !+••  V   (d-b)(b-a)'         V(d-b)  (c-a)+ V(d-c)  (b-a)' 

/; 8x 2j£e /* 8 x 
Va-HBx4-Cx»+Dx»+Ex*""    VE(d-a)  (c-b)  7  V(l  -x*)  (1-e»«»)* 
z  zwischen  —  1  und  + 1 ,  e  <  1. 

4)  X. liege  zwischen  c  und  d.     Jetzt  muss  E<0  seyn  und  man  hat: 

d— x_^l^x    ^_^/(d^a)(d~b)  V(o  — a)  (d^^-^  V(d  — a)  (c  -  b) 

»  — c"""l  — «'"""  ^  (c  — a)(c  — b)'  ®~y(c_a)(d  — b)+V(d-*)(c-b)' 

/; 8x_ 2yB r 8« 
VA+Bx+Cx»+Dx»+Ex*"V-E(b--a)(d  — 0)7  V(l— I»)  (1-e»««)* 

IL  Die  Gleichung  A  +  Bx +  Cx^  +  Dx«4-Ex*=0  hat  nur  zwei 
reelle  Wurzeln:  a<b,  und  zwei  imaginäre:  m+ni,  so  dass 

.  A+Bx+Cx>+Dx»+Ex*  =  E(x— a)(x— b)[(x-ni)»  +  n>]. 

wo  natürlich  n'>0.     Man  hat  nun  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 
1)  X <  a  oder  >  b,  so  ist  £  >  0 ,  und  man  setze  wieder 

X— a        1  — X  a  — «b+(a+ttb)x    8x  2g(b— a) 

X— b^^l  +  x'*"    1  — a+(l-i-«)»   'ex'n— a+(l-fa)x]»* 
SO  ist  . 

/  M  i     1      [a  — ab— ni4-m«  +  (*+«b — m  — nia)z]*+n'[l— a  +  O+flOx]* 

SO  dass  wenn  a  aus  der  Gleichung 

(a — ab  —  ni+™«)(a+«b— m  —  nia)-|-n'(l  —  a')  =  0 

bestinmit  wird ,  aus  der  folgt 


«»  = 


(b— in)»+n 


»• 
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Reduktloii  TOD /^*:  wenn  i  -^  A-hBx+Cx»+Dx»-t-Ex*. 


und  man  zur  Äbkfirzung  setzt  : 

(a  — ab--in+ina)'-|-ii'(l— 0)«  =  /?*,  (a  +  ab  — m  — ina)»  +  n*(l  +  a)*=  y', 

man  hat 

[l--«4-(l+a)zJ* 

so  dass  also  hier: 

x-b    "     1  +  z'  V    (b— in)»-|-n*'   J  Va+Bx4-Cx'+I)i»+Ex* 

_  2V  a  /• dz 

z  zwischen  —  1  und  +1. 

2)  X  liege  zwischen  a  und  b.  Ganz  vie  so  eben  hat  man,  da  jetzt  E<(>: 

y2  =  (b  —  aa  — ni+ina)»  +  ii«(l— «)>, 

/; 8x ^   2Vtt      /» 61 
Va  +  Bx4-Cx»+Dx»4-Ex*~  V^^J  V(1  — z»)(^»4-7«»«)' 

in.  Die  Gleichung  A  +  Bx  +  Cx^  +  Dx»+Ex*=Ö  habe  die  vier 
imaginären  Wurzeln:  m+ni»  m'+n'i,  so  dass 

A+Bx+Cx»  +  Dx»+Ez*=E[(x— in)«+n=J[(x  — m')*+n'*J,  E>0. 
Man  setze 

X  —  m _  l+gg       _  n(l +«')+"(«""»)      öx __ n(l-|-g*) 

SU  ,st  (x-m)  +n  = ^^-^jp -  ^-^p . 

/^      ^.N»  .  „.«     [n+in«-in-«+('n^+n«-ni)»]'+n"(g--i)^ 
VX      m;  -rn    -  («— z)» 

so  dass ,  wenn  a  aus  der  Gleichung 

(n-|-ma  —  m'a)(in'+na — m) — n'*a  =  0 

bestimmt  wird,  man  hat 

(x-m')*+ii'»=  ?^-^\  ^*=(n+ina-in'a)»+n'»a«.  y»  =  (m'+na-mr+n'«. 

{a — E) 

Was  a  anbelangt,  so  gibt  obige  Gleichung 

n^»-[-(ni-^inO'— D»+V4  n»(in  — mO»+|n'»+(m— mQ»— nT' 
""^  2n(m— mO  " 

Setzt  man  nun  die  angeführten  Werthe  ein,  so  ergibt  sich  (wo  die 
WurzelgrOsse  positiv  zu  nehmen  ist):         

/'*__ 8xj -4    /H-o»  f 8z 
VA-t-Bx+Cx*  +  Ox'+¥i*""  ^      K   •/ VO  +  «*)(/»'+y*«V 
W^as  ß^  und  y^  anbelangt,  so  ist 

,  ^«-y«=[n»—(ni—m')»—ii'*](l—a')+4ii(m  — 111')«  =  [n*  —  (iii  —  iii')'—n'T  (!+«'; 
+2  [n'*  +  (m  —  m')'  —  n»]  ««  +  4n(m  —  m')«  =  [n»  —  (m  —  m')'  —  n'«]  (l  +  «*)  t 
2n(m  — inO«(«'  — l)-t-4n(in— in')«*=  [n*  — (m  — m')*— n'»]  (l-|-a*)  +  2n(in  — m'fl 

(1 -(-««)  =  (l  +  a')[n'—(m  —  in')*-n'*+2n(in  —  in')«J. 

*  Die  Gleicbang,  welche  a  bestimmt,  ist 
'     "  |n*— (m— m')«— n'»]a4-n(m— m')«*  — (m--ni')n  =  0, 

woraus  folgt  [n'*H-(m  — m')*—n'Ja  =  n(m  —  m') («*—!), 
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Kun  ist  aber  14-«*>0;  ferner,  wenn  man  obigen  Werth  von  a  ein- 
setzt : 

n*  — (in~-inO--n'+2n(in  — ni')«  =  V4n*(m  — in')'-t-[n'*-|-(inT-ni')'— n*]', 

also  auch  positiv,  mithin  /?' — y'>0,  d.h.  ß^>y\ 

—  • 

Man  wird  leicht  beachten,  dass  es  im  Vorstehenden  in  Wahrheit  nur 
darauf  ankam ,  die  Integrale 

/; ex r    ex 
V±(x-a)(x-b)(x~c)(x'-d) '  y  V±{x-*)(x-b)[(x- 


A 


ex 


umzuformen.     Femer  ist  klar,  dass  wenn  man  in  dem  Ausdruck 

E(x-a)(x~b)(x-c)(x-d) 

setzt  E  =  «,  a  = und  dann  e  zu  Null  werden  läset,  derselbe  zu 

(•x+l)(x-b)(x-c)(x~d)  =  (x-b)(x-c)(x-d) 

wird.    Je  nachdem  nun  die  Wurzeln  von  A+Bx  +  Cx'-|-Dx'  =  0  beschaf- 
fen sind ,  wird  man  haben 

A+Bx+Cx»+Dx»  =  D(x— b)(x  — c)(x  — d)  oder  =D(x  — b)[(x--in)»+n»]. 

und  man  wird  für  E  =  €  und  a= diese  Grössen,  in  denen  D  wegge- 

lassen  ist,  unmittelbar  aus  dem  Frühern  enthalten,  wenn  man  €  =  0  setzt. 
Daraus  folgt  nun  leicht : 

IV.  Die  Gleichung  A+Bx+Cx'+Dx*=0  habe  drei  reelle  Wur- 
xeln :  b  <  c  <  d ;  so  dass 

A  +  Bx+Cx*+Di'=D(x— b)(x--c)(x~d). 

Dabei  sind  nun  folgende  Fälle  zu  unterscheiden : 

1)  X  sey  immer  grösser  als  d,  so  dass  D>0.   Setzt  man  in  I.  1):  £ 

=  e,  a= und  lässt  dann  e  =  0  werden,  so  ergibt  sich  das  folgende 

Schema,  wenn  man  statt  des  Faktors  x  —  a  geradezu  1  setzt,  oder  statt 

a 

a  :  — : 


1  — I  1  VdT-b— Vd"^  c— b 


«— d         1+1  V(d— b)(d— c)  Vd  — b+Vd-c      LVd— b+Vd— cj' 

/; 8x 2Ve r 8  z 
Va+Bx+Cx'+Dx» ■"  Vß^~b)  J  V(i— «Od  — eV)* 

2)  X  sey  kleiner  als  b,  also  D<0.     In  derselben  Weise  erhält  man 
aus  den  Formeln  in  I.  2)  : 

K  ^-*  \/7 iTTl—Tx  Vd-b-V^^=T  d-c 

b  — x  =  ar--r— ,  a=  V(<^  — b)  (d     b),e  = 


/; 8x 2Ve  r 8x 

VA  +  Bx+Cx«+Di»  ~  yirD(d  — c")/  VO  ~«')  (> -e«T^* 
3)  X  liege  zwischen  b  und  c,  also  D>0.     Aus  den  Formeln  in  L  3) 
■     folgt : 
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m-' 


c— X        1  — I  \  /d— c  Vd  — ^ 


—  b— Vd  — c  e  — b 


+«'       ^  d-b'      Vd-b+Vd^=^    [Vd^Ti+Vdir^r' 

Va+Bx+Cx*+Dx» ""  VD(^^ y  V(l— i»)(l      i^' 
4)  X  liege  zwischen  c  und  d,  also  D<0.     Aus  I.  4)  fol^: 
d— X       1— z  -4  /d— b  y/d— b— V^3b" 

x-c-"i+z'"-  V  c-b'  '-yd-b+Vo-b' 

/•     8x 2Ve  r 8i 

Va+Bx+Cx«+Dx» ~  V-D(d— c) y  V(l-2»)(l  — e»««)* 

V.  Die  Gleichung  A+Bx  +  Cx'+Dx'  =  0  habe  nur  eine  reelle  Wur- 
zel b.     Alsdann  ist 

A+Bx  +  Cx»+Dx»  =  D(x  — b)[(x-ni)»+ii«]. 

1)  Sey  x>b,  also  D>0,  so  folgt  aus  II,  1): 

^      =«i^.o  =  — ==i=;=,  ^«  =  2[l+«(b-m)].  y»  =  2[l-a(b-m)l. 


x-b         1  +  x  V(b  — in)*+n» 

/; 8x 2Va  r exj 
Va+Bx+Cx*+Dx>""  VV  V(l-x»)0f*+7'Ü^' 

2)  x<b,  also  D<0,  wo  nun  aus  II.  2)  folgt: 

b— x  =  a  j^,a=  V(b  — in)»+n»,  |»*  =  2a*-2a(b  — m),  y»  =  2a«  +  2a(b-ii)), 

8x 2,Ve      r 8» 

Va+bx+Cx»+dx»  ""  V^^Td  y  Va-«')tf'+r*0' 

Anm.  Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  in  IV.  und  V.  behandelten  F&lle  rich- 
tig gelöst  find,  wenn  man  direkt  snbstitnirt,  nnd  wir  wollen  dies,  um  keinerlei  ünklaibeit  n 
Terorsachen ,  doch  noch  kurz  andeuten. 

1)   X  =  --rJ T+d,  —  =  -7; r^,    X~b=  +d  — b,  X~C:=:-;~ r+d-C 

o(l  — z>  8z      a(l — z)*  a(l+z)  o(l  —  z) 


l^(      KU,    .Ww    ^^     ^[l+«(d-b)+(l~tt(d-b))z][l+tt(d--e)+(l~«(d-c))z](l^») 
U  (x— b>  Cx— c>  (X— d} = D «»(i_j)3 

jD  [  Vd^+ Vd^i:b+(  Vd^—  Vd^)  z]  [  Vdirb+  vm^i 
^] ■^(Vd>b-Vd-c)z]a~z») i 

VT=1  Vd  — b.a»(l-z)» 


D(Vd--c  +  Vd-~b)»(l---ez)(l+ez)(l~z»)  _D(c  — b)(l  — e»«^(l— z^ 
Vd^Vd—b.  «'(!-«)•  a*e(l—a/ 

2)  x  =  b-^^^;  D(x-b)(x-c)(x-d) 
^g(l  ~z)[b— c— «+(b— c  +  tt)zl  [b~.d--g+(b— d+a)zj 

pa(l-  z»)V^^Vd— b[—V^^— Vd— b+(VdI^—  Vc^>zji 
I [— Vd-b—  Vc~b-t-(Vc— b— Vd~b)  z] ] 


DaMl--z»)[Vc-b+Vd  — b]»(~l+ez)(— ]~ez) 

Da«(l— z»)(l— eV),^        ,      6x  2a 

(d  — c),    —  = 


e(l+z)*  ^         '•    8z""(l-|-z)»' 
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«(c— b)*(l  — «»)[c  — d4-a(b— d)  +  }c  — d~«(b  — d)j  z] 

tt(c— b)»(l— «»)[g»+tt4-(a»-tt)i](d— b)     «'(c— b)»(d-b)(l— i')[(l+«)»~(^-^)'«'] 

^«»0+a)»(d->b)(c--b)»(l  ~««)(1— e'i»)      ftnc-b)'(l— «»)(l— e»i») 
[l+a+(l-«)zr                     "■        e[l+«+{l-«).]»        • 
81  _  2tt(C'— b) 

4)  Wie  nnter  Nr.  3. 

0  +  «)[0  +  »+«(b~ni)(l-z))»+i»'«'(l~«)'] 

«»(1— z)» 
(1  ~«»)r(l+z)»+2g(b~m)(l  -««)-Ki -,)»]      (l-z»)[^'+y»z»]    8x  2 


«»(1— z)*  "■         «'(l-z)*        '8i"«(l-z)»" 

ßw      k      «(1-»)    /       KM/  Ml     n  g(l-"Z«)[/g»+y'«*]    81  2« 

6)x=b — ^_^.(x-b)i(i-»)»+n«]= ^^—, — *^,=ir=r^v 

/*  8t 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  das  Integral/^  .  ,  so 

/»  8z 

—  ■    —  imnier  auf  eine  der  drei  Formen 

VA+Bx-f-Cx»4-Dx» 

EurQckgefBhrt  werden  kann.  Die  zwei  letzten  kann  man  dadurch,  dass  man 
9 'als  gemeinschaftlichen  Faktor  heraussetzt,  d.h.  /^'+y'z'  =  /?'ri+|j-zM 
Mrhreibt,  noch  etwas  vereinfachen,  so  dass  man  schliesslich  nur  die  Integrale 

/; 8z r 8z r 8z 
V(i~O0-e*«*/  y  V(nz»>(l+k»z')'  J  V(i+E*)  {!+.*%')' 

in  denen  e'<  1  ist,  zu  betrachten  hat.  Dabei  liegt  für  die  zwei  ersten  z 
Ewischen  —  1  und  -)- 1,  d.  h.  da  dieselben  nur  z'  enthalten,  z  zwischen  0  und 
1  (§.49,  VII),  für  das  letzte  kann  z  alle  möglichen  Werthe  haben,  um 
nun  diese  Integrale  auf  elliptische  zu  reduziren ,  setze  man  in  denselben  be- 
Efiglich 

z  =  iiii9>>  z  =  cosi»,  z  =  tg^ 

und  hat 

/l 8« /*  cogy8y /*  8» 

/; 8« ^_   /*       — 8iD»8»         ^        /*  8» 

V(l— i»)(14-k>i')"yiin9Vl+k*co8»»  y  Vl+k'— k»iiii«5B 

—  1         ^  8y 

D i  t  ■  f  t  r ,  DlfllvrtatUl-  a.  Iiit«fTai-A«chiiaof .  ^|^ 


> 


Bin*9> 
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Va  +  O  (l4-e'z^     y  cosVV(l  +  tg*»>)(l  +  e»tg«»)     7  Vco«*»>-f  e>«ii 

y  Vi  — (1— e'>8in*»>' 

welche  drei  Integrale,  in  denen  y  zwischen  0  und  y  liegt,    zu  den  ellipti- 

sehen  Integralen  der  ersten  Art  gehören ,  da  e',  j-nTf«»  ^ — ^'  kleiner  aU 
1  und  positiv  sind. 

§.  102. 

Gesetzt  nun ,  man  habe  das  Integral 

f(x)8x 


fv. 


(a) 


in  welchem  E  auch  =0  seyn  kann,  und  wo  f(x)  eine  rationale  Funktion  von 
X  ist  von  der  Form  der  in  §.  37  betrachteten  Brüche,  also 

a-j-bx+cx*"}-.... 
^'^"■«+/?x+yx«+....' 

80  ersetze  man  x  durch  z,  wie  es§.  101  verlangen  würde,  damit  Va+TT+Ex* 
auf  die  Form  VÖ±«W±«*2^  reduzirt  werde ,  so  wird  f (x)  immer  noch 
eine  rationale  gebrochene  Funktion  von  z  seyn ;  alsdanii  ersetze  man  z  durch 
siny,  cos 9),  tgy,  je  nachdem  es  VÖ±**)ÖTe*z*>  verlangt,  so  wird  das 
Integral  (a)  auf  das  folgende  reduzirt  seyn : 

wo  F  eine  rationale  gebrochene  Funktion  von  sin^),  oder  cojsy»,  oder  tg^ 
ist.  Zerfällt  man  dieselbe  nach  §.37  in  Partialbrüche,  so  wird  man  di« 
Integrale 

B  n  n  ' 

/'     Sin  y8x  /*      cot  y8»  f    tg  »8y  P_ -8» 

Vi— e»8in*9>'   y  Vl-e*sin»»>'  7  Vi— e»8in»9>'   7  (a  +  Mnv)Vl— e'sin«» 

8v  /•  (AMn9t>4-B)»^p 


/• 89» r 8y  r 

•/  (a+co8<»)"Vl  — e*8m»»>V  (a -|- tg y)' Vi  —  « ' «»i^*^  [(sin »>-|-a)'+b»]" Vi -«*«"*♦ 

/(Acog»  +  B)8»         /*  (Atgy4-C)8» . 

[(co8»>  +  a)*+b*]'Vl-e'«in*».'  •/  [(tgy+a)-+b'|"Vl  — e'sin«»  ' 


ZU  ermitteln  haben,  und  wenn  man  alle  diese  Integrale  zu  bestimmen  im 
Stande  ist,  so  darf  oflfenbar  die  allgemeine  Aufgabe,  das  Integral  (a)  zu  be- 
stimmen, als  volkt&ndig  erledigt  angesehen  werden.  Was  nun  diese  Inte- 
grale anbelangt,  in  denen  9  nur  zwischen  0  und  ^  liegt,  so  smd  durch  die 

Formeln  (k)  des  g.  1 00  die  ersten  drei  bereits  bestimmt,  während  die  For- 
meln (k')  desselben  §.  die  drei  andern  bestimmen  würden,  wenn  a=0  wäre. 
Um  f&r  den  allgemeinen  Fall,  in  dem  a  nicht  =0  ist,  Reduktionsfar- 
melü  aufzustellen,  beachten  wir,  dass 


Dm  Integral yi^^.  4=  A-|-Bx-|-Cx'+I)i»+Ex*. 
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""8«l~^ i:=r^l= —  fn-l4-a(i4-e')8ing> 

"^^     (a+sin^)  -■      (a+slrup)  Vl-e*"«'* 

—  (d— 2)(l+e*)«n**»  — 2ae»«m»y+(ii  — 3)e«8in*f>]. 
Man  setze  nun 

n  — l+Ä(l+e«)sinf»  — (n— 2)(l+e»)Mn'»— 2ae»8in»v4-(n— 3)e«8inV  =  A 
+  B(a-|-»iii»>)+C(a-{-8in^)«+D(a-t-sinv)*-|-E(a  +  8iiiy)*, 

erhält  man,  indem  man  die  Koeffizienten  derselben  Potenzen  von  g>  ein- 
ier  gleich  setzt: 

(n~3)e*  =  E,— 2aö*  =  4aE  +  D,  -  (n  — 2)(l-He«)  =  6a*E+3aD+C, 
a(l+e»)  =  4a»E+3a»D  +  2aC-HB.n  — l  =  Ea*  +  Da»+Ca*+Ba+A. 
raus 

E=(n— 3)e»,  D  =  — (4n  — 10)ae»,  C=  (n  — 2)(6a*e»-e»— 1), 
B=(2n-3)[l+e*-2a'e*Ja.  Az=(d— 1)(I— a=)(l  — a»e»). 
ihisö  also: 

cos»Vl— e*8in*»  x   u  /*  ö» 

(a+tini&)  •/  (a+8in^)  Vi— e*»»nV 

4-(2n-3)a(l+e»-2a»e')  f ^  ^/ 

ev  (c) 


+(n-2)(6a«e«-e»-l)y-  ^^^^^ 


(a+8in9)        yl  —  e'8in^^ 

10-4n)ae»/ -^^  4-(o^3)e»/' -^\ 

J  (a+iin»)       VI3e»8m»»>  J  (a+sin^)       Vi— o*"n' 


»> 


Iche  Formel  eine  Reduktionsformel  für  /^ ^  ^  —   darbietet. 

y  (a4"8>"?p)  Vi — e*siiiV 
fuhrt  bei  fortgesetzter  Anwendung  (bis  zu  n  =  2)  schliesslich  auf 

r 6y  r  8y  /*(a  +  »ny)8y        /1(a-h«in»)'b» 

'  (a  i-  MD»)  Vi— e^sinV'y  Vi— e'«n*»  *  7  Vi  -  e*sin*v  J  Vi  — e*8m»»  * 

I  weichen  Integralen  die  drei  letzten  bereits  in  §.  100  behandelt  sind. 

8  erste  gibt 

Ö1P r        8»  r  a  -RJny   1         P 8jp 

a+sin»)  Vi  -  e»sin»»~y  Vl-e*«nvLa*--«*°'*>J"V(a*--8in*9)V^e»8in»9 

sin  9*89 


-/ö 


(a*  -  8in»9)  Vi— e»8in'9# 

1  denen  das  erste  zur  dritten  Gattung  der  elliptischen  Integrale  gehört, 
\  zweite  aber  nach  §.  40  integrirt  werden  kann  (cosy  =:x  gesetzt). 
Ganz  in  derselben  Weise  erhält  man  auch  folgende  Reduktionsformel: 

»in»  Vl-eWy^_(^_3)^>  r ^^ 

(a+coirt"    *  •/(a+co8  9)""^^^^      -*"-* 


+  (4n-10)ae»/-  ,^ 

J  (a 


Vi  — e*8in*9 
89 


,-|-co8|&)       Vi  —  e*8in*9 

+(n-2)(2e»~l-6a»e»)/ ^   ^^  ^ 

^  (a  +  co8  9)       Vi— e*8in» 


9 
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+  (2ii-8)0-2e'+2»'e')a/' .J**^  - 

J  (a-|-cos4»)       \\ — e*»to'<> 

-l-(„_l)(l_a')(l-e«-Ha'.«)/* ^* (4) 

J  {b-|-co8|&)  V  1  —  e'sm'9 

Diese  Reduktionsformel,    die  noch  für  n  =  2  anwendbar  ist,    führt 

schliesslich  auf  die  Integrale 

/' 8» r         e»  /*(a+coB»)8y      /*(a+coi»)»6» 

(a  +  co8»)Vl-e'8inVV  Vi— e*8in'9V  Vi  — «'«inV'y   Vi— e»«ii*»' 

von  denen  die  drei  letzten  in  §,  100  schon  behandelt  wurden,  und 

/^  I 8v p         (a— co8»)8»    
(a  +  co8»)Vl  —  e*sin»»)     7  (a*  — co8V)Vl  --e'sin»^ 
/l 6» /* co8»8» 
(a«— l  +  8in'»))Vl— e*8iii*»     7  (a*  — co8V)Vl--«'«in'»' 
wov^n  das  erste  zur   dritten  Gattung   elliptischer  Integrale   gehört ,   das 
zweite  nach  §.40  integrirt  werden  kann  (wenn  man  sin  9)  r=x  setzt).  Ferner 
hat  man  in  derselben  Weise : 

Vi  — e*"n*<»  ,_      ^^,,        ,^ /*  8» 


'    (a+tgv)       C08V  •/    ( 


+(4n  —  10)a(l  — e»)/— 

y  (a 


>  +  tg*»)       Vi  — «*«nV 
89 


+  tgi»)'    Vl-e»8iii»9 

81^ 


-(n-2)[2-eH6a»{l-e«)l/*-  ^_^ 

•/  (a    ' 


+  (2n-3)a[2-e'+2a«(l-e»>]/'-  ^_^ 


+  tg^p)       Vl-e»8m«9 
.  8f. 


(a  +  tgflp)       Vl-e*8iii»» 
~(n-l)[l+aM-e»)](l+a»)/' /^  (e) 

welche  Formel  (für  n=:2)  schliesslich  ausser  den  schon  in  §.  100  behandel- 
ten Integralen  noch  auf  das  Folgende  ßihrt : 

/\ 85p /"a—tg» 8y 
-    (a  +  tgi.)Vl  -e*8m«»     /a'-tg^  Vl-e>8ln»f> 
/aco8*» — 8inyco8y 8<» /*           oos'y»  89 

7 8inycosy8y 

'"/[a»— (1  -f-a»)  sin'^pj  Vi— e»8^ ' 

von  denen  das  letzte  nach  §.  40  mtegrirt  werden  kann  (8in'y=x),  während 

y' co8*»8» r        1  — gjn'y 8» 
[a*-(l+a»)8iii»i.]Vl-e'»inV     y**-(^+0»in'»   Vl^e'tin»» 

^_L    /* ^y  ■     1      /-      8» 

und  also  auf  elliptische  Integrale  der  dritten  und  ersten  Art  zurückkommt. 

Wir  hätten  nunmehr  noch  Reduktionsformeln  für  die  drei  letzten  der  Integrale 

in  (b)  aufiEUsiellen.     Wir  können  dies  jedoch  vermeiden ,  wenn  wir  in  den  drei  T0^ 

hergehenden  a  auch  imaginär  seyn  lassen,  also  bei  der  ZerfftUung  von  f(x)  in  I^ 
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shQ  nur  Nenner  ron  der  Form  (x-j-ft)  zulassen,  wo  a  sowohl  reell  als  ima- 
lejn  kann.  Dann  gelten  natürlich  dieselben  Reduktionsformeln  (c),  (d),  (e) 
wenn  auch  a  imaginär  ist.  Da  die  imaginären  Wurzeln  immer  paarweise 
imen,  so  wird  schliesslich  das  Imaginäre  immer  wegfallen.  Wendet  man  aber 
luktionsformeln  (c),  (d),  (e)  an,  so  gelangt  man  zum  Ende  auf  ein  ellipli- 
ntejral  der  dritten  Art,  in  dem  imaginäre  Konstanten  vorkommen ,  d.  h.  auf 
egral  der  Form 

89 


h 


n+(m4-ni)  »in»»]  Vi— ••*»*»' 
sen  Bestimmung  wir  uns  im  folgenden  §.  beschäftigen  wollen. 


§.  103. 
ey  in  +  ni  =  r(co86+i8in€),  und 

89 

. — ==  =  K-Li,  (a) 

^  [l+r{cas*-|-i8in«)8in*9]  y  1 — e'sin'» 

auch 

89 


/; 


/ 


0 


[l+f(co8«      isin«)siD'9]  V^l — e^sin^f» 


=  K  +  Li. 


\  durch  Addition  und  Subtraktion  unmittelbar  folgt : 

(l-f"Tco»*8ip*y)8y 

[l+2rco8«sin»flP+r*iinV]VA  -e*«in*9  * 

FHJnashi'yS» 

[l+2rco8«8in*flp+r*»inV]Vr^e»8in»»' 

»»  wenn  man  diese  beiden  Integrale  zu  bestimmen  im  Stande  ist,  man 
as  Integral  (a)  bestimmen  kann.  Die  beiden  Integrale  (b)  gehören 
Form 

(M4-Nsin»9)89 


h 


(c) 


J  tl  +  2rco««giii»9.  +  r»sln*»i]Vl— e'siB»»' 

Bestimmung  wir  nun  angeben  wollen.     Zu  dem  Ende  müssen  wir  je- 
Dcli  eine  andere  Formel  ableiten.     Man  setze 

8in9C089  ... 

X  = — ,  (d) 

(1  +  a8in»9)  Vl--e»8in»9 
8x 1  1— (2-^tt)sin»9  +  (l  +  2a)e*sin*y      ae*sin'f> 

,  wenn  ß  (wie  a)  eine  beliebige  Konstante : 

1        8x      1  — (2+a)8in»9+(l+2a)e»sin*9  — «e»8ia»9  1 


+  ^x*  89      (l+asin«9)*(l  — e»Mn»9)+/^Mn*9(l  — •in*9)  V\— ^«%.W  V 

jrans,  da  jr =0  /ör  5p  =  0  (§.  65) : 
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/^  — (24-«)sin»y-f  (l+2a)e'stn*g)-ge»gin*y  8y  __    f    dx 

WO  das  letzte  Integral  in  allen  Fällen  leicht  bestimmt  werden  kann,  nnd  x 
und  9)  dnrch  die  Gleichung  (d)  verbunden  sind. 

Wir  wollen  nun  a,  ß,  nebst  der  weitern  Unbekannten  y  so  zu  bestimmen 
suchen,  dass  identisch 

wo  wir  a  nnd  a'  als  bekannt  (d.  h.  beliebig  gewählt)  ansehen.    TJieraus  folgt, 
indem  man  die  Koeffizienten  derselben  Potenzen  von  sin^g>  gleich  setzt: 

aa'y  =  — a*e*,  (a+a')y  +  aa'  =  — /J-j-«*— 2oe*, 

Hieraus  dann :  y  =  —  ^-^,  ß  =  a^ — 2e'a — aa'+a'e*  — ^-7-1    und 

'  aa         ■  '  aa' 

wenn  man  diese  Werthe  in  die  dritte  Gleichung  einsetzt: 

tt»[aa^+(a-haOe»-he'J  +  2a(l~e*)aa^  =  aa^(a+a^4-e*+aaO, 

--aa-(l~e»)±VRa-(lH-a)(l+aO(a+e«)(a-+e')l 

woraus  a  =  1 — ; ; ■- — r-j ■         f 

aa'4-(a4-aOe»-|-e»  Wf) 

g"  1 

und  dann  y=  —  o',  /?  =  a+a'  +  yH-e* — 2a,  1 

aa'     '  ' 

aus  welchen  Gleichungen  zwei  Werthe  von  er,  und  also  auch  von  ß  and/ 
hervorgehen.     Man  setze  nun 

1  — (2+a)8in»».  +  (l+2a)e»sinV  — «e*8in*f)        1  A  .  B 


(l+tt8in*».)*(l— e*8inV)+i*8in»9(l— sin*flo)       a    '  l+a8in»f)  '  l+a'sinV 

+ C ^      . 

l-}-y8in*9' 

SO  erhält  man  zur  Bestimmung  von  A ,  B ,  C : 

l+«(A-}-B+C)  =  ft,  a+a'+y+A«(a'+y)+B«(a+y)+C«(a+aO=-  (2-r«)«. 
ay-|-a'y+aa'4-Aaa'y-|-Batty4-Caaa'  =  (14-2tf)ae*,  aa'y  =  — a*e\ 

von  welchen  Gleichungen  die  letzte  wegen  (f)  von  selbst  erföllt  ist;  die  an- 
dern aber  sind : 

A+B+C=i^.A(a-+y)+B(a+y)+C(>+>0  =  -^''+'''+*+*'+^ 

a  a 

A    .     I  n       1  r.     /      (l+2«)tfe*  — (aa'  +  ay+a'y) 

Aa'y-lrBay-f-Caa'=  — = ^^ ■ — ^-^ ^,  (g) 

a 

woraus  leicht  A,  B,  C  folgen.     Setzt  man  nun  endlich  in  (e)  ein,  so  erhält 
man  (§.  99)  : 

^ F(9.  e)+ An(9,  a,  e)+B  0(9.  a',  e)+Cn(f). y,  e)  =J^j-^'L^^ ,  (e') 

0 

in  welch  wichtiger  Formel  die  Grössen  a,  ß,  y  durch  (f);  A,B,  C  durch  (g), 
und  X  durch  (d)  gegeben  sind.     Da  die  Konstanten  alle  doppelwerthig  sind, 
80  umfasst  diese  Formel  eigentlich  zwei.     « 
Man  setze  nun  in  der  Formel  (e^) : 

a  =  r(co8«+iBhi0),  a':=r(eo8«— isin«), 

SO  folgt  daraus: 

aa'  =  r»,  (l+»)(l+»')  =  l+2rc©s«+r»,  (a+e»)(a'-fe«)  =  e*+2re*cot«4-r'. 
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t  dass  in  (t) : 

„  ^  —rM  — e*)±r  V(14-2rcos6+r';  {e*-|-2re'cos7+r^)         _  __  e^» 

r»+2re»cos«+e'  '    /  -   —     ,,   • 

/?i=2rcos«-|-e*— 2« —     ,-. 

r* 

Beachtet  man  ferner  die  Formeln  (<i)  und  (b),^o  ist 

An(f),a,e)+Bn(».,a',e)  =  A(K-Li)+B(K-hLi)=(A+B)K  +  (B~A)iL. 
u       /T>        A\*        BrMn«  —  ArRin«.        Ba-^-Aa'        B-hA  ,  , 

f>  aber  (B— A)i= : 1  = -, : — — rcosc,  so  dass  also 

rwn«  mne  rsin« 

An(f),a.e)+Bn(y,a\e)  =  (A+B)K-^l^^±A5lL--^^rco8..L 

rsme  rKin« 

—  (A-hB)  /  (l+rco8g8in^y)8y 

^  [l+2rcos«8in*».+r*sm*».]Vl  -«*«in*^ 

+  (Aa'+Ba)  / '^!^^t^ ^.= 

*f  (l+2rco8«8in*».  +  r*sin*».]  \/\—^*%\n*ip 


-(A  +  B)  /- rco,.«i..'y8»        

•^  [l+2rco8«8in*9-["'*"ß**>J  V  1 — e*8in*< 


D  nan  das  letzte  Integral  vom  ersten  sich. abziehen  lässt. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  A+B  =  f,  Aa'+Ba  =  g,  so  erhält  man, 
iter  Berücksichtigung  der  beiden  Werthe  von  a  die  folgenden  zwei  Sätze : 

9 

—  F(9>,e)+  / i— i-2 ^-^—^, 4-Cn(y,y.e) 

«  J  [l-|-2rco««nii*9+r*Mn*f»]Vl  -  e»8inV 


/ 


>  nun  ^ 


(E) 


_  — r'O— e»)+rV0+2reoia+r')(e*-|-2re»co8a+r»)        _ _  e^* 
""  r»+2re»coB«+e*  "       »    y—         ,1   » 


^  =  2rco««-|-e*  — 2a j 


id  f ,  g ,  C  aus  den  Gleichungen : 


r' 


.  .  -r.       Ä— 1         I  •     I  «           ^          2tt+o'4-2rco8e+y 
f-hCrr-^,  g+fy+2rco8«C= ^^- i^ ^^, 

gy+r«C  =  0  +  2tt)tte*-(r»+2ryco«6) 

(bestimmen  sind,  und  x=: »  o  y .^^ 

(1  +«810*».)  Vi  — e»8iii»9 
Eben  so : 

lF(,.e)+  f- <!:±«:!Ül!f)»2___+c'n(,.r'..) 

«'  ^[l+2rco».iiinV  +  r«»iii*f.]Vl-8*»«nV 

0 


'  "  (EO 


0 
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^     — r»(l-e*)  — rV(l+2rco8g+r»)(e*+2re»coigH-r*)      ._      eV 
^**         "■"  r»+2re»C08e+e*  '^~         r»   ' 


/y  =  2rco8«4-«*  — 2«'  — 


r 


t    » 


f  +  C'= 7^,  g'+f/-}-2rcos«C'= ■ -^ ^-- 


z  = 


sin  9  cos  9 


(1  +o'  sin  V)  Vi  -  e*8in»9> 

Die  Formeln  (E)  and  (F^)  geben  die  zwei  Integrale 

(f+g8in»9)8flD 


/f 


^   [l+2rco8«8in*9>+r»sin*»)]Vl  — e'»in'f> 

/* (f+g^»iD*y)8y 

•/  [l+2rco8«8in»94-r»8in*f>]Vl--«*MnV' 

jedenfalls  ganz  unzweideotig.     Will  man  dann  das  Integral  (c)  erhalten,  so 
setze  man 

M+N8in*9  =  m(f+gsinV)+n(f+g' «»*»>). 

d.  b.  bestimme  m  und  n  so,  dass 

nif+nf  =  M,  mg+ng'=N, 

was  immer  möglich  ist,  und  es  ist  das  Integral  (c)  auf  die  beiden  (h)  zu- 
rückgeführt, also  auch  die  Integrale  (b),  d.  h.  (a). 

Pamit  bt  nun  unsere  Aufgabe  vollständig  erledigt.  Ein  jedes  Integral 
von  der  Form  (a)  in  §.  102  kann  somit  auf  elliptische  Integrale  rednzirt 
werden. 

Anm.  Man  sieht  leicht,  dass  man  hier  aoch  einen  etwas  andern  Weg  hatte  einschlagen 
können.  Bildet  man  nämlich  wieder  die  Gleichung  (e')  und  eHetst  a  und  a'  in  der  gleich  dar- 
auf  angegebenen  Weise ,  wodurch  a,  /9,  y  reell  werden ,  so  erhslt  man ,  wenn  A,  B,  C  am  (g) 
fftr  die  zwei  Weithe  Ton  a  bestimmt  werden ,  aus  (e')  swei  Oleiohungen,  in  denen  die  GiOscen 
H  [9t  r  (tos  «-|-  i  sin  «) «  e] ,  17  [9,  r  (cos  a  —  i  sin  «) ,  e]  Toricommen ,  wahrend  F  (fp,  e),  11  (f ,7,6) 
reell  sind.  Ans  diesen  zwei  Oleiehungen  lassen  sich  aber  die  genannten  zwei  OrOssen  betthn- 
men ,  wodurch  die  Werthe  Ton  K  und  L  in  (a)  unmittelbar  erhalten  werden. 

§,104. 
.  Zwischen  den  elliptischen  Integralen  der  drei  Arten  bestehen  Beziehun- 
gen, die  wir  schliesslich,  ehe  wir  zu  Anwendungen  übergehen,  noch  ableiten 
wollen.  , 

Zunächst  aber  wollen  wir  bemerken,  dass  man  ganz  in  derselben  Weise 
wie  in  §.  102  folgende  Beduktionsformel  beweisen  kann : 

^^^^'^^'";l?^=(2°-2)[*+aHl+e')+a«e*j/— . ^^        _^ 

(•-}-»in*f>)  -^  (a+sinV)"  Vl^e'siii'f 

-(2n-3)[l+2a(l+e')+3aV]  / \^ 

J  (a+sinV)'     Vi  —  e»sin»v 
^-2(n— 2)(3ae*+l+e*)  f- -?-? 
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-  (2 n  -  5)e»  / ■      ^/  — »  (a) 

Setzt  man  hier  n  =  2,  —  f&r  a  und  dividirt  beiderseitig  darch  a,  so  er- 
nan:  

l-|-asin»f»                  L              a*  \  J  (i  +  asin» f>)»Vl—  e»iin V 

»+2a(l+e')+3e*1    r h^  e^  /'0+aiin*»)8» 

Aus  dieser  Formel  folgt  nan,  da  die  erste  Seite  Nall  ist  f&r  9)=0y  dass 
die  lotegrale  als  bestimmte  innerhalb  der  Gränzen  Null  und  ^  ansehen 
,  wodurch  etwa  für  a  =  —  e^sin'a: 


9 

»coay  V^l — e*gin*»         coi*a(l  — e'sin'g)  /* 89» 

1— e'sin'asüi*«)        "  e*Mn*a         •/ (1  —  e*8in*tf8in*9)*Vl  — e'sin* 


0 
(l  +  co8*«)(l-e*8in»«)+cot 


[^  f 8y 


e*sin*o  J  (i_e»tin»asin*9)Vi— e*Mn*f> 


1  /'l— e'gin'tfiin'y 

"*"ij»sin*«y     Vl-e»8in»9      '^ 

(§.  99,  100): 


»eoi»\/l — e*8in*y     2co8*g(l  —  e*gin'a)    C 89 

l-^e*ifai»a8ln»9       ~  e'iin^a  /  (1  — e»iin»«8ln*9)'Vl--«*an'*> 

(l+coi*«)(l— e»8in»a)  +  co8'«„,  ,  .  ,        . 

-TT-i n(flo,— e*8in*tf,  e) 

e  8in  a 

+  ^1;^  [F(9>.e)-8m»«  r(f).e)+8in»aE(9.e)l. 

as 


r 8y e*8in*tt8m»C08»\/l  — e*8in*y 

,   (1+C08«ft)(l— e'smM+C08*tt„,  z-t^       ^       ^^9.^) 


2co8*«(l-e»8in»a)  "'^'      "  ''"  "''''       2   l-e»8m»« 

1         tg*tt 

eriftt 

(1— e'8in*gsüi'y)8y 
^,    r  -      ^  [l  — e*8in»«8Üi*9]*Vl— ®*»in*». 

^--At-  / ^^— == j^n(9.-e«8in»«.e) 

e»«n»ay  [1  — e»8in»a8in»f>]»Vl-e*"aV  «  "*»  « 

%*Bm*aJ  [1  -e»8in*«8in*9>]*Vl— «*»VnS' 
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also ,  wenn  man  obigen  Werth  einsetzt : 

.9>  

,     1 — e*8in*a+e*sin*«co8*a   „,  ,  .  ,       .      T(f>.  e)4-tff-ttE(9,e) 

-tot-» i~7i ,  .    -   .  ii(y,  —  ^'810^0,6)-- -'      .    ■     ., ,  .    a   V. 

2e'8in'aco8*tf  (1  —  e'sm'o)  2e'«in'o(l— e'sin'«) 

Ferner 


/. 


e'sin*gsin*»8y-  _       /  8y 

(1  — e*8iii*asin*9)  V^ -«*"»*<»"     "^  Vi  — «*«»n*. 


+  Z":^ ; ^^  ^, ==:-F(y,e)  +  n(»,-e'8m»«,e). 

v^  (I— e*8m'asin»».)Vl— e'8»n*V 

woraus  nun  folgt 

2e'co8'c(  Vi  —  e  «n*a  / ;  ,  

J  [1  — e*8iii»««in*9>]»VT^e»ßlii»f» 

1  — e*sin*tt+e*sin*aco8*a   -._,  ,  .   ,       .       _,       ., 
--— J=r==== [n(9.— e»8iii*o,e)  — F(f>,e)] 

sin^ay  1  —  e  sin*« 

e*sin'g8inyco8yVl  — e'sin*»     ,  ^/, 1  •  t    v/     ^\  E(»,e)' 

(l-^e*sin»«BinV)Vl— e*8in»«  Vi— e'»»'« 

d.  h.,  wie  leicht  ersichtlich: 

,i„« hr7====  1  [n(f»,  — e»8iii*«.e)— F(9».e)l 

"»  «  Vi— e*sm»a^ 

+cotga  Vi  — e*8m*a  ^  / ^^^ —  

baj  [1— e*siii*«8Üi*f)]Vl— o*«ln'f> 

=cotef)  Vi  — o*8inV  I r--  -  I 

L(l_e*8m»«8mV)  Vl—e^nn^a      Vi  — e»«in*aJ 

+  Vl-eWaF(^,e)-^.f<^';^.      . 

VI — e'sin'a 

Die  erste  Seite  ist  aber  = 

—  Tcotgce  Vi  — e*"n»tf  |n(f),  —  e»8in*a, e)  —f{9, e)V\ , 

so  dass ,  wenn  man  nach  a  integrirt : 

cotg  tf  Vi— e»8m*a  [Il{9>,  —  e'sin'a,  e)  —  F  (f>,  e)] 

=  cotg^  Vl-e»8inV  r  / ^'^     ^ /  ^«         1 

Ly  (1  — e»8in»».siii*«)Vl  — e»«in»a     /  Vi  — e»«lnV 

y  y  Vi  — o*ttn»« 

WO  G  von  a  unabhängig  ist.     Nun  ist  aber  die  erste  Seite  Null  filrur^^O, 
indem 

lin  f)8f)  _^ 

^  (1  -e>iiii»a»iii»f>)  Vi  -e»iii»*f» 
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,  SO  dass  weiyi  man  die  Integrale  als  bestimmte  zwischen  den  Glänzen  0 
l  a  nimmt  (wo  a  bis  y  gehen  kann) : 

rttVl~e*sin*a[n(9,— a»8in»a,e)  — F(9,e)]=cotg9Vl— e*iinVin(a,— e*8inV.e) 

—  F(a,e)I  +  F(f.,e)E(«,e)-E(».,e)F{«,e).  (b) 

Diese  interessante  Formel  lehrt  die  Grössen  /7(y,  — e'sin'a,  e),  /!(«, 

e'sin'flp,  e)  durch  einander  aaszudrücken,  und  kann  namentlich  bei  Be- 

hnung  der  Integrale  dritter  Ait  von  grossem  Nutzen  seyn. 

Aus  der  Formel  (a')  folgt  für  a  =  —  (cos'a+e'sin*a)  =  — k: 
jp    -  

djp k'iinycosyVl— e*sln'» 

[1  — ksinVj'Vl— e*8in»g>~  ""  2(1— e*)*8in*acos»tt(l— ksin»»)) 

,    (1 — e*)*8in*aco8*a+cos*a+e*8in*tt  —  e*_,         ,     . 

aber 


A 


9  9 

/*_ sin*» 8» l   r 85 
(1  — k8in-»)*Vl  — e»8in»»"      ^J  (1— ksin»^)  Vl-e^in*. 


0 


1     ^    /  e^ 

ky  (l  —  ksin»»)»  Vi— e»8in»»' 


ergibt  sich: 

i(l-~e*)'8in*ttC08*a  /*J sin*»8» ^  F(y,  e) 

Vk  '  y  (1  — ksin»»)»  Vi— e»siö»^ ""  ""  V^ 

Vk.sin»cos»Vl— e'sinV      (l  —  e*)(e*8in*g--co8*a)  ,„,  ,      i?/«  «vi 
l-k«inV kVk [n(v,-k,c)-F(^.e)J 

+F(v,e)Vk. 

(l-e')(cos*tt-e»8in*«),„,         .     .      _ ,      ., 
h. ^ —  1  li  (».  —  k,  e)  —  F  (^,  e)J 

(co8*o  +  e*sin*a)' 
2(1 


e*)* sin*« cos' g    /* sin*y8y 


[cos*a  +  e*sinttp    0 


9 


Vi— e'sin'y  r 1 cos^»  1 

sinf^cosf»       L[i-|-(i_e»)tg»f>8in»a]Vl-(l-e')s*nTi      Vi— (1 --e')8in^tJ 

^      F(y,e)  — E(y,e)  ^y- .   ^ 

"*"  t/r~  / «         ».=^^  -  F(y,  e)  Vi  -  (1  -  e^)  sin»«  , 
V 1  —  (1 — e*)sin*« 

er.  (1  -•*)  -r-  I         smttcostt^  T^^^^  __  k,  e)  —  F  (»,  e)ll  =  wie  so  eben, 

ö«  ^Veo8*a-t-e*8in»a  ■-  J^ 

dass,  wenn  man  nach  a  (zwischen  0  und  er)  integrirt  (also  alle  Grössen 
m  a=0  an  endlich  voraussetzt) :       

— e*)8inacostf-_,         .     .      _,      .,     Vi""«*«»*»       ,  ,      ,       ^/r r 

—^ III(,.-k.e)-F(».e)l=      .i„yco,»      in('».a-«')tg'».  Vl^^) 
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t 

WO  k  =  cos'a-}"C'8io'a=l— (1— e')8in*a  ist.  Förg)«:^-  ist  diese 
Gieichang  nicht  anwendbar,  da  für  0)=  -^  und  a==0  die  erste  Seite,  so 
wie  die  zweite  unter  unbestimmten  Formen  erscheinen. 

In  der  Formel  (b)  kann  g>  auch  ^  seyn,  da  von  9)  =  0  bis  9  =  ^  °°^ 
a  =  0  bis  a  =  Y  ^^^  beiden  Seiten  bestimmte  Werthe  haben.     Setzt  man 

also  9)  =  Y,  so  erhält  man : 

cotga  Vl-e».m»«  [fl  (^-|.  -e'«in»a,  eJ-F  (^|^.  e)J 

=  Ff|-.ejE(«,e)-Ef-J.e)F(a.e),  (c) 

welche  Gleichung  dann  iiir  er  =  y  eine  identische  wird.  Diese  Gleichung 
drückt  71  r-|- , — e'sin'a,  ej   durch   elliptische  Integrale  der  zwei    ersten 


In  der  Formel  (b^  kann  man  nicht  kurzweg  9>  =  v  setzen.  Allein  man 


hat  sicher 

8«  IVeöi»i+e»8iii»a  L    V2  J         V.2       Ji 

-■"     '■-vJ-.T;^-.[°ft-^o-<i-)] 

wo  C  von  a  unabhängig  ist.     Setzt  man  hier  a  =  y,    so  ist  k  =  e',  also 
sicher  die  erste  Seite  Null ,  so  dass 

'-•'v~^-.T."..a°ci->o--(fOj'['(io 

a  a 

-E  (^.  eil  /  — =iä=-F  f^.  eV  Vl-(1— »)rin'«aii, 

2  s 

d.  h.^da 

a                                              A                                          a 
8« ri 8a r 8tt     

äVI  — (l-e')8m»«"'    J      Vi— (1— e*>8m»«     y  Vi  — (1— e«)iin«a 
"i  0  0 

=-F (|.  vi^=^')+F(«.  vr=v). 

a 
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^,  wenn  man  diese  Werthe  oben  einsetzt: 

-F  (l-,  Vi^^')J.         (C) 

Für  e,  =  Vi  — e*  '**  »nn 

«  «  ir  ir 

Vi  — ei*tinVy  y      Vi— e»8inVy 

0  0  0 

«  Ä  Ä  W 

Vi— e'slnVy      Vl^i*»in*f>     /      Vi— ei*«»nW       Vl^e*ü^^ 


0 

IC 


"2  8»  rt   1— e^'iilnV  ^  /'2  8»  /*2  8»    

0  0  0 

rV^      l-e«.inV-e.W^ 
y     y      Vl-e^»«n«^Vl-e»smV 


0        0 

1f        K 


y     y      l/[e*C08*V'+et*C08*9  4-e'ei*8in*98in*V'] 
0      0 

Diese  Grösse  ist  eine  Funktion  von  e ,  die  wir  mit  f  (e)  bezeichnen  wol- 

80  dass 

it  n  n 

f(e)=  pVi^e"^rii^8y/\^_l!_=  +  /^:-^--i^ 

y  y  vi-e,»iiii»,.  y  vi-e-sin^ip 

0  0  0 

K  fr  if 

y      Vl-o*«in»9y      Vl-e»»8mV 

0  0  0 

Differenzirt  man  hier  nach  e,  gemäss  §.  61  and  beachtet,  dass(§.  100), 

/•'vCTS>;.,.-./^?^.-lr(f,.)+iE(f,.> 


)  0 

1t  1t 

b 

8 

0 


w  n  n 

/l  8f)  PT      gin»y8y e^  /*Tr  1 

(1  —  e^Mitt'^P 
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80  ergibt  sich  I  wegen  -^  =  —  —  )  : 

"•'-i<l  •.)[<!  0-'(l  •)]-?. 41  0  L-^Ah) 

-;7*(fO[<i-)-<f')]+;!.<forn^<f'.) 

(1.  h.  wie  man  leicht  findet  r(e)  =  0,  so  das8f(e)  von  e  unabhängig  ist.  Fih 
e  ==  0  ist  aber  e^  =  1  also 

0    0 

+F f  J,  e)  [f(«.  ej- E(o.  e.)]. 

wo  e,  =^  V^— e*»  Ji  =  co8*a-f-e*sin'a  ist.     Diese  Theoreme  hat,  wie  die 
meisten  hieber  gehörigen,  Legendre  gefunden. 

§.  105. 

/9 
Vi  —  e'8in'q[>8g'  die  Länge  einei 

0 

,      a*  — b*  X 

elliptischen  Bogens  ausdrückt,  wenn  a,  b  die  Halbaxen,  e'= i —  und  8iDqj=— 

ist.     Derselbe  ist  also  =a£(9),e). 


n 


Für  die  Hyperbel  war  eben&lls  (§.55,111)  —f*\^^!^^*^  ö  9>   ^«e  Längt- 


9 

a»  IL 

des 


Bogens,  wo  e*=-5j^vrü»»  sing>  =  — .     Nun  ist  aber 

/'Vl-e'ginV^^  _  r       1  -e'8in»y        ^     ^f  89) 

J  ÜB*9  **     y  8in*®Vl—e»8iii»i    ^     J  »h 


Vi  —e»8iii»i  J  8m»»)Vl— «*"n'f> 


_   ^f  ^^  —0'/*     ''°*»^^  cos»  Vi— e'sln*y        ,  /*  8» 

*y  Vi— «'«h»**»  *y  Vi— e*8hi*f>         «"9         'yyrivii^f 

yvi-e*8in»9  y '^        '^ '^    yyrr^n«» 


cos  V  V^ — e*8in*9 
am  9 


a/so 
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^  cos^Vl  —  e*sin*y. 

H : , 

sin  9) 

thin  der  Hyperbelbogen  :  

l  —  e*)r    rn      '\  vi       a  r« /'  w       ^      „,      ,T  .  aco«»)  V/l— ©'»»nV 

4— L<2  0^^<*  'ij-T^ C2  0-^^^ 'J+ — ^ — 

Für  den  Lemniscatenbogen  ergab  §.  55 ,  V  als  Bogen  BM ,  fiir  den  BAM  =  q> : 

8  =  a  /  —  . 

J  Vi  — 28in*v 

Dieses-  Integral  bat  nun,  da  2>1,  nicht  die  verlangte  Normal  form ,   lässt  sich 
er  leicht  auf  dieselbe  bringen.     Man  setze  zu  dem  Ende 

Ö9         1  1 

ex      cos^p      1/1  _-x' 

J  Vl^2iin*g>     y  V(i  — x')(l— 2x*>' 
rglichen  mit  §.  101,  I  sind  die  vier  Wurzeln  von  (1  — x')(l  —  2x»)==0  :  1,  —  i, 
'J,  — "^/J  und  es  liegt  x  hier  immer  zwischen  —  Vi  und-f-VJ  (^  zwischen  — 
\^  und  +45 <^).     Also  ist  in  §.  101 ,1,3: 

a^-l.b  =  -V4,    c=y{.d=l,Y^  =  al^.€c=he=y\,E  =  '\-2, 

z  =  xV2=  V2iiny. 

y  V(l-»*)(l-2x»)  W(l-»*)(l-e«z«) 

f          8a 
Man  setze  hier  z  =  sina,  so  ist  dieses  Integral  =  Vi  /  \/* i  -  z    ""^  JT^* 

)rt  direkt  zii  den  elliptischen  Integralen.     Man  schliesst  daraus,  dass  wenn  (§.55, 

):    co82tt)  =  — ä,  8in«  =  V^2  .sino>,  der  dortige  Bogen  MB=  r^  F(a,  Vi)  «©y- 

Aehnliche  Beispiele  lassen  sich  in  Menge  angeben.     Ich  habe  solche  in  Gru- 
trts  Archiv,  IX,  S.  438,  X,  S.  90,  Xf,  S.  88  u.  s.  w.  angegeben. 

II.  Man  soll  die  Oberfläche  des  schiefen  Kreiskegels  bestinunen. 

Es  stelle  OC  einen  schiefen  Kreiskegel  vor  (Fig.  56),  -^«  ^^• 

»tsen  Halbmesser  CD=:r,  dessen  Höhe  OB  =  h,  wenn  OB 
mkrecht  steht  auf  der  Grundfläche.  Femer  sey  CB  =  a, 
Dd  man  nehme  die  Spitze  0  zum  Anfangspunkt  rechtwink- 
ehe  Koordinaten,  OB  zur  Axe  der  x,  eine  Parallele  mit  BC, 
urch  O ,  zur  Axe  der  j ,  und  sey  M  ein  Punkt  der  Kegel- 
Üche,  dessen  Koordinaten  x,  7,  z  sind.  Durch  M  lege  man 
^inen  Schnitt  parallel  mit  der  Grundfläche  dos  Kegels ,  so  ist 
tie  Entfemiing  desselben  von  der  Spitze  :=z,  also  wenn  ^  sein  Halbmesser 

r  :  p  =  h  :  X,  ^=  -j-- 

Femer  liegt  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  in  der  £bene  OCB ,  d.  h.  in  der 

Ebene  deryx,  so  dass  seine  Koordinaten  sind  x,x-r-,  0.     Daraus  folgt  nun,  dass, 

^  M  und  der  Mittelpunkt  die  Entfernung  q  haben : 
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hz  =  ±Vr»x»  — (hy  — ax)*, 
in  welcher  Gleichung  beide  Zeichen  zulässig  sind.     Daraus  folgt 

8e      ■     r*i+a(hy— ax)  8z     _        hQiy-ax) 

8x~~  Vr»x'-{hy  — ax)*'      8y""*"  Vi^'  — Oiy  — *»)»' 
1   .   f^jTi^M  P^'V  _h'[i''»'-(hy-*»)']  +  tr'i+*(hy~-ax)]»+lt'fry~ai)' 
*"^V8xJ  "^UyJ   ■"  V[r«V-(hy-^ax)*] 

h»rV  +  tr*x+a(hy— ax)]»     h'r»x'-f  r*»*+2ar»x(hy— ax)+a»(hy~ax)' 
'-        h»[r*x*  — (hy— ax)*]        ""  h*[r»x»— (hy  — ax)«J 

(h»+r*)r'»'+2ar»x(hy-ax)  +  a»(hy  — ax)- 

"  h«[r*x»-(hy— ax)»] 

h  V ""  a  X 
Setzt  man  h'+r'=r^', ==M,  so  ist  dies  = 

g»  +  2arM+a»M« 
h»(l-M«)        ' 
so  dass  (§.  38)  das  doppelte  Integral 


l//V^'."',t--»..> 

zu  bestimmen  iit.     Die  Ebene  der  x  j  theilt  die  ganse  KegeUUehe  in  zwei  Hälften: 
fttr  jede  sind  die  ftussersten  Gr&nzen  von  x  :  0  und  h ,  wfthrend  einem  beliebigen  x 

für  j  die  Gr&nzen  (a  — ')  h~>  ('^*^'')  T"  «>g«bOren.     Demnach  ist  die  Fläche 


(.+r)i 


nü' *"^- 


Um  dieses  Integral  zu  bestimmen ,  führen  wir  für  x  und  y  zwei  neue  Veränder- 
liche u  und  V  ein,  die  mit  den  ersten  durch  die  Gleichungen  x=u,  yr=uT  zu- 
sammenhängen.    AlsdiEUin  ist  in  §.52,  I  die  dortige  Gleichung  (d) :  y  —  xt=:0, 

während   die   (d')  sind:    (a  —  r)  -^ xa'  =  0,   (a-f-r)  y  —  x/J' =  0.     Darios 

a '~~  r  a  "^  r 

folgt  a'=     .     ,  ß*=    .      ,  beide  von  x  unabhängig.     Die  dortigen  Gleichungeo 

(f)  sind,  da  qp(u,T)  =  u,  a  =  0,  b=h  :  0=a^  h=b^  so  dass  also  nach  der  dor- 
tigen Formel  (A) ,  in  der  r-  =:  1 ,  ^-=:  0 ,  s~  =  « »  ^>«  Fläche  = 

0  Q  ö  T  0  ▼ 

so  dass,  wenn  man  die  Integration  nach  u  rollzieht  (woTonM'unabhAng^  ist),  mu> 
für  den  Inhalt  der  Kegelfläche  erhält : 


y.f^yii±^i^±^iE:,,, 


Setzt  man  endlich 
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hr — a                   ÖT           rsin^ 
M'=— -  =  e«,.   ■-^= _. 

SO  sind  die  Oränzen  ron  qp :  nr^md  0 ,  somit  die  Kegelfläohe  gleich 


r/v**+2ar 


co8<p-f-a*co8*f)  8«),  ^'  =  r*+h*. 


und  wenn  man  noch  cos<)p=x  setzt: 

+1 


J  Vl-x* 


r 

welches  Integral  nun  zu  den  elliptischen  gehört  und  nach  §.  101,  II,  2  behandelt 

werden  anuss.     Da  die  Wurzeln  der  Gleichung  a'x'+2arx+^*=:0  sind  —  — 

.   h  r  h 

X  — i,  so  ist  dort  a  =  — 1 ,  b=-l-l,  m= ,  n  =  — ,  also 

x+I~"l  +  z'    "~  V  (a-r)«+h»'*"'l+o+s(l  — «)'8z""[l+a+z(l-o)]»' 

r'=  [i+„-|.I.(i_«)]V^  0-«)*. 

also  endlich 


/*Vp»+2ari+a»i«      _     AV^T?«!  4a8«     

und  wenn  man  wieder  z=cosqp,  ^  ,  ,  =m,  tt-t — i=e'  setzt: 


2aVg.r  V/9«+y»  /*\/l— e»iin»» 
"  (!+«)*'         J  (1— mcosf))»     •*• 


Aber  es  ist    - 

^.     ,      4[(a-frV+h']    ^VSTl-^..,      2[(a+r)»+h'l^    a  VFf?  V« 

_    2[(a+r)»+h«]t[(a-r)»+h^^      ^^ 

[V(a+r)»+h«+V(a~r)*+h»J'     °' 
so  dass  also  die  Kegelfläche  = 

an  it 


*"'/m Z rröf>  =  2nr  /      -^ rf8«>+2nr/  ^-p rf8^. 

y   (1 — meos^)'  J       (1  — mcosf))*  y  (1+mcosf))' 

•  0  0 

Nun  ist 

^       (I— meof^)'     ^    J      (1— mcoif))*  yiZv^JTi    J  Lm*      tbJ*  \-x».^'«ä^ 
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+  ^^l-e=+-J  (,__„^3^-jiJ  r-;===  = -,  F  (^-  ,  ej 


mV      1— mco8»>  Vi— e*sin*f)      V  m*JJ      (l-.nicosf))'Vl  — e=sin'» 

0  0 

Eben  so 

fr  fc 

89» 


(1+mcos^)*     ''"m»      V2*V       mV       l+m 
0  0 

^  "  ^y      (1  +m cos 9)*  Vl-e*«»*^ 


cosf»  V/i  — e*sin*v 


so  dass  die  Summe  = 


2e 
m 


'       V  2  •    J      m»y      1  — m'cosV  yi  —  e^sin». 


V  ^*JLJ      (1— mcosy)*Vl— e*»in'^     /      (l+mcos^)*  Vi— «'"n'fJ 

0  0 

Nach  §.  99  ist 

riT  1 89 1__  ^fii_       m'         A 

y      l-m»cos«9  Vl-e»smV"'l-"^^2'l-m«'U' 
0 

ferner,  wenn  man  in  der  Formel  (d)  des  §.  102  a=  — ,  n  =  2  setzt: 

m 


•      t/i 1  .  3  /»l hcosf)  l'öf)      _   -    /»( hcosy  18«» 

smyyi  — e*sm^y        ,   /  V.m  J  2e'  /  ym  ^ 

L  +  cosy         ""^-^     Vr^^^S^""^/    Vl-e*sin=T 

*^  I hcosy  I  VI — e*8m*y 

integrirt  man  hier  zwischen  den  Gränzen  0  und  -ä~  «  so  erhält  man : 

(l-m»;(l-e*+Mp ^^^  /        ^    °  ^- 

^  n»'//(14-mcosrt' Vl-e'sln*9  /  Vl-e-sin'f 

0  e/o 


V  m*  //      (1  4-  m  cos  «>)  Vl^e  «in*f) 


uad  eben  Bo 
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V  m*//      (1— nicos^)»Vl— e»8inV        J  Vl-e'sin«^ 

0  0 

V  m*7y      (l-mcosv)  Vl-e«Mn»v 

0 

US  DUD,  indem  raan  früher  Gesagtes  beachtet: 


'Tl 


.^r,_e.+i;u  fi »y ^+/j L>-         1 

SS  also  die  Kegelfläche : 

«      r2e*      rir      "i  4e*        „r^r        m«         "V      2e*      /'fr       ^ 

r^.  ^2  •  O+n:^ ^  1 2  •  0+ (T^^' "'b'  n^"OJ 

Icher  Formel 

2[(a+r)'+h»J^U»-0'H-h']^  \  /(T-f rY» +h'  «- » 


„, _  [»(l  +  a)+r(l-«)l«+h'(l-«)' 


4[(a+r)»+hT  

Für  den  besondem  Fall,  dass  a  =  0  ist  «=1,  m=0,  e  =  0,  nr=-^yt'^-\'\i\ 

j  ,  eJ  =  F  y-^,  ejz=ny-~,  r^^»  0~  2  '  *®  *****  ®****^®  Formel  gibt 

'•^-h*.!"«"  ='^'*H"^^''^»  ^^^  bekannte  Formel  für  den  senkrechten  Kegel. 
Würde  man  die  Formeln  (h)  des  §.  99,  so  wie  (c)  des  §.  104  zu  Rathe  ziehen, 
!8se  sich  die  gefundene  Formel  bloss  durch  elliptische  Integrale  der  zwei  ersten 
1  ausdrücken. 

Diese  Beispiele  mögen  hier  genügen,  da  wir  ohnehin  im  nächsten  Ab- 
itte  weitere  geben  werden. 


^\ 
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Achtzehnter  Abschnitt 

Die  Euler'schen  Integrale  oder  die  Gamma-Funktionen. 
Reduktionen  vielfacher  Integrale  nach  verschiedenen 

Methoden. 

§.  106. 
^  Wir  wollen  das  bestimmte  Integral 


A-.-, 


darch  F(a)  bezeichnen,  und  dasselbe  das  Enler'sche  Integral  oder  anch 
die  Gammafunktion  nennen,  so  dass  also 

0 

Setzt  man  in  (a):  x  =  — 1(4),  al80r-  = ,  e"*  =:z,    so  sind  die 

Gränzen  von  z:  1  and  0,  und  mitbin 


1 
y[-l(i)]*"*8f  =  r(a).yj[l  (^)]*"  8«  =  r(a). 


(b) 


0  0 

Vor  Allem  wollen  wir  nun  eine  wichtige  Eigenschaft  der  Grösse  r(a) 
nachweisen.     Es  ist  nämlich  (§.  36) : 


xe      8x=— xe      -|-a#x       e     ox; 


ist  aber  a>0,  so  ist  x*e  'Null  für  x  =  0  und  x  =  x  (§.22),  also  ist 

.00  JJO 


Ixe      8x=a /x       e      6x, 


0  0 

d.h.  r(a+l)  =  ar(a).  a>0,  (c) 

welche  Gleichung  nun  eine  Fundamentaleigenschaft  der  Gamma-Fonktion 
ausdrückt.  Aus  ihr  schliesst  man,  dass  auch  F(a),  wenn  a  zwischen  0  und 
1  liegt,  einen  bestimmten  Werth  hat,  da  dann  r(a-|-l)  in  dieser  Lage  ist. 
Für  ein  negatives  a  folgt  aus  obiger  Gleichung,  dass  r(a)  unzulässig  ist 
Für  a  =  1  ist  übrigens 

r(i)=y    e  "8x=i. 

aUo      r(2)  =  ir(l)  =  l.r(3)  =  2r(2h=2.  l r(n)  =  (n  — l)(n— 2)...  l.    (d) 

wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist.     Eben  so 

r(a+n)  =  (a+n-l)r(a-hii  -  l)  =  (a+ii-.|)(a+ii-2)r(a-f  n— 2)=  .... 

=  (a+n-l)(a+ii-2)  .  .  .  ar(a).  (e) 

wean  a  eben  so  beschaffen  ist. 


B«diktioB  bettimmter  btegnüe  anf  die  G^^unmaliiiiktioii.  4g5 

Füra  =  -r-i8t 


^i)-/  h'" 


8z 


<Q0 

(0 


}tzt  man  hier  x=z*,  t-=2z,  so  sind  die  Gr&nzen  von  z  wieder  0  and  oo  , 
l80  (§.62) 

ieraus  folgt  nach  (e): 

etzt  man  in  (a):  x  =  mz,  wo  m>0,  so  ist 

/,Q0  00  ^00 

•—1    — «  -  /      »  — ■«   »—1«  ■  /  •— *    — ""« 

I       e      dz=/  m  e        e       8z  =  in   #z       e       8s, 

#0  • 

^00 
dMMB  /x'"*e""8x  =  ^ ,  iii>0.  (g) 

f  ™' 

ieraus  folgt,  wenn  m  =  l-{-z  (wo  also  z>  —  1)  und  a-l-b  für  a  gesetzt 
ird: 

-1  -(i-Hh.         r(a+b) 

6  OZ^ 


/.-*-' 


ithin,  da  bloss  z  >  —  1  zu  seyn  braucht: 
)er  die  erste  Seite  ist  auch  (§.51) 

00  00  00 

:  6      8x/e      e       8»=/x  e     8x.— ^' (nach  (g)) 

t  •  0 

00 


=  r(a) /i*~*e"^t8  X  =  r(a)  .  r(b) , 


0 

1«.  /•*'"*«'  =rwrw         (,) 


y*   X      8x 

0  a  +  ')-'^^ 


r(a+b)  • 


tzt  man  hier  a-^b  =  l,  d.h.  b  =  l — a,  so  ist 

00^-1 

J    \_^l^  =  r(a) .  r(i - 1).        (h-) 

Die  OrOsse  zweiter  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  noch  in  anderer 
eise  wamdiftckea.     Gemäss  §.  22  wird  die  6r(teae  ^^ ^x  «vw  >\\\kiv^v^ 
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abnehmendes  a  zu  l(x),  so  dass  also  auch,  wenn  Gr.  sich  aaf  ein  unendlich 
zunehmendes  n  bezieht  : 


=l(x).Gr.(    L-f^    ]  =  -l(x)=l(|). 


=[.(i)r',.«. 


so  dass  also  gesetzt  werden  darf 

1.-1 


r^<¥)   +' 


D 


wenn  k  eine  Grösse  ist ,  die  mit  unendlich  wachsendem  n  sich  der  Null  un- 
begränzt  nähert.     Daraus  folgt : 

n*~*  yd  -  X  ^)*~*ex  =  J\  T-^)     e  x+y  k8x  =  r(a)+k', 

0  0  0  . 

wenn  k'  ein  Mittelwerth  ist  zwischen  den  Werthen,  die  k  erlangt,  wennx 
von  0  bis  1  geht  (§.48,  Formel  (44)).  Da  aber  k  mit  unbegränzt  wach- 
sendem n  zu  Kuli  wird,  was  auch  x  sey,  so  wird  also  auch  k'  in  derselben 
Lage  seyn.     In  dem  Integrale  erster  Seite  wollen  wir  x  =  z'^  setzen ,  wo  irir 

n  > 0  ja  voraussetzen,  so  ist  r-  =i  n z"~^  x ■  =  z,  also 

ii*~V(l— X  ■)       8x=n*/(l-^x)'^*z°^*8a: 

0  0 

setzt  man  aber  in  der  Formel  (h) :  x  =  r— 1 ,  so  sind  die  Grämen  von 

^'^>^>  ?i  =  (r^»'  l+x=j^,x  =  Y^,  so  dass  dann 

aus  welcher  Formel  nun  unmittelbar  folgt,-  dass 


1 


so  dass  also 


und  mithin 


0 


RadoktioB  beatfaninter  Integrale  auf  die  Gammafonktioo.  4g7 

Setzt  man  hier  n  als  ganze  Zahl  voraus,  so  ist  nach  (e)  also 

Cr  r       1.2.3...(n-l).n*       1  _ 
La(a+  l)(a+2) . . .  (a-hn-  1)J  ""  ^  ^' 
md  wenn  man  1  —  a  für  a  setzt,  also  a<  1  annimmt: 

Gr.r-L4^^-i)f:l-"|  =  r(i_a). 
L(l— a)(2— a)...(D— a)  J 

nithin  auch  (§.2): 

*^'-(a(a+l)...°(a-fn'::T) "  (1  _'a)(2-a)...  (n-a)J  =  ''^'^  •  Hl  -  a) . 
^   r  1' .2»....(n— l)»n  \      _.      „,, 

"•"  ^^•la(l'-a')(2'-a')...[(..-l)»-a'l(n-^)J  =  ^'""^ ' '^^^  " '^ 

rie  man  aus  ,, Grundzüge ""  S.  64,  Formel  (18)  leicht  findet,  indem  man  dort 
t  =  a7r  setzt.     (Vergl.  auch  §.  27).     Also  endlich 

r(a).r(l-a)  =  /  _l__8x---7-^.  a^P 

y     1-hx  sina«      <l 


fiioa^r 


0 

lus  welcher  Gleichung  für  a=  —  nochmals  die  (f)  folgt. 
Da  femer  nach  (g)  für  ein  positives  x : 

.00 

i— 1  — x»^  1 

e       8z  = 

a 

Z 


(I) 


00 


0 

0  ist 

OC  OC  X  00  X 

/cosaz^  1       /*  «     /*•— *  — »«„  1       /*»-*,^       /*— «« 
— 8x=:  =r-T     /cOHaXÖX  /Z         e          8z==r-r    /Z         ÖZ    /e         COSftXÖZ 


0  0  0  0 

z  8z 


X  X  a 


0  0 

Ist  nun  a>0,  und  man  setzt  hier  z  =  a  V">  so  sind  dio  Gränzen  von 

8z         a      ' 

wieder  0  und  x  ,  5-  =  7^7t-»  mithin 

8u      2V^u 

coigx        _     1      o        /     o»8n  tt /     n  2  8tt        « « 

•  fÖ0-2;iV  "~;T^2r(a)y       1+u      "Sna)-       ra+1    Y 

0        *  0    (l+u)u'  o  ""\^""2~*J 

a-fl>0 

2     <!• 
00  ,    ^ 

-  ,  /^ooiax  -  a       «  v^^       >0 

"^  /— -8'-  a^'°>"''<l| 


2r(a)co8 

2  ^(m) 


nd  eben  10 


00  a_i  1    ^ 

,       X  2r(.)  .in  V  ^ 
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Setzt  man  hier  a  =  1  — in ,  so  ist,  da 

^(m)^(l-m)=^-!^.^(l-In)=  *  * 


tinmff  F(iD)iminff      ^^.   .   ,    m «       m  x 

2r(m)iln  — cos  — 

00  1  , 

-1           ^           ^   '        2 
cotazoz= . 


„  , '  ■        .>o,  .>»}  '•' 

/*  r(m)«in  — m«       ^  <U 

z        Binaz8z  = 


m 
a 


Setzt  man  in  diesen  Formeln  m=  y,  a  =  r',  so  ist 

/ — TT — ®*= : •     /"TT — ®*= 1 — ^f?^-- 


Multipiizirt  man 
so  erhält  man 


in  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  i  und  addirtjue  zur  ersten, 
(§•17,  IV):  5^' 

Vx  r 

0      "^ 

woraus  auch  —  =  — — -e    *    /    -tt-öx.  (n') 

0 

Man  setze  in  der  Formel  (n')  x  =  z^  so  sind  die  Gränzen  von  z  auch  0 
und  oc  ,  und  es  ist 

1        2e  ~'*^* /*r«»»i          .      /*»•»•*«        l/5fe*^* 
-~  =  -— rt  /e        8E,alio/e         0«=^^; , 

+00  n_ 

und(S.49,  VH):  /e"'*8z=i^^. 

-*  .■  • 

Setzt  man  endlich  hier  noch  z=:x-| ,  wo  a  beliebig,  so  ergibt  sich 

-00  '  -00 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  diese  Formel  zwei  andere  umfasst, 

indem  aus  ihr  unmittelbar  folgt : 

+  00  ^  -k-cc 

—  00  —00 

Da  nach  (e)  der  Werth  ron  F(a^n)  durch  den  von  F(a)  gefbnden  wird,  so 
wird  man,  wenn  man  F(x)  kennt  von  x=0  bis  x=:l ,  auch  F(x)  für  alle  mögli- 
chen positiren  x  kennen;  ja  wenn  man  F(x)  nur  kennt  von  x=0  bis  x=-^,  ae 

kann  man  nach  (1)  auch  die  Werthe  von  r=-^  bis  x:=1  erhalten ,  so  dass  es  abo 

1  * 

genügt,  r(x)  von  x-|-0  bis  x=-o  *^  V^T^cto^n.    'Äuii\%\  «iÄt 
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'^•'-«'(.(J+'i.i.t+'ii.,).  r,.+.)-o..(,.^.;;.'-:.-l+j. 

und  folgrlioh 

1  .r(l+a)=Gr.[«I(n)-  l(l-|-a)-I  (l  +  y) -l(l  +-J-)]. 

=  Or.[.l(n)-(±-^f;+lf;-...) 

\_a       2   2«^  3   2»      ■  "J 

■ 

=  G,.[a{l(.)_(l  +  l+l+..+  i.))+la.(l  +  i,+i,+  ..  +  i,) 

Wm  nim  xunAohst  die  Grösse 

6r.[.(n)-(l  +  |+^+..+  ^)] 

anbelaogti  so  lAssi  sich  leicht  beweisen,  dass  sie  ^inen  bestimmten  endlichen  Werth 
habe.     Denn  sey  • 

1+1+1+.. +|-i(»)=f(n)..i«r(-+i)-f(-)  =  ^-i(!i±i) 
""  S+T"^' 0  ~  i+i  J  ""  ~  LT  (l+i)«''"y  •  M^"*"  *  ■  ■  J  *■  *^' 

80  daM  f(ii-|-l) — f(ii)^0,  mithin  f(n)  abnimmt  mit  wachsendem  n. 

Knn  ict  aber,  wenn  a<l :  I(l+a)<a  (§.  17).  also  a>l(l+a),  d.h. 

'+T+T+- +T>'+'0+i)+'0  +  T)+-  +'0+t) 

>'+'ll)+'(l)+-+'C4i) 

oder 

1+|  +  ..+|>l  +  lC^).   l  +  i-+..+  4-l(-)>I+l(l+|)-l(2). 

mithin,  was  auch  n  sey:  f(n)>l+l  (l+v)^^^^^'  ^''  ^("»1—1(2).  Da 
min  f(n)  mit  wachsenden  n  abnimmt,  für  n=.l  aber  1  ist,  so  liegt  mithin  f  (n)  immer 
zwischen  1 — 1(2)  nnd  1 ;  bezeichnen  wir  also  den  Werth  von  Gr.  f(n)  mit  k,  setzen 
ferner: 

2        3  n 

beachten,  dass  l(l+a)=a —  "ö'^'H"'«"** —  .  .  . ,  so  ist 

l[r(l+a)]=:-ka  +  a-l(l  +  a)+~S,a»-yS,a»+ (p) 

welehe  Formel  zur  Bestimmung  von  k  selbst  dient.  Setzt  man  nämlich  a=  1 ,  so 
istr(l+»)=l.  AlBo 

0=-k+l-l(2)  +  -ls,-jS,  +  ...;.  k=l-K2^-V\^>-~^^-V V^ 
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EnnitÜnDgfdii  / /...f(x4-y+-)»*      7      ..öxÖTf  «+y+---<^- 


Was  die  Grössen  $3,8,,  ...  betrifld,  so  hat  sie  Euler,  und  später  wieder  Le- 
gendre  berechnet,  *  und  hat  letzterer  dann  Tafeln  für  r(x)  gegeben,     k  findet 

sich  hiernach  =0*57721566,  während  a  in  der  Formel  (p)  nur  von  — 1  bis  — -^ 

zn  gehen  braucht. 

Aus  (p)  folgt  übrigens  auch,  dass r für  a=0  gleich  — k  ist,  d.h.  da 

8i[ra+a)]        1      erq+a) 

8  a  ""r(l+Ä)         8  a 

erq+a) 

es  ist  z = — k  für  a=:0. 

0  a 

§.  107. 
Aogenommen,  man  soll  das  vielfache  bestimmte  Integral  ermitteln  : 


/// 


.x*.y       E^     .'.  f(x+y-l-z+.  .  •)  8x8y  8e...,  (a) 


//• 


in  dem  die  Gränzen  von  x,  y,  z, . . .  so  gewählt  werden  müssen,  dass  x,  y,  z, . . . 
alle  positiven  Werthe  erhalten ,  für  die 

x+y+s+....'5k,  (b) 

WO  k  eine  positive  Grösse  ist.  •  Um  hier  zum  Ziele  zu  gelangen ,  wollen  wir 
zuerst  nur  zwei  Veränderliche  annehmen ,  d.  h.  das  Integral 

x*"V**"^f(i  +  y)8x8y,x+y<k  (c) 

zu  bestimmen  suchen.  Es  ist  klar,  dass  man  hier  den  Gränzbedingungen 
entsprechen  wird,  wenn  man  y  von  0  bis  k  —  x,  und  zogleich  x  von  0  bis  k 
gehen  lässt ,  so  dass  man  also  das  Integral 

yi*"*8xyy*"*f(x+y)8y  (d) 

0  0 

zu  bestimmen  hat.     Gemäss  §.  51  (g)  ist  dasselbe  gleich 

y*x*"*(k-x)'8xy*y*^V[x+ft-x)y]8y. 

0  0 

Führt  man  nun  zwei  neue  Veränderliche  u,  v  ein ,  so  dass 

x  =  uv,  y(k  —  ut)  =  u  —  UV, 

SO  ist  in  §.52,  II  die  Gleichung  (d):  y(k — x)  =  ^ x,  d.  h.  vy  (k — x) 

=  x — xv;  ist  nun  x==0,  so  genügt  dieser  Gleichung  v=^0,  ist  x  =  k,  so 
genügt  ihr  v  =  I,  welche  Werthe  unabhängig  von  y  sind;  die  Grösse  tl^Cu,  v) 

ist  °  J"^  ;  ist  nun  y  =  0,  so  genügt  ihr  u  =  0,  für  y=  1  genügt  ihr  u=k, 

beide  unabhängig  von  v.     Denmach  sind  die  Gränzen  von  u  :  0  und  k,  von 

V  :  0  und  1.     Ferner  ist  x-|-(k — x)y  =  uv-j-   ~°^  (u  —  uv)=n;   weiter 

da  y(u,  v)=uv: 

*   So  ist  S,  =0-64493406,   S,  =0*20205690,   S«=  0*08232323,  S«  =  0-03602770, 
ßf  =0-01734306,  S, =0-00834927,  S«=000407735,  S, =000200889,  8,0=0-00009457. 
Stg=0i)0049418,  n.s.w. 


EimltthrngTon/y...  f(x-Hy+..)x*    *y**    ^.8löy,  x+y-H  ...<k 


491 


öf_^    8»_^  k(l— t)       8^_       8»^       n(k  — u)      8^  8_^     8»  8»  o 

8t         '811      (k— ut)*'    8a     ^'  8  ▼  (k-nv)»'    8v8ii"'8n  8^""k— uv' 

so  dass  nach  §.  62  (B) : 


0  0  0        0  (k  —  «▼) 

=/8*./a'+'^V-T)'^V--Vu)8ii 


8o 


0  0 

k 


=yu*"*"^*f(ii)8üyT'~'*(i~T)**~*8T,  ♦ 

0  0 

d.  li.  wenn  man  die  Formel  (i)  in  §.  106  beachtet: 

0 

Geht  man  nun  zn  dem  Falle  dreier  Veränderlichen  über ,  so  dass  dann 
x-f-y+z^k  S6yn  soll,  so  wird  wieder  x  von  0  bis  k  gehen,  während  y+ 

z^k — X  ist.     Setzt  man  also  k  —  x=:k',  so  ist  y+z^k',  d.h.  y  geht  von 
0  bis  k',  z  von  0  bis  k' — y,  mithin  ist 

k  k'  k'^y 

yyy  x'^y'-',-*f(x+,-+.)8.  8y8.  =/x-*8x/y'-*8y/x'-'f(x  +  y-|-x)8.. 

0  0  0 

Nach  (cO  ist  aber : 

/•b-i     fc^\.  _L  _L  xft      Hb).  r(c) /•  b+o-i  .    .    .^ 

yy       8yy.       f(^+y+^)Q^=——^-^Jj,  f(x  +  ü)8ü, 

•  0  0 

so  dass 

/yy--V-W(x  +  y+,)8x8y8.  =  ^g/x-'8x/:^-'r(x+„)8., 

0  0 

*  Hätte  man  einigen  Zweifel  in  Bezug  auf  die  Richtigkeit  der  Umfonnnng,  ob  nftmlich 
nicht  etwa  (Tergl.  $.49,  IV,  §. M),  VIII)  eine  Theilang  des  Integrals  stattfinden  müsse,  so 
lassen  sich  dieselben  einfkch  dadurch  heben ,  dass  man  für  f  (u)  eine  spezielle  Form  wfthlt. 

Setot  man  f(n)=l,  so  ist  auch  f(x+y)=l,  also /  x*~  8x/  y**~*8y  =  I  — — \ 

0  0  0 

nnd  es  mnss  demnach 

0  0 

seyn.     Setrt  man  z  =  kz,  so  musi  also 

■  k •+"/ I-i ,,     ,b  „         r(a)r(b)    . .+b 

0 

seyn»  welche  Gleichung  leicht  aus  (i)  in  $.  106  folgt.     Da  dieselbe  ahM  richU^Vai^  vs  tko»». 
Quen  VmtonBung  ehenfalU  richtig  Beyn. 
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woraus  nun ,  unter  Anwendung  derselben  Formel : 

r C C  ^-^  b-i  c-i^,  ,     ,  ^,  o  ..     r(a)  r(b)  r(c) /•••fb-N-i,^  ^^ 

t 
und  mithin  allgemein 


/// 


a — 1  b — 1  e — 1 

...X      y      E      ...f(x+y-|-«-|— ••)8^8y8«-*" 

na)r[b)nc)...  A*+*-fH-. . . -i ..  ..„         ... 


WO  X,  y,  z, . . .  alle  positiven  Werthe  haben,  fttr  welche  x+y-|-2-|-.,.3'k. 
Für  f (x+ y 4-z  +  ..)  =  !»  folgt  hieraus 


/// 


.-."-'."..e.,,......  n^rarw...  .  i*+^- 


r(a+b+e+...)      »+b+c-f... 

r(»)r(b)r(e)...k'+'^^--  .^„ 

-      r(i+«+b+c+...)    •  '*' 

Setzt  man  in  der  Formel  (A)  x  =  T—  j  ,  y  =  f  —  J  ,  z=  T— }  » • 

...»  wo  m,  n,  r,  ...,  a,  /?,/,..  .  bestimmte  Konstanten  sind,  und  formt 
das  bestimmte  Integral  nach  §.  62  um ,  was  hier  geradezu  nach  §.  49,  IV 
geschehen  kann ,  indem  jede  der  frühem  Veränderlichen  durch  eine  einzige 
neue  ersetzt  ist ,  so  erhält  man  statt  des  Integrals  in~  (A) : 

/// K)ni^y'"'cf )°'"' -CK) +(f y+(f )^  j 

so  dass  also,  wenn  man  die  Accente  weglässt : 

?Sffll-V..::>/-'^-'"-"- 

oder  endlich ,  wenn  man  --,  -r-,  — ,  .  .  .  an  die  SteUe  von  a,  b,  c, .  • .  setzt: 


/// 


f £)'+  (i) + cfy+  <^' ' =•  '-«•  • =»• 


(B) 
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Spesudiiirt.man  in  den  wichtigen  Formeln  (A)  und  (B)  die  Funktion  f(u),  so 
kann  man  leioht  eine  Menge  weiterer  Formeln  daraus  ableiten. 

So  folgt  aus  (B)  für  f(u)=T-T  ,  a=/J=y=..=:2,  m  =  n=r=..=:l, 

VI  —  o 

a  =  b=c=..^l: 
/•/*/•  8x8y8«...  K2j      /*  n*       „       ..    .,    .1        =, 

wenn  n  die  Anzahl  der  Ver&nderlichen  ist. 

Das  hier  noch  voikommende  Integral  wird  für  u=:y'  geben 

und  kann  nach  §.  50  unmittelbar  bestimmt  werden. 

Es  lassen  sich  weiter  sehr  leicht  geometrische  Anwendungen  derselben  Sätze 

maehen.     So  wird  (§.  58)  das  Integral  /  /dxdj,  ausgedehnt  auf  alle  positiren  x 

und  jr,  weldie  ftr  — r4-^^l ,  den  Werten  Theil  der  Fläche  der  Ellipse  — »  +  -^ 

=  1  aufdräeken.     Nach  (B)  ist  aber,  wenna=b=l,  f(u)  =  l,  m  =  n=l.  a=.ß 
=2.k=:l: 

0 

was  wirklich  die  betreifende  Fläche  ausdrückt  (§.  54.  II).     Eben  so  ist 

der  8.  Theil  des  von  dem  Ellipsoid  f  ^J  +("^1  "'"f'r'J  ~  ^    umschlossenen 
Körpers.     Nach  derselben  Formel  ist  er  also: 


«Brr£^'      '  mTr(l)'    ^^^         „. 


/// 


§.  loa 

Angenommen»  das  n fache  bestimmte  Integral 

.,.F(z,  y,  1,  ...)  f[f)(x,  y,  t, ...)]  öx  8y  8z  ...,  (a) 

in  welchem  x,  y,  z, . . .  alle  positiven  Werthe  annehmen  sollen ,  für  welche 

*(x,y.i,...)^0  (a') 

ist,  sey  zu  bestimmen.  Dabei  setzen  wir  voraus ,  es  nehme  y (x,  y,  z,  . . .  •) 
den  bestimmten  Werth  9^0  an ,  wenn  z,  y,  z, . . .  sämmtlich  Null  sind ;  eben 
so  sey  9t  der  bestimmte  Werth  von  y  (x,  y,  z, . . .) ,  wenn  i^(x,  y,  z, . . .)  =0 
(nat&rlich  die  Stetigkeit  aller  vorkommenden  Funktionen  voraus«,eaetxLt\. 
'  Angesommeii  fynier,  V(f)  sej  der  Wertb  von 
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///...F(x,y,«,   ..)8zÖyÖ«...,  (b) 

weno  X,  y,  z,'. . .  alle  positiven  Werthe  annehmen,  Ar  die 

9(x,  y,  z,..  )^p.  (b') 

80  ist  der  Werth  des  Integrals  (a)  gleich 


/ 


m  »-l^'a.        (.) 


9o 

unter  folgenden  Voraossetzongen :  1)  es  darf  die  Bedingung  (b')  nicht  im 
Widerspruch  stehen  mit  (a^),  wenn  q  zwischen  q>Q  und  ^t  liegt;  2)  mnss 
man,  wenn  q  sich  stetig  ändert  von  q>^  bis  9)1,  mittelst  der  Bedingung  (b^  alle 
Systeme  von  Werthen  von  x,  y,  z, . . .  erhalten ,  die  man  mittelst  (a')  erhält. 
Diese  letztere  Bedingung  ist  so  zu  verstehen :  Legt  man  in  der  Gleichung 

f>(x,y,8,...)  =  p  (cO 

der  Grösse  q  alle  Werthe  von  q)^  an  bei,  indem  man  (durch  unendlich  kleine 
Unterschiede)  stetig  fortschreitet  bis  q>i ,  so  müssen  die  Werthsysteme  von 
X,  y,  z, . . .,  die  diesen  Gleichungen  genügen  (x,  y,  z, . . .  positiv)  genau  diesel- 
ben seyn,  welche  die  Bedingung  (a')  liefert 

Gesetzt  es  seyen  q,  q-\-Jq  zwei  verschiedene  Werthe  von  ^,  so  wird 
Hir  dieselben  das  Integral  (b)  auch  verschiedene  Werthe  haben,  die  wir  durch 

9(q)  und  9(q-{'Jq)  =  9(q)-{-J9(q)  anzudeuten  haben.     Lässt  man  in 

F(z,y,  z, . . .)  zfx  zfy  iix.. .  (d) 

die  Grössen  x,y,z....  durch  die  (unendlich  kleinen)  Unterschiede  Jx^  Jy^ 
Jz,,,,  stetig  von  0  an  fortschreiten,  so  stellt  9(q)  die  Summe  der  Werthe 
(d)  vor,  wenn  x,  y,  z, . . .  bis  zu  den  Werthen  gehen,  die  (c')  genügen  (§.5i), 
während  9J(p)+-^9J((>)  die  Summe  der  Werthe  (d)  vorstellt,  wennx,  y, 
z, . . .  von  0  bis  zu  den  Werthen  fortgehen ,  die 

9(x.y,x....)  =  ^  +  /^p 

genügen.  Daraus  folgt,  dass  J9(q)  die  Summe  der  Elemente  des  bestimm- 
ten Integrals  (b)  ist,  wenn  man  für  x,y,z, ...  diejenigen  Werthe  wählt, 
welche  aus  (c')  folgen,  indem  q  stetig  von  q  bis  q-{'Jq  fortgeht.  Je  kleiner 
Jq  ist,  desto  weniger  sind  die  Werthe  von  yCx,  y,  z,...),  für  alle  diese 
Werthe  von  x,  y,z, ...  von  einandcfr  verschieden,  so  dass  man  sagen  kann, 
f[y(x, y,z,...)J  bleibe  für  alle  diese  Werthe  nahezu  gleich  f(^),  und  dies 
desto  genauer,  je  kleiner  Jq  ist.  Also  ist  f  [y  (x,  y,z, ...)]  =  f(^)  + k, 
wo  k  eine  Grösse  ist,  dio  mit  Jq  verschwindet.     Legt  man  also  in 

F(x,y,z,  ...)£[?>  (x.y,z, ...)]  ^x  Jy  Jz,  ...  (e) 

den  x,y,z,. . .  dieselben  Werthe  bei,  wie  so  eben  in  (d),  so  wird  die  Summe 
derselben  aus  zwei  Theilen  bestehen,  wovon  der  erste  =^J^{q)  ((q)  ist, 
während  der  andere  die  Summe  der  Elemente  (d),  jedes  multiplizirt  mit  ei- 
nem Faktor  k  ist,  der. um  so  kleiner  ist,  je  kleiner  J^  ist.  Diese  Summe 
ist  jilso,  einem  vielgebrauchten  Schlüsse  nach  (vergi.  etwa  §.  13,  III), 
gleich  k'JV(f)f(Q),  wo  k'  mit  Jq  vwwilwuvd<Ä\.,     ^b^iv  e&  ist  (§.11) 
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Jip(Q)=  —^Jq^^Jq^  wo  a  mit  Jq  verschwindet,  so  dass  die  Summe 
ier  Elemente  (e)  ist 

0  ff  0^ 

Legt  man  nnn  in  der  Gleichung  (c')  der  Grösse  ^  nach  einander  die 
W'erthe  g>^,  qf^-\-jQ, . . . .,  9)^  — Jq  bei,  und  nimmt  die  diesen  Abtheilnn- 
^en  entsprechenden  Summen  (f),  so  wird  die  Summe  all  dieser  Summen  um 
io  genauer  dem  Integrale  (a)  gleich  seyn ,  je  kleiner  Jq  ist.  Daraus  folgt, 
gemäss  den  ersten  Grundsätzen  über  die  Lehre  von  den  bestimmten  Inte- 
^alen,  und  wenn  man  beachtet,  dass  die  Summen  der  drei  letzten  Grössen 
n  (f )  zu 

j^erden,  wo  «i,  k| ,  ß  mit  //^»verschwinden,  also  diese  Grössen  Null  sind, 
ius  das  bestimmte  Integral  (a)  der  Grösse  (c)  gleich  sey.  —  Man  wird 
eicht  übersehen,  dass  dieser  Schluss  nur  unter  den  oben  gemachten  Voraus- 
«tzungen  gerechtfertigt  ist,  die  denn  natürlich  wesentlich  zu  berücksichti- 
gen sind.  Die  nachfolgenden  Beispiele  werden  zur  weiteren  Erläuterung 
beitragen. 

X*      y*      «■  * 

I.  Sey  ~i+TiH — i=l  die  Qleichuog  eines  dreiaxigen  Ellipsoids  (§.  60,  I), 

o  folgt  aus  derselben  : 

8x"       »«z'8y"      b*   z  •    *"^l8xj  "^UyJ  ~    "^ii*«*'^b*z'« 
z»       c»x»      c»y»  f         c^^   X»       r        ^«^   y« 

'         !l         ~  1    i!ly'~ 

c*"  a»       b» 

Daraas  folgt ,  dass  der  achte  Theil  der  Oberfläche  desselben  (§.  58)  gleich  ist 


■-(-K)M'-S)S 


a'       b 


5 ^ -ei8y. 


renn  das  Integral  auf  alle  diejenigen  positiren  Werthe  ausgedehnt  wird,  fUr  welche 

K*       y*  =  .  .  c*  c* 

— +  -Ti  ^  1.     Wir  wollen  annehmen ,  es  sey  a> b >c ,  so  sind  l  —  -j ,  1  —  -rr 

c*  c* 

»ositiv  und  kleiner  als  1 ,  so  dass  wenn  1  —  -y  =  a',  1 — -r^=zß\  man  bat  a<^l, 

&  D 

(«C 1 ;  ferner  wollen  wir  in  dem  yorstebenden  Integral  ax,  by  ftlr  x  und  y  setzen, 
irodurch  es  (§§.  52,  49)  zu 

rird,  so  dais  es  sich  um  die  Bestimmung  dieses  letztem  handeln  wird.    Vergleichen 
vir  dasselbe  mit  (a),  so  ist 
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Ferner  ist  (cO : 

i-x«-y»       ^' *    p-1*  ^e-1^' 

und  wenn  hier  ^  geht  Ton  1  bis  00  ,  so  wird  man  für  jeden  Werih  ron  ()  gewisse 
Werthe  ron  x  und  y  erhalten  können ,  die  nothwendig  so  beschaifen  sind ,  dass  x' 

-{-y^^l ,  indem  ja  \_.  f  __.  grosser  als  1  sind;  auch  werden  alle  diese  Sy- 
steme Ton  einander  verschieden  sejn,  und  keines,  für  das  x'-f-y''^l  wird  daton 
ausgeschlossen  sejn,  so  dass  also  die  Bedingungen  (aO  und  (bO  sich  nicht  nur  nicht 
widersprechen,  sondern  dieselben  Werthe  liefern,  wenn  Q  Ton  1  bis  00  stetig  wächst. 
Demnach  ist,  wenn 

"*  1— a'x»— Ä*y*  = 

ex8y  =  y(e),  wo    ^_^,_y/  ^9- 

i 
Die  Bedingung      ^_^,_  «     ^Q  ist  auch  7ll|-3t'+— yy'^l,  so  dass, 
wenn  man  in  der  Formel  (B)  des  §.  107  setzt: 

«===^==2,  m  =  \/^£^,.  n  ==\/-*^,,  f(n)  =  1,  a==b  =  1 ,  k  =  l. 

man  hat 

rCLY  J 


//• 


V(if) 


-4  V  (p_«») (p_(»»)    ro)  y""-  2 


,  V(f-«')(e-(»')' 

Setzt  man  ^=u^  so  ist  diese  Grosse  = 

^  p  (a»~l)u  /*       (n»— l)8n         1 


a 

und  wenn  u  =  -: — 

tio9 


n  r  «»— «in*» /*    (tt»~-sin»»)8»     T       KT  a*  — sin*» 

*  LVa*— /9'8in'f»sinf»cosf»     /  V«*— /»"MnV"nVJ  ~  *  Lsin ^ cos f^V^*— /»*«"> 

"y  sin'^V«*— |9«sinV     /  Va«— /?»  sin»f>J       *  Lsinf^cosf»  Vo»-/?*8inV 
r       ,in»y8y  co.yVa'-|>'rin»y       /  «^  1  /j  loO  (kO) 

4  L  cos  f^Va»— ^»sin*f»  y  Va»— /?«sln»^    J  Va»-/J»sin»f»J' 

Da  i^^^a',  so  sev  -|-  =  e',  und  es  ist,  da  die  Gr&nzen  you  u  ebenfiüls  1  und 
OD ,  also  von  (p  :  od  und  0  sind,  wenn  sinoii=:a,  die  firagliche  Fl&ohe: 


lUWrtion  anderer  Yielfodier  Integrale  mitiekt^deMdbeii  Satiet.  497 

J  8^       ^        4    L       coi.Va*— /?»!&»•         «y    Vi— e»iiii^ 


9 
0 


o 


d.h.  da8Üi<o=:a,  co8©=  Vi  — «*,  sie  ist  (§.  100): 

4^[V(l-«')(l~/»«)-«F(«.e)+«E(..e)+-iF(..e)]. 
d.  li.  endlich  gleich : 

X^+::r7^=j  [(•'-«')£(.. e)+c'r(.,e)].  dii«  =  V^^^' «••«  =  f' 
«       4Va  — c*  v^         a  a 

Nimmt  man  diese  GrOsse  achtihch,  so  erh&lt  man  die  ganze  Oberfläche  des 
Ellipsoids. 

n.  Legt  man  das  Integral 

///■  ■  -'"''-'"  •  V^iT^^fT^" 

zur  Bestimmung  Tor,  aasgedehnt  auf  alle  positiyen  Werthe,  iür  die 

vro  a,  b,  c, . . .  positiv  und  kleiner  als  1 ,  a,  |9,  /, . . .  positir  sind,  so  hat  man 

_,                .        p-i  q-i   r-i                                 1  — ax^—by^— cs^— ... 
F(x,y,s,...)=:x       y       s      ....  »(x,y, s,...)=-  


8y8z  .  .  . 


1 


i«,«-/«,r_... 


f(a)=:u",  t^(x,y,s,...)=x"+y'^4-s^  +  ...  — 1, 
_     1 — ax" — by^ — cs^ — ...=       .     o — a  o  ,   o  — bj?  ,   q — c  y  . 

X  ^""  X  ^~"  y^  ^^  z  ^~"» . . 

*^  1  • 
...  ^1 , 

»(p)= ///...x'^V~*«'~*«-  8x8y8z  .  .  ., 

ausgedehnt  auf  alle  positiven  Werthe  you  z,  y,  z,  . . .,  fQr  welche  die  eben  gegebene 
Bedingung  erfüllt  ist,  gibt  nach  (B)  in  §.  107 : 

a<,,...r(^+i+i-+....) 


/• 


0 

d.h.  wenn  "r+ir+T+  '  •  *  =^- 
«       p       7 
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vr/  p  q 


(p-a)«(p-b)^(p-c)y..a|9y...r(l-[-k) 
so  dass  also  das  Tor^legte  Integral  = 

a/?y...r(l+k)  JbgL  P.  ±      J    ^     "^  ^ 

*  (p-a)«(p-b)i^... 

Für  a=i:b  =  c=  .  .  .  =0  ist 


/// 


p— 1    q— 1    r— 1 


|/(l-x'*-y^-«^-..) 


1 

k— 1 


8  r(p-i)'i    8  f     iV    ^V     q)      Ar<£iii)!i    ^ 

ipl    ^k    J~8pA       pJ  "■         e*         'eel    9^    J  ^ 


oder  da  j— 

k_i    ^  -k  — 1  j 

k(p— 1)       p"  ,  80  wird  wenn  A  = — , 


n 


/a(^)"]'-—'/(i-r"""-- 


a 

a' 


/      .  ,  _l       kr(k)rri-i^ 

=  k/(l-n)'   'n     -8u  =  — ^: J5^(S.i06>. 

also 

III.  Wir  wollen  uns  endlich  noch  das  bestimmte  Integral  Torlegen  : 

•'•'•'  ^     1  +  ,«+/+.''+... 

ausgedehiit  «uf  alle  positiTen  Wertbe  tob  x,  y,  z,  . . .,  flir  die 

WO  wir  cttßtff  ,  ,  .  als  positire  Grossen  annehmen. 

Hier  ist  F(x,y,«,..)=k^"y"^*z'T!,  <!P(x,y,z,..)=:x'*+y'*+Ä^+..,  f{u)  = 
y/    ~^,  demnach  <)Po==0*  ?t  =1 .  "ad  die  Bedingungen  x"+y^4"*^+«"^'' 

jv  i9  'u  '^~** 

X  4~  J   H"  '  4~  •  •  •  <;  ^  stehen  nicht  im  Widerspruch,  so  wie  sie  offenbar  dieselben 
Systeme  ron  Werthen  für  x,  y,  .  .  .  geben. 
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Jetzt  ist 
VW    ^^  ^  ^  ^ 


=///     «^V-V-'8,8,8....  x--^/V+..^..  (i  y(i) 


d.  h   (§.  107) : 


I   •  •  •  ^* » 


-^+^+^+... 


d.h.  wenn I'"tH [-•••  =  >t: 

tt^y...r(k)     y»''      V  1+p  ' 

Für  m=*2  kommt  du  letite  Iiftegral  auf  die  Fonnel  (i)  in  $.  106  surttek.     Es  ist 

oimlich  dasselbe 

*k-i  *k-i  «   k 

J  VT37.  '  /vr=v  yvi^«' 


0 
und  wenn  ^=:|/u: 

8d 


1 k— 1  1   k       .  1  11.1 


r 
r  I  -: 


^..  0)  ^(^) 


§.  109. 
I.  £•  aey  da«  Doppeliotegrai 

o        9  (x) 
y8xyf(ax+by)8y  (a) 

0         0 

zur  BeatimmuDg  vorgelegt,  wo  9  (x)  eine  bekannte  Funktion  von  z^  a  aber 
koDstant  ist.     Setzen  wir  f(ax  -|-  b  y)  =  z ,  so  aleWt 
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MM'     8  Jt 


J^ 


/ 


^■ 


A- 


—  >:—»' 


a       w  (X) 
0         0 

^'  ^7.  einen  Körperinhalt  vor  (§.  60) ,  der  fol- 

gendermassen  begränzt  ist:  Ist  MiK, 
in  der  Ebene  d6r  xy  eine  Kurve,  deren 
Gleichung  y  =  y(x),  femer  OR=a, 
RN^  parallel  mit  der  Axe  der  y ,  fiber 
OM1RN4  eine  Fläche  errichtet«  deren 
Gleichung  z  =  f(ax+by),  so  stelltCa) 
den  Inhält  des  überOM|RNi  liegenden, 
von  jener  Fläche  oben  begränzten  Kör- 
pers vor.  Was  nun  aber  diesen  Inhalt  anbelangt,  so  kann  er  auch  noch  in 
anderer  Weise  gefunden  werden.     Setzt  man  nämlich 

ax-|-by=»,  z  =  f(«),  (b) 

SO  ist  oflfenbar  z  konstant ,  wenn  <o  es  ist ,  während  die  erste  Gleichung  (b) 
für  ein  konstantes  o)  eine  Ebene  darstellt,  die  senkrecht  auf  der  Ebene  der 

xy  steht,  und  die  Axen  der  x  und  y  in  Punkten  triflft,  fiir  die  x=:~,  y  = 
~.  Stelle  MN  die  Durchschnittslinie  dieser*Ebene  und  der  Ebene  derxy 
vor,  so  ist  also  0M  =  — ,  0N=  -^.     Lassen  wit  m  uin  Jw  zunehmen,  so 

'  ab  ' 

erhalten  wir  eine  zweite  Gerade  und  Ebene  M^N^,  die  mit  MN  parallel  ist: 

zwischen  beiden  Ebenen  liegt  ein  StQck  des  betrachteten  Körpers ,  das  wir 

nun  berechnen  wollen. 

Die  Fläche  des  Dreiecks  MON  ist  5^,  die  von  OM'K'  =  ^^^t^,  al- 

2ab  2ab 

sodie  vonMN^'M':  ^ —    ^  ' = 5— r .      Was  nun  aber  z  anbe- 

Zab  «ab 

langt,  so  ist  dasselbe  =f((»),  so  dass,  wenn  Jai>  sehr  klein  ist,  z  nahezu 
denselben  Werth  haben  wird  für  alle  Punkte  der  über  MMM'N'  liegenden 
Oberfläche.  Setzt  man  also  z  =  f(oi)-|-k,  so  ist  k  eine  Grösse,  die  mit 
J(o  verschwindet,  und  wenn  man  k  sofort  weglässt,  so  hat  man  nur  das  weg- 
gelassen, was  schliesslich  doch  wegfallen  würde.  Setzen  wir  also  z  =  f  («) 
voraus ,  so  ist  der  Inhalt  des  fraglichen  Körperstücks 


Jo,+ 


J«' 


ab    "~  '  2al) 

Lässt  man  nun  a>  alle  Werthe  annehmen ,  die  diese  Grösse  annehmen  kann, 
indem  man  durch  die  (unendlich  kleinen)  Unterschiede  Jw  fortgeht,  so  er- 
hält man  eine  Reihe  solcher  Körperstücke,  deren  Summe  dem  Inhalte  des 
ganzen  Körpers  gleich  seyn  wird.     (D.  h.  letzterer  iät  der  Gränzwerth,  dem 

sich  die  Summen  der  Grössen  von  der  Form  «t^W+^^a>+  ^^^t^l"^^  ^«^ 


ab 


2ab 


nähert).     Da  aber  hiebei  die  Grössen  ^^^^^  ®^°®  Summe  =^«/2b^^ 
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geben ,  also  wegen  de»,  anendlich  kleinen  Jiü  diese  Summe  Nnll  ist ,  so  ist 

der  fragliche  Körperinhalt  nothwendig  =  — r-/ö>f(«)9«>i  wo  man  nun  noch 

die  Gränzen  des  bestimmten  Integrals  zu  ermittehoi  hat.  Der  unterste  Werth 
▼on  m  ist  Null,  da  dann  die  fragliche  Parallele  durch  den  Anfangspunkt  geht. 
Sodaon  kann  man  die  Parallelen  ziehen  bis  M^S,  nnd  die  obigen  Formeln 
gelten  angestört.  Was  diese  letzte  Parallele  anbelangt ,  so  ist  fiir  sie  0M| 
die  Ordinate  desjenigen  Punktes,  in  dem.  die  Kurve  M^Ni  die  Ordinatenaxe 
trifft  9  sie  ist  also  =9)(0),  und  demnach  der  entsprechende  Werth  von  co  : 

1      /•b«P(0) 

by^O),  so  dass  also  der  über  OSM|  stehende  Körpertheil  =r  -r  / (of (oi)dai. 

Nun  hat  man  aber  die  Körpertheile  zu  berechnen,  die  zwischen  den  Paralle- 
len SMi,  PR,  sowie  zwischen  PR  und  N^Q  liegen.  Was  die  ersteren  anbe- 
langt,  so  sind  es  StQcke,  die  ganz  zu  dem  Körper  gehören,  während  bei  den 
zweiten  nur  ein  Theil  zum  Körper  zu  rechnen  ist.  Denken  wir  uns  nun  zwi- 
schen lf|S  and  PR  eine  weitere  Parallele  gezogen,  deren  Gleichung  (»  =  ax 
-{-by  sey,  so  wird  dieselbe  die  Kurve  M^N^  in  einem  Punkte  treffen,  den 
man  aus  den  Gleichungen 

ax+by  =  »,  y  =  ^(x) 

erhäk,  aus  denen  folgt  ax-f-b9)(x)  =  a),  welche  Gleichung,  da  wir  nur  ei- 
nen Durchschnittspunkt  annehmen,  auch  nur  einen  Werth  von  x  für  jedes 
m  geben  darf,  das  zwischen  b9)(0)  und  aa  liegt,  welch  letzterer  Werth  PR 
zukommt.     Folgt  nun  hieraus  x  =  t^(a>),  so  wird  man  also  für  die  Kooixli- 

naten  des  Dorchschuittspunkts  mit  MjNi  haben:  x^^tp^m),  y=  *^^^.^      , 

so  dass  die  Länge  jener  Parallelen,  da  der  Durchschnittspunkt  mit  OR  durch 

X  =  —  gegeben  ist,  seyn  wird : 

Y/[^  -»(>)]+  [«-»;'<^*  =  ±  [—■ >'>'WiVg±L\ 

wo,  da  hier  immer  co  —  at^(oi)>0,  das  obere  Zeichen  zu  wählen  ist.  Die 
Länge  der  vom  Anfangspunkt  auf  diese  Parallele  gezogenen   Senkrechten 

i8tr-===,  so  dass,  wenn  co  um  Jon  zunimmt,  diese  letzte  um  —-===- 
zonehmen  wird,  mithin  das  Fiächenstückchen  zwischen  unendlich  nahen  sol- 
eher  ParaUelen  durch  f?^:^^^^!^^  gege- 

ben  seyn  wird.     Daraus  folgt,  dass  der  über  SM^PR  stehende  Körper  gleich 

[»  — air*(ai)]f(a»)6a. 
bf>(0) 

In  derselben  Weise  ist  der  über  l^PN^Q  stehei^,  da  für  PR  :  a>  =  aa, 
für  N^Q  :  «  =  aa4-b9(a),  indem  die  Koordinaten  von  N|  sind:  a  und 
»(«)»  gleich 
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m" 

DavoD  ist  nun  zu  subtrahiren  das  über  RN^Q  stehende  Stück,  das  in  ganz 
ähnlicher  Weise  wie  das  über  OSM^  stehende  berechnet  wird.  Ist  nämlich 
ax-f-by  =  a)  die  Gleichung  einer  zwischen  PR  und  N^Q  liegenden  Paralle» 

len,  so  trifft  sie  RQ  im  Punkte  x  =  — ,  RNj  in  x  =  a,  y  =  — r — ,  so  das» 

das  Dreieck  zwischen  diesen  zwei  Punkten  und  R:=  —srr. —  is^f    ^nd  also, 

ssao 

wenn  m  nun  das  unendlich  kleine  Jto  zunimmt,  selbst  zunimmt  nun  — r — 

ab 
J^üj  SO  dass  also  der  fragliche  Körper  = 

(fl»~aa)  f(to)84» 

ist.     Daraus  nun  endlich: 

y8xyf(ax+by)8y=jiy«f(c«)8.+  ^y[.-av(.)]fW 

*0  0  0  b9(0) 

ma+bi9(a)  »a-j-bi^Ca) 

-h~iyi«»-aV'(*)]f(*)8«--j^y(.--aa)fW8* 

>,b0(e)  »a+bi^Ca)  »«-fbi^Ca) 

=  ~y*f(«)8«+^y[c«-aif;(.)]f(.)8.-jj^y(.-aa)f 

<^  b9(0)  «a 

ma  ma+b9(a)  ma+bf»(a) 

=  ^  /«)fW8«+-~  A«»)8«~-J  yV'(»)f(*)8»,  (A) 

0  aa  b9>(0) 

wo  i//(oi)  der  (einzige)  Werth  von  x  ist,  der  aus  ax-|-b9)(x):=i9  folgt,  in 
80  ferne  wenigstens  co  zwischen  h^(0)  und  na-\-hqt{a)  liegt. 

Ist  y(x}  konstant  =/?,  so  folgt  aus  ax-j-by(x)  =  «  :  x  = = 

a 

i^(a>),  also  ist 

«         ^  «a  aiH-b/J  ma+b^ 

0  0  0  m«  b|9 

Kann  a  =  ß=zcc  seyn,  so  ist  hieraus  (bei  positiven  a  und  b) 

00        00  00 

y8xyf(ax+by)8y=^^y.fW8-.  (d) 

0  0  0 

Setzt  man  z.  B.  f  (to)  =  o)"""  e  ,  *,  dabei  a  und  b  positiv ,  so  ist 

OD  ^  00 

/y(ax+by)    e         ^^^y^rhj''    '    ^-=^- 

• 0  0 

//.  Es  sey  eben  so  das  IntegYal 
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a         9  («) 
y8xyf(ai--l-by»)ey. 


(e) 


WO  a,  a,  b  positiv  seyn  sollen ,  vorgelegt.     Setzt  man  auch  hier 


Fi(j.  38. 


D 


^M.\4    <;  E 


JC 


z  =  f(ax»-Hby*),  (eO 

SO  stellt  (e)  abermals  den  Inhalt  eines  Kör- 
pers vor,  der  über  der  Fläche  OACB  (F.  58) 
stehend,  von  der  Fläche  (e^)  begränzt  ist, 
wenn  y  =  q>(x)  die  Gleichung  der  Kurve  BC, 
und  OA  =  a  ist  Setzt  man  nun  ax'-j"^^y' 
==»,  so  ist  £  =  f(a»),  also  z  konstant,  wenn 

M  es  ist;  ist  dies  aber  der  Fall ,  so  drückt 

ax«+by»  =  «.  (f) 

einen  elliptischen  Zylinder  aus,  der  auf  der 
Ebene  der  zy  senkrecht  steht.  Die  Halb- 
axen  der  Grundfläche,  die  nach  OA  und  OB 

gewichtet  sind,    haben  y/ *  ,    \/  "T"  zur 

Länge.  Seyen  nun  MP,  M'P'  zwei  Ellipsen ,  die  zwei  auf  einander  folgenden 
Wertheil  (»,  ai  +  ^ai)  in  (f)  entsprechen,  so  wird  die  Fläche  MOP  = 

—  -rj=:  (§.  63)  seyn ,  so  dass  die  zwischen  MP  und  MT'  liegende  Fläche  = 

^  ^^  ist;  für  alle  Punkte  der  über  MPP'M'  liegenden  Oberfläche  (e')  ist 

z  =  f(M)  als  konstant  anzusehen,  so  dass  das  über  diesem  Streifen  liegende 
Körperstück  ==—      —  f«(a))  ist.      (För  den  Fall,   den  die  Figur  angibt, 

*    yab 

gehört  allerdings  dieses  ganze  Stück  nicht  zum  Körper,  vielmehr  ist  das  über 
NiPP'N'  stehende  Körperstück  davon  abzurechnen.)  Was  die  durch  C  ge- 
hende Ellipse  anbelangt,  so  muss,  um  das  ihr  entsprechende  cd  zu  finden,  in 
(f)  x  =  a,  j  =  q>ia)  gesetzt  werden,  so  dass  für  sie  «  =  aa'  +  by(«)'  ist, 
mithin  ist  der  über  0£F  stehende  Körper  = 

moH-b(«)' 

f 

=r/  f(o)8a». 


4V 


ai 


Davon  sind  nun  abzurechnen  die  über  BCF  und  ACE  stehenden  Stücke.  Um 
diese  berechnen  zu  können,  müssen  wir  im  Stande  seyn,  die  Fläche  des 
Stücks  KPP'N^  zu  erhalten;  kennen  wir  aber  BIsP  als  Funktion  von  oi,  so 

istNPPN'rr^-^^^^o),  da  jawennBNP  =  F(ai),  BNT'  =  F(c»H-^ft)), 

also   (fcr  unendlich   kleine   J  (o)   NN'PP  =  F  («  +  ^«)  —  F(m)  = 
(<»-h    e»)— ■ — Wj^__      w^^     g^  ^^gg  gg  gj^jj  Ijl^gg  yjjj  ^jg  Bestimmung 

von  BNP  handelt.  Nun  erhält  man  die  Koordinaten  des  Punktes  N  aus  den 
Gleichungen 
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aus  welch  letzterer  Gleichung  x  =  ifj(a})  als  einziger  Werth  folge;  alsdann 
ist  der  Inhalt  der  Fläche  BNP  nach  §.  53 

0 

von  welcher  Grösse  der  Diflferentialquotient  nach  w  (§.  61)  ist 

wo  aber,  da  ai/;(ai)'+by(t/;(<ö))'  =  «,  also  y(V^(«))=\/^'*"~*^      , 

das  letzte  Glied  wegfallt.     Demgemäss  ist  endlich  das  über  BCF  stehende 
Körperstück,  indem  für  die  durch  B  gehende  Ellipse  »  =  b9)(0)': 


Was  nun  weiter  das  über  ACE  stehende  Körperstück  anbelangt,  so 
denken  wir  uns  einen  elliptischen  Bogen  GU,  dessen  Gleichung  die  (f)  sey; 

die  Abszissen  von  A  und  G  sind:  a  undV/ -^,  so  dass  die  Fläche 

V«         *  V^ 


n 


i=arc(rin=«\/~)' 


4V»b     2Vab 

so  dass  das  über  AEC  stehende  Körperstück,  für  das  zuerst  co^aa'  (für 
die  durch  A  gehende  Ellipse),  gleich 

und  also 

0  0  0  b9>(0)* 

•a»H-b,p(a)»  .«»-|.bf»(a)* 


aa*  «^tt* 
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4Vaby  2Vaby       L  T    «J 


tt 


^^^/•«  (.in  =  « V^)  '(•) «  *•  <»> 


•a' 


2V»^b, 

Hierin  ist  tp(m)  der  aus  ax^-|-b9>(x)'  =  a)  folgende  einzige  Werth 
von  X.     Für  y (x)=/?,  d.h.  konstant,  ist  yj((o)=  V/ *^^— -,  also 

maH-b/9* 


+  — ^  /krcfsinzraV/^^fWe«. 
2V»by        V.  r     «^ 


Für  a=ß  =  cD  y  wenn  dies  zulässig,  folgt  hieraus  (§.52) 

/ /f(«x>+by')ei8y  =  — i=r^  fum)  8«.  (g') 

•/  «^  .  4  Vab«' 


V'     0 


Setzt  man  etwa  wieder  f  (o))  =  «*    e~"*-,  so  ist 


0  ^0 

Für  n=  1  folgt  hieraus  • 

.00  ^00 


J  4Vab 


und  wenn  b  =  a : 

.00  ^  ^00 


(/•■^"■»O'-r.-/--'— .^»-' 


Diese  beiden  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  den  Geist  dieser  Methode 
der  Reduktion  vielfacher  Integrale  klar  zu  machen.  Die  angewandten  geo- 
metrischen Betrachtungen  haben  offenbar  nur  zur  Verdeutlichung  gedient  und 
die  Resultate  konnten  eben  so  auf  analytischem  Wege  gefunden  werden. 

§.  110. 

Die  Einführung  neuer  Integrations- Veränderlichen  ist  natürlich  eines 
der  wichtigsten  Hilfsmittel  zur  Auswerthung  bestimmter  Integrale.  Wir  ha- 
ben davon  schon  vielfach  Gebrauch  gemacht»  und  wollen  nun  an  einigen 
weiteren  Beispielen  dies  erläutern. 

I.  Wie  man  nach  §.51  leicht  findet,  ist  das  in  §.  108,  I  untersuchte  Integral, 

für  welofaes  die  Gränzen  yon  y  sind  0  und  — Vä* —  x^,  "von  x  \  ^  'wA  ^^  \^«tfäti 
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■-(■zzlibO-ilOiJilif. 

öy. 

so  dass,  wenn  man  z=:a8in<)p,  y=bsinip  setzt,  dasselbe  zu 

n  n 


ab/      coBg>df>i      A/  cos*^co»*^+^"n*^+Tt  ®^*^  ■'"''^  ^'^• 

0.0 

wird.     Demnach  ist 

n 

/  /     co8  9V/***>*co**»'C08*V'+a*c*cos*i9«ln*^+b*c*iin*^  dpdfp=-j- 

. 0 

4\/a* — c*  *  b    ▼     a  — c 

welches  Resultat  jedoch  auch  unmittelbar  gefunden  werden  kann. 
II.  In  dem  dreifachen  lotegrale 

yyyf(x»+y«+s«)8x8y8s 
' 0 

wollen  wir  setzen 

z  =  rcos9Cos^,  y  =  r8in9Cosi^,  s  =  rsin^, 

SO  ist  in  S-52,  IV  u  dnrch  r,  v  durch  q>,  w  durch  tp  zu  ersetzen.     Die  dor- 
tigen Gleichungen  (k'),  (K)  8^°^  C-^*+y')sin't/;  =  z'co6*^,  xsin 9)008^= 

ycos9)COSipundgeben:  die  erste  für  t=0  auch  t^=0,f&r^=ao  dagegen  ^=2^; 

die  zweite  für  y  =  Oauchy=0,  für  y==«  aber  (p=:Yl  endlich  folgt  aus  x 

=  rco89)cosi/;,  dass  für  x  =  0  und  00  ,  auch  r=:0  und  oo  sey.     Die  dortige 
Grösse  M  ist 

sin^[r8ini»cos^r8in98inV'*4-rcos^sin^rco8^cos^]  -|-  rco8^[cos^cosi^rcos^co8i^ 

•^  T  sin  1»  cos  if/ sin  9  008  ^]  =  r  *  cos  ^ , 

SO  tlass  also 

•  00  oc        --        — • 

/y7£(x«+y»+s«)8x8y8z== /r»8ry   eWcos^ 

0  ^  000 

d.  h.  (wenn  man  die  Integrationen  nach  g>  und  1^  vollzieht): 

.00  OC 


yyyf(x«-|.yH«*)8x8y8i=Yyi»f(r»)8r. 


(b) 


Sind  a,  b,  c  positiv  und  man  setzt  ax,  by,  cz  für  x,  y, z,  so  ergibt  sich 
hieraus 

yyyf(ay+bV+c«z»)8x8y8.=  j^^r"f(r«)8r.  (e) 

^ 0     *  0 

welche  Gleichung^  indem  man  r'  =  io  &eUt,  au^iVi  v-aÄ.-. 
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^OC      J30      JX  CC 


(c) 


'b  0  0  0 

Daraus  folgt  leicht 

yyyf(a*x»+b»y«+c»«»)8x8y8z=j^ /f(.)V«8«. 
00  0 

auf  welches  Integral  sich  das  allgemeinere 

hX 

yyyf(a*x»+bV+c»x»+ax+/?y+y«i-Ä)  8x  8y  8x 

X 

reduziren  lässt.     Setzt  man  nämlich  hier  x  =  x'  —  --  -^ ,    y  —  y'  —  ^  Ä  • 
z  =  z'  —  ^  -^,  so  wird 

so  das8  wenn 


•-i  (?+?;+«-■ 


.+  x  ^  ^  ^+x 


^Wf(a»x»+...  +  *j8x8y8«==yyyf{aV+b»y»+c»x»+p)8x8y8x 


—  X  X 

.X 


w 


0 

so  dass  also 

yyyf(aW»+b>y»+c»z»+«x^-^y+y.+Ä)8x8y8x=^^f(«+0V^ 

lU.  Um  das  dreifache  Integral 

ausgedehnt  auf  alle  posiliyen  und  negatiren  Werthe  von  x,  y,  z,  flir  welche 

ZU  bestimmen,  beachten  wir,   dass  die  Bedingung  (e')  sagt,  es  sollen  alle  Punkte, 
deren  Koordinaten  in  dem  Integrale  (e)  Torkommen,  innerhalb  des  dreiaxigen  Ellip- 

x'         y*         z' 

soids  liegen,  dessen  Gleichung  — f-HrjH~~T  =  I  ist.     Daraus  folgt  ganz  unmittel- 

bar,  dass  wenn  man  in  (e)  für  z,  y,  z  drei  neue  Veränderliche  r,  gp,  i^  einführt  (§.  60), 

so  dass 

x  =  rco89C08^,*y=:r8in9C08^,  z  =  r8iDt^, 

tt  n 

alsdann  die  Gränzen  Ton  go  sind  0  und  2  nr ,  die  Ton  ^^  *  ^^  ~o    ^^^  ~o  >  während  die 

Too  r  sind  :  0  und .  =gt  welch  letzterer  Werth 

V — iT— + — bi — -v-^ 
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aus  der  Gleichung  des  EUipsoids  sich  ergibt.     Da  femer  x'+y'+z'  =  r',   so  ist 
die  Grösse  (e)  gleich 

-y  0  0  ~Y  ^ 

n  tn 

_  \^  r^  7      r cos» 8»  

~  2j  ^         \/cot*yco8*»  .  sin'ycos*»  .  sin'tyi 
-y  0^         a'        "^        b»        ■*"    c» 

n  %n 

/2g      r co8»8y 
./ co8*ycog*vi      sin' y cos*»  ■  «in'y; 
0           'o           i«           r         b»        "•      c* 
ff      ir 

cos»  8^8» 


=  4a»b*c 


J     J      b'c* 


co8*9cos*»+a*c*8in*vcos*»+  a*b*8in*»' 

0  0 

Um  nun  dieses  Integral  selbst  zu  ermitteln ,  wollen  wir  zuerst  die  Integration 

nach  qp  durchführen.      Wir  setzen  zu  dem  Ende  b*c'cos'if>  +  *'^' •*'^'V' =  ^'» 
a'c'co8'i/;-|-a'b'sin'i/>  =  ^*,  und  haben  das  Integral 

ff  «  « 

/ä^  8y r'^ 8^ 1  /*«  8y 

a»C08*«P+/?»sin»9""y      <?^-(/?'-a»)co8'f>   ""    ^'-a'  /  j^' 

89»  l 

zu  bestimmen.     Setzt  man  hier  co8g)=x,  r-  =  —  ,  ■  .        .,  so  hat  man 

8x  y  1  -  X* 

it  1 

/T  8y ?— /* ^ 

«'co8»f>+^»8in  V/Sf»  -  a7  /    ^f^'    ^      ^,Wj— 7, 

=  I-.  — — ^7 ; >Tr^-,  (8.M).  VII)=|-  ;^. 

so  dass  jetzt  die  Grösse  (e)  gleich 

y      V^*c«co8*  »-j-a*b*8in*»  Va*c*co8»»-h  a*b>8in»» 

0 

J      V<5'co8*»-|-a*8in*»  Vc*cos*»H-b*8in*» 

0 

Dieses  Integral  lässt  sich  leicht  auf  elliptische  Integrale  roduziren.     Zu  dem 
Ende  setze  man 

.  c  8»  c  l 

sm »  =  : tgtt ,  cos »  r-^f=^  :  — t" » 

ya'  — c*  8«     ya*      c*  cos»»' 

c*cos V+«*»in*»  ==  c»  f  1  — -j^--ntg*»l+-^-^,tg'» 

_  c»[(a»--c*)cos*«~c»sipU]+a'c»sin»^<i _      a»c»~-c*     _     c* 
~  (a*  —  c') cos*  •  ""  (^*  —  ^*\«»**«  ""  C08*  tt  ' 
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_  c*[a»cos*»  — c»|+b'c*8in»«  _  c*a»  — c*  — c'a'sip'tt+b'c'iiD'« 
""  (a*  — c*)co8-»  ""  (a*  —  c*)co»*« 

V  a' —  c'  y  cos*»         

^  ^        '  C08*»  ▼  a*— rc* 

und  dafür  tf;=  -— ■  :  tgo)  =:  A/  — 5 — ,  so  wird ,  wenn  £  durch  die  Gleichung  tge 

^  ▼         c      , 

Va'  — c*  c  o      a* 
; — ,  co8€  = —  bestimmt  ist,  zuirleich  c*  =  -7 
c'                        a  a* 


a»-b 


ff 


/t cos  »  8  » 1  r         8« 

Vc*co8»^-Ha*8in*^Vc*co8*^-hb»8in»^ ~ c YtJ^c^J  \/l-eUm*» 

u  0 

=  — 4===F(«.e); 
cVä*— c* 

mithin  ist  endlich  die  GrOsse  (e)  gleich 

___F(..e),  e»=;^r3^.  co.8  =  -.  a>b>c. 

lian  sieht  leicht,  dass  das  Integral  (e)  auch  in  folgender  Weise  dargestellt 
werden  kann :  

(f) 


._.Vi_i'_^' 

Es'  läMt  sich  duselbe  jedoch  leicht  in  ein  anderes  umformen ,  das  konstante 
Gränzen  hat.     Setzt  man  nämlich  (§.  51): 

so  ist  dasselbe  gleich 

a 


V^^^S^-I^)-V'-S 
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Setzt  man  hier  endlich  nach  x^aw,  so  ist  das  Int«gTal  gleich 

.   TTC^\  /         (i-w')a-T')(i-w')  ,_,  , 

iLL-,   V   ••w'  +  b'T'(l  -W')  +  C'«'(l  -  WV  d-T«)  *"  ^'  *'• 

SO  dass  also 
!L!Lr_.j:»»x,«+b'y'(l-x')+cV(l-i')a-y')J*     V»  -c 

Anm.     Wollte  man  in  dem  letiten  Integrale  die  fraheren  CkOssen  r,  f»,  if>  einführen,  so 
mflsstemaA  Jetzt  setten:  i  

az  =  reos9eoBif»,  by  V^l — z'  =  rsin^cos^,  ci\/(l — **)(!— y*)  =  rriiiif>, 
d.  b. 

r 

r  är  Bin9»eostfy 

X  =  — cos^oosv'f  y  = 


z  = 


a                            b    Va*  — r*cos*9)C«iV 
ar siu  ^ 

|/(a* — r*co8*<PC08*i^ —  •rT-sin*^  cos*if>) 

b 


und  r,  9,  y^  hAtten  dieselbe  Bedeutung  wie  im  Frühem.   Eliminirt  man  (|.  52,  lY,  Y)  r  und  i^, 
so  erfaAlt  man 

: =  cotg 9» ;  also  fürz  =  0:9  =":^.  x=l  :i^==0. 

byVl— X*  2 

Eliminirt  man  r  und  z  aus  der  zweiten  und  dritten ,  so  hat  man 

by  n 

=:sin 9» cotg v^;  also  für  y  =  0  :  1^  = -^ •  7 -=  1  :  ^  =  0. 


czVnp  ^     ^"  "       2 

Eliminirt  man  endlich  z  und  y  aus  der  dritten,  so  hat  man 

\t\          %  \,%        iwi         iv        1  i'/"^       r*eüs*9PCos*^      r*sin*|^cos'^^ 
r»sin»i^  =  c»i»(l  — X*)(l  — y*)  =  c*z»^^l ^^ ^ ^, 2:  I, 


z* 


r»= ^ 

sin'y;  ,  /"cos*»cos*i^  .sin*»  cos*  »^     , 


woraus  fürz  =  0:  r  =  0,  fQrz  =  l  :  r  =  p,8o  dass 
111 


;  ^  "i  r*v+bva-x')+e'«'(i-*')(i-y')p  ;;      i      i 

was  mit  m.  zusammenstimmt.  Man  »ieht  hieraus ,  wie  man  die  Gränzen  Ton  f»,  ^,  r  in  dem 
Frühem  auch  nach  %.  52  h&tte  finden  können.  Wir  werden  Ton  dieser  Bemerkung  sogleich 
Gebrauch  machen. 

IV.  Für  z,  j,  z  wollen  wir  ferner  neue  Veränderliche  A,  jk,  r  eiafÜliren ,  die  mit 
X,  y,  z  zusanunenhängen  durch  die  Gleichungen 
z*  y*  z*  z*  y*  z*  z*  y*  z' 

I*'"^P^r?"^i^"=T*'^^'  7?"^^r*^^*"^^n:7»'*^*  ^'•"»TZj^+;r::^=^'  ^^^ 

wobei  wir  o^a,  A>>c,  c^'jii^a,  r<Ca  Torausseizen  wollen,  wo  dann  für  konstante 
X,  /u,  7  die  erste  der  Flächen  (h)  ein  dreiaxiges  EUipsoid ,  die  zweite  ein  einflkheri- 
ges,  die  dritte  ein  zweifächerigei  Hyperboloid  vorstellt,  welche  drei  Flächen  den- 
selben Mittelpunkt  haben.  Die  Gleichungen  (h)  lassen  sich  leicht  nach  x,  jr,  z  auf- 
lösen.    Man  setze  nämlich 

F(^)  =  P(P— a»)(^-c*),  f(^)  =  (?-AO(^-M^(^-»*). 
so  ist  F(^)  — f  (^)  in  Bezug  auf  (>  nur  Tom  zweiten  Grade,  und  mithin  nach  §.  38: 

FW-ffe)     F(0)--f(0)     1       F(a*)--f(a»)      1 F(c»)~f(c«)      1 

F(q)       ■"      F'(0)  c  F'CaM        9-a*  F'(e')      ^-c»' 
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»eiche  GleichoDgr,  da  F(0)=0,  F(a^)=:0,  F(c')  =  0,  auch  heiMt 

F(rt~f(g) iW.J f(a*)        1 f(c*)        1 

F(e)       ~       F'(0)   p      F'(a*)^-a*     F'(c«)p-.c» 
jod  gilt,  was  auch  immer  ^  sejr.     Setzt  man  nun  nach  einander  ^  =  A',  /4^  -p^  und 

tieachtet,  dass  dann  immer  f(^)=0,  so  ist  • 

f(0)    1        f(a»)        1 f(c>)         1  f(0)    1        f(a»>        1 

~       F'  (0)  A»      F'  (a»)  A»— a»     F'  (c*>  A*—  c«'  F'  (0)  ^"*      F  (a^  ^«~  a» 


f(c-)         1         ,  f(0)     1        f(a«)         1  f(c»)         1 


!•  p*  /n\  -t       V» 


F'  (c*)  /»*  —  €»•  F'  (0)  9*      F'  (a*)  »*—  a'     F'  (c*)  »« —  c 


»» 


sus  welchen  drei  Gleichungen  ganx  unmittelbar  folgt,  dass  den  Gleichungen  (h)  ge- 
nügt wird ,  wenn 

f(0)       AV«»»  f(a*)  (a«~  A«)(a»-ft')  (a»--f>») 

*~     F'(0)""    a*c*    '^  F'(a')~  a*(a»  — c») 

_      f(c')  (c«~A»)(c»-ft«)(c»-0 

F'(c^~                    c»(c*-a») 
so  dass  also  aus  (h)  folgt:      

acx=±A^y,  a  Vc«  — a*y=±  V(X»  — a»)(ft'- a»)(a>  — »*"), 

welche  Gleichungen  in  Wahrheit  acht  Systeme  Ton  Werthen  von  z,  y,  z  enthalten. 
Setsen  wir  x,  y,  c  bloss  positir  Toraus ,  so  ist  es  genug,  die  oberen  Zeichen  zu  wäh- 
len.    Alsdann  wird  die  Grösse  M  in  §.  52  (C)  gleich 

V(il»-a»)  (^»— a»)  (a»—»»)  (A»— c«)  (c»— ^»)(c»— »»)' 

Gesetzt  nun,  man  habe  das  Integral  ///8x8y8z,  ausgedehnt  auf  alle  po- 

X*  y*  E*       = 

sitiTen  Werthe  yon  x,ytZ,  für  welche  ut+üTIT^i+rTir"»  <^  1 .  wo  k'>c*>a^    ^' 

x*  y*  z* 

so  drückt  es  den  achten  Theil  des  von  dem  £llfp8oide  ty  +  .,__  »~h.> > — 1  um- 
schlossenen KOrperraums  aus.  Will  man  nun  A,f(,  7  einführen,  und  die  Gränzen 
dieser  Grössen  bestimmen,  so  beachte  man,  dass 

yyy«^öy8x=y8xy8y  ye. 


[rr.Vi-i-:  ^v„.-;r.V7rg    ^ 


k»     k«-a« 

^8. 

0 


J    _i     1 


=  k  Vk»  — a»  Vk*-  «7     / /(l-»*)  Vi  — y*  e»  Öy  8x. 

0        0       0 

80  dass  man  jetzt  zu  setzen  hat :  


ackx  =  A/»y,  VV--V».aVo»-~a«y  Vl-x»  =  V(;i'~a»)(/»»~  a»)  (a» -y^) . 
cVc*-a*Vk*-c»sVO-x')(l-y')=V(^*-c»)(c*-^*;  (c»-»»). 

k»x»  .  (k»-a^y»(l~x')  ,  (k«-c')iMl-i*)(l~y*)      . 
oder  -prH jTZT^z ! jm^i -L 

k»x»     (k»~a»)(i--x»)y»  .  (k«-c*)z»(l~x')0-y»)   _ 

k'x»      (k»-a')(l-x')y»  .  (k»-c»)i»(l-x»)(l-.y»)  _ 

»»  "^  »*— a*  "^  r»— c* 

Jede  dieser  Gleichungen  gibt 
k»x»(*»— a»)<*»-€»H-fr'— a»)(l-x»)y*«»(»*-c»)-f(k»-c»)i«(l— x»)(l— yM«'C<»»*-«'*\ 


512  Umformang  mittebt  d«n«lb«n. 

wo  Q)=A,  ju,  f  seyn  kanu.     Setzen  wir  hier  09=:r,  so, wird  für  x  =  0  auch  1^=0 
seyn  müssen,  während  für  x=  1 ,  r=a  zu  sejm  hat;  die  Gränzen  von  r  sind  also  0 
und  a.     Nach  §.  52,  V  hat  man  nun  eine  Gleichung  ohne  x  und  X  zu  bilden.     Dazu 
beachten  wir,  dass 
X»        ti*r*       1-xW         (a»-^-)(a*— »»)   ^     1— x«  (^»  — c»)(c»— »*)   

X»"a*c*k*'A«  — a»""a*(a*-c*)(k»-a»)y»' A»— c*"c*(a»-c»)(k*— c»)i*(l  — yV 
woraus  dann  durch  Elimination  von  x'  und  X^  folgt: 

[(k*-a*)(a*-c*>y*+(a»-/«*)(»*-»*)]t*^*(a*-c*)(k»-c»)2»(l-y») 

+  0«*  — c»)(c»-f'*)a*kT  =  [(k«— c»)(a«-e«)i»(l— y») 
4-(^»_c*)(c*-0]  [^^*c-(k*-aO(a*— c«)y»+(»'— /«••)(a«  -  r»)c»k*]. 
Hieraus  ergabt  sich  für  j=0  :  /ii  =  a,  füry=l  :  fi=:c.     Endlich  moss  man 
eine  Gleichung  ohne  x  und  y  bilden.     Zu  dem  £nde  ist 

l_,x_i       iVz!    ^»n      ^^     a»~a')0»«-a«)(a'-.>>) 
*  -         a»c»k»*^^*      *^~       a«(c»-V)(k»-a»)       ' 

(1      T')(l      x»)-l      ^'^'^'     (A«~a>)(^>-a>)(a«-.>>) 
U     yni     x;-i      ^,^.^,  a»(c»-a»)(k«-a«)       ' 

also  ,.,w,»      ^»)ft»     ,»)ri      ^V'^^     a»~a«)(^>-a»)(a»^Ol 

*^*'  '  '  ^'       *  ^  ^^       ^  '  L^      a» c»  k« a«(c*-a«)(k»-a»)      J 

=  a*-c*)(c*-/»*)(c»-«»). 
Für  z=:0  ist  also  A=c;  für  z=^l  findet  man  leicht,  dass  A,=k  der  Gleichung  ge- 
nügt.    Demnach  ist  (§.  52,  Formel  (0^))  : 

///exeye.  -f\fif- a'->.VM'->')(A'->')e> .. 

d.h.  (§.67.  I): 

y  V(a'-i'')(e'-»V  V(J^-a')(c'-pV  V(A'-*')(*'-eV 


a 


=  -J-kVk^^=^*Vk^"=^. 

Anm.   Auf  die  in  I.  und  III.  ermittelten  Integrale  lassen  sieh  riele  andere  tmüeklÜbTSD. 
So  das  Doppelintegral 

n 

T cos^d^O^ 


// 


.   [a*b*sinV+a*c*sin*»)COs*«^  +  b'c*cos*9C08* 

wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist.     Setzt  man  n&mlieh  wieder  a',  ß*  dasselbe  wie  in  111., 
so  ist  das  Integral  = 


/2    /*2  cos»ev;8» 

^      /     [«'cos»9  +  /?»«inM"' 


Znn&cbst  nun  sey 


/ 


so  ist  (8.  61) : 

8B         ,    8B 


0 


n 

" -.  =  B.. 

[a»C08*^-h/?»sin*9]" 


1    a  1    1    ^__     o„    /'2  co8»»+sin*»  ft  o    n 

r -8^+7 87"""^°/  r"V"rTTr77+i®*=^2^®«-hi' 


/ 
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n     1 
und  da  B^  =  -r- .  —-  ,  so  erfa&It  man  hieraus ,  indem  man  n  =  1 ,  2.  .  .  .  setzt: 

__«      1_  rj I  "V    »   __!    J_  rA--4--i  -4-    ^     1 

*  ~  2  •  2    Uv      «l»V'     '  ""  2     2.4  laV      «V»*      «'l^'J 

so  dass  man  B^   als  bekannt  ansehen  darf.     Alsdann  kommt  die  Ermittlung  des  bestimmten 

Integrals  auf  die  Bestimmang  Ton 

T      cos  1^  8  »/i 

2n-hl   2m-hl   ^  "^ 
aß 
0  ' 

sorQck »  die  nnn  wie  in  III.  geschieht ,  indem  man  auf  elliptische  Integrale  zurttckkommt. 

Weitere  Ausführungen  hieron  finden  sich  in  einer  Abhandlung  des  Verfassers  in  6 ru- 
ner ts  ArchiT  Xni,  S.  286  ff.,  wie  denn  auch  in  demselben  ArchiTO  IX,  S.  438,  X,  S.  90, 
XI ,  S.  88  Ahnliche  Reduktionen  Torgenommen  worden  sind.  Einige  wichtige  Abhandlungen 
Ton  TortoKni  finden  sich  in  Grelles  Journal  der  Mathematik  XXXI  und  XXXVII,  wozu  der 
Verfasser  im  Bande  XXXIX  desselben  Journals  einige  Zus&tze  geliefert  hat,  u.  s.  w. 

§.  Hl. 

Ein  wichtiges  Mittel  zar  Auswerthung  bestimmter  vielfacher  Integrale, 
oder  vielmehr  zur  Reduktion  derselben  auf  einfache,  bieten  die  Sätze  (p)  des 
§.  98  oder  daraus  leicht  abzuleitende  dar,  wie  wir  nun  an  einigen  Beispielen 
erläutern  wollen 

L  Man  habe  das  nfache  bestimmte  Integral 


/// 


...e    ^'**''*"^'^'"'"'''**^"^f(x-hy+z+..)8x8y8z..,  (a; 


worin  z,  j«  z, . .  auf  alle  positiven  und  negativen  Werthe  ausgedehnt  werden  sollen, 
für  welche  (a  und  ß  positiT) 

Nach  dem  ersten  der  Sätze  (p)  in  §.  98  ist 

/.^    /•■ 
8u   /f(T)cos(u»)cos(uT)ÖT, 

0  0 

wenn  o>  jswischen  0  und  a  liegt,   während  fllr  af>a,  die  Grösse  zweiter  Seit«  Null 
ist.     Offenbar  ist  Übrigens  auch  (§.  49,  YII) 

cos(u«)öu/f(T)cos(nT)Ö?, 

—  00  0 

während  unbedingt 

— /sin(ua>)8u /f(T)cos(uT)8T  =  0. 

—00  0 

Daraus  folgt ,  wenn  V —  1  =i : 

*i~QO  A  ~f*  00  ^ 

f(i»)==-W[cos(ui»)+isin(u«)]8u  /f(T)cos(uT)8T=  -^^  8u /f(Y)cos(uT)8r. 

—00  0  — »  • 

Eben  So  ist 

/,+  00  -a 

e       8u  /f(T)cos(nT)8T,  Ton  fl»  =  0  bis  a, 

—  OC  0 

Di0Mr0r,  JfJßffreatial'  a.  Infgnl-tUchnnng.  ^>^ 
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+  00  ß 

f(«)  =  — /e**    bU'it(r)co$(vLr)dT,  T00«  =  0bie|9, 

j         —00  0 

während  jeweils  jenseits  dieser  G ranzen  die  zweite  Seite  Null  ist.  Daraus  folgt,  dass 

/e"*    8ii /f(T)co8(nT)8T 

-00  *ß 

gleich  f  (oü)  seyn  wird,  wenn  <d  zwischen  ß  und  a  liegt,  Null  jenseits  dieser  Gränzen. 
Setzt  man  also  in  (a)  x-{'j-\-Z'^,  .=io,  so  ist  dieses  Integral  auch  gleich 

+  00  « 

— ///..e  ^    /  T--     T^     8x8781.. /e        8u /f(T)co8(ttT)8T,  (b) 

-00  ^ 

wo  man  nun  die  Gränzen  von  z,  j,  z, . . .  Ton  —  00  bis  *^  00  nehmen  kann ,  indem 
der  Faktor 

e"*     8U    /f(T)C0B(uT)ÖT 

-00  ß 

in  all  den  Fällen  Null  ist ,  in  denen  o)  nicht  der  Bedingung  (a^  entspriehl,  was,  wie 
man  leicht  sieht,  fUr  negative  (o  eben  so  gilt,  wie  fUr  positire.  Daraus  folgt,  dass 
man  die  GrOsse  (b)  auch  schreiben  kann  : 

/»a  /i+OO  -    -  />+00 

*^vn        /  /       ^o       ///  -(••»•+b«7*+«*«*+..)    «»i^       ^       ^ 

f(T)8T  /oob(ut)8u/  / /..e  e        8x8y8i..,         bO 

|9  -00 00 

WO  nun 

hOO  +X  +00  + 

///..e  e         8x8y8i..=  /e  .  8x/e  Öy/e  81 

00  —00  —00  —00 

n 

a  •  c  abc. 

80  dass,  wenn  -7-  I  TrH"vF"^ "?"!"•  •  •  l=^^  ^**  Integral  (b')  gleich 


-  /f(v)8T/e-^'"'co8(uT)8u  =  -!^-  /f(^)8T.l^e    ^^\ 
•  •••/  y  abc.*.«/  p 


abc 

^  -00  /? 

mithin  endlich 


/y/:.e-<--*'-^^-^-+^'--^-->f(x+y+s+.0ax8y8.  =  £^^ 

,      1  r  1    .    1   ,   1    ,      ^ 

wenn  ^  —  "j"  l  "i»  '  b*"  '   0*"         'J  *  ^°*^  *^  Integral  sich  auf  alle  Werthe  Ton 

X,  j^z,.»  erstreckt,  für  die 

a>x-+y+z  +  ...>|9. 

IL  Als  ein  zweites  hieher  gehöriges  Beispiel  wollen  wir  die  Bereehnong  der 
Anziehung  eines  EUipsoids  auf  einen  materiellen  Punkt  wählen ,  wobei  wir  freihch 
nicht  gerade  Ton  denselben  Sätzen  Gebrauch  machen  werden,  jedooh  immerhin  in 
ähnlicher  Weise  zu  yerfiaJiren  haben. 


"2t 
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Es  stelle  M  (Fig.  59)  ein  körperliches  Element  des  £)-  f^-  ^^* 

lipsoids  Tor,  welches  letztere  wir  aus  Schichten  uns  beste-  % 

hend  denken,  die  jeweils  jede  für  sich  dieselbe  Dichte  haben, 
so  dass  wenn  9  diese  Dichte  (=  Masse  in  der  Einheit  des 

KOrpeiinhalts)  ist,    dieselbe  als  eine  Funktion  der  Grösse 

1*      y'       1* 

-ji+T-j-H — j-  erscheint,  wo  a,  b,  c  die  drei  Halbazen  des 

Ellipsoids,  X,  7,  z  die  Koordinaten  Ton  M  sind ,  so  wird  der  ^ 
Inhalt  des  Elements  =ö/l^/JyJz  seyn,  wenn^x, üij,  Jz 
die  unendlich  kleinen  Zunahmen  Ton  z,  j,  z  bedeuten.     8ej  fi  die  Masse  des  ange- 
zogenen Punkts  A,  r  die  Entfernung  AM,  so  wird  die  Wirkung  Ton  M  auf  A  durch 

Q 1 ausgedrückt  seyn  ,  wo  q  ein  konstanter  Koeffizient  ist.     Sind  a,  jJ,  y 

die  Koordinaten  yon  A,  so  ist  r*=(a-«-x)'-j-(/J  —  y)*+(/  —  z)*;  femer  sind  die  ' 

Cosinus  der  Winkel,   welche  die  Linie  r  mit  den  Koordinaten azen  macht,  gleich 

a — z   B  —  y  y — z 

, » ,  und  es  sind  also  die  Seitenkräfbe  der  Anziehung  von  M  gegen  A. 

zerlegt  nach  den  Koordinatenazen  : 

gft5(a — x)  J'lAjAz      QfibAxAy  Azjß — y)      Qi^h(y  —  %)AzAjA% 
r*  r*  r' 

welche  Krftfle  in  A  angreifen  und  wo  diejenigen  als  positiv  angesehen  werden, 
welche  die  Koordinaten  von  A  zu  verkleinern  streben.  Bildet  man  so  die  Seitenkräfte 
aller  der  Anziehungen  der  Elemente  des  EUipsoids  auf  A,  und  addirt  die  nach  der- 
selben Richtung  gehenden ,  so  sieht  man  leicht ,  dass  die  Integrale 

aosgedehnt  auf  alle  positiven  und  negativen  Werthe  von  x,  y,  z,  für  welche 

die  SeitenkrAfte  der  gesammten  Anziehung  des  dreiazigen  EUipsoids,  dessen  Ober- 

X*       y*       z* 

iAehe  zur  Gleichung  hat  —  +  t~}  4~  ~t  =  1  •  ^^^  ^^^  materiellen  Punkt  A  ausdrü- 
cken.    Setzt  man 

"a8z8yÖi 


/// 


=  F.  (d) 

•/  •/  t/  r 

so  ist 

SO  dass  die  (o)  auch  sind : 

8F  8F  8F  ,  ^^, 

-^'•8^'-^'*8^'-^'*-8l*  <^^ 

und  man  also  bloss  die  Grosse  F  in  der  Formel  (d)  als  Funktion  von  a,  ß,  y  zu  be- 
stimmen hat,  um  sofort  die  Grössen  (c)  zu  erhalten.    Mit  dieser  Bestimmung  wollen 
wir  uns  nnn  beschäftigen. 
Wir  wollen,  indem  wir 
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setzen,  uns  erinnern  (§.  98),  dass  die  OrOsse 

.00  ^1 


—  /cos(i»a)8u/f(T)cos(aT)8T 


0  0 

gleich  f  ((o)  ist,  wenn  o)  zwischen  0  und  1 ,  dagegen  0  ist,  wenn  a>  über  1  ist;  * 

alsdann  ergibt  sich  sofort,  dass 

-hOO  OO  1 

F  =  1"///  ^'^/^y^^^^'t^")^  u /f  WcosCut)  8t  (e) 
00          0                          0 

gesetzt  werden  könne,  indem,  in  so  ferne  <o  nicht  zwischen  0  und  1  ist,  der  zuge- 
fügte Faktor  verschwindet,  also  bloss  diejenigen  Elemente  bleiben,  für  welche 
a)<l. 

Gemäss  §.  106  (n)  ist  aber 

r'iPi'    J  TT*'' 

0 

so  dass 

F=    \\/nJJJ^^  ^^^jJV^        coi(«uX8u  b9j((r)ew(ru)br, 

00  0  0 

welche  GrOsse  übrigens,  wie  natürlich,  reeü  ist.  Setzt  man  noch  ax,  bj,  cz  für 
X,  y,  z ,  so  ist 

^  =  ^     '  /fß^'^^'/f^      co.(«u)8u8,/f(T)co.(uT)aT, 

wo  r»=(a— ax)»+(/}— by)»+0'"3;z)»,  a)=x«+y«+z». 

Da  diese  GrOsse  reell  ist,  so  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass  F  der  reelle  Tbeil     { 
ist  Yon 


n i-cx)       QO  1 


(0 


00         0 


Hier  wollen  wir  nun  zuerst  die  Integrationen  nach  x,  y,  z  yollziehen ,  d.  h.  das  Inte- 

+  00 

gral  /  //e  "    dx8y8z  bestimmen.     £s  ist  aber 

00 

r*fl»-|-aa  =  (a*9>+n)x*+(b*9+i)y*-f-(c'^+u)x*— 2ftain— 2/?bi>y  — 2yct» 

so  dass 

00  -00 

r J(?f»+u) y»-2b|9y»)] i  g  ^ /•^[(?H-ü)i'-2r cf» i]i  g ^ 

—  00  —00 


*  Für  »  =  1  ist  sie  allerdings  nur  }  f  (»).  allein  da  »  =  1  nur  einer  nneodlieh  dflaDsn 
Schiebte  des  Ellipsoids ,  an  der  Oberfläche  desselben,  sngehOrt,  so  kOnnen  wir  füglieh 
wegU 
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r      g'a'»'      j9»a'»»     y»c»»»      3    T. 
^(«*-r|J*+r*)»»i  ^^,^L     a»f4-ü     b»f>+u     c»»)-hi"^4*J* 

ViVH  VbVFS  V?H^*    ^^      V.a"9+n"^b»^+u'^c*f»W"' 


)  dass 

ff         00  ai 


0  0 


n 
Setzt  man  hier  noch  —  fiir  qo ,  so  ist 

00        0 


J       y9*a*Va*+»^VbH9Vc*+»)y 

0  00  0 

=  26^^00//,, .\'':g:^^,^=  /}Wcos(a.)8 


t= 


a»       ,        |9«  -» 


-L      ^'      +      y 


Nun  ist  e'  =008-5— j-i sin  ^-  =  1,  e      ==cos(tu)-f-isin(tu);  demnach 

00 


P  o   u     /*/*  »in(tu)8w8»>  '     /;,  V       /     NO 

F=— 2abc  /  I   ^  ,         .'  .^  .  /f(T)cos(iiv)8T. 


0 
»araus  folgt: 

00 
~|^  =  4abco  ff .w,,,^,^,^_;^ /fMcos(nT)8T. 


00  1 

rr     C08(tq)8a8» /l.  ,      ,     ,. 


0 

her  es  ist 

co8(ta)  8u  /f(T)co8(Ta)8T=  ^  f(t),  wenn  t<I,) 

,  •{  ^  |(S.d8.(p)). 

=  0,  „      t>l, 

I  dass  wir  nun  zwei  Fälle  unterscheiden  müssen. 

L)  Der  angezogene  Pankt  liegt  innerhalb  des  Eliipsoids. 
In  diesem  Falle  ist 

id  es  ist 

00 

8F     ^   .       %   r  f(t)  8» 

:=  4aDca —  / — — _ 

8  a  2/  (a«+9)  ViH^  Vb»+*  Vc»+«P 

0 

Sind  also  P,  Q,  R  die  Seitenkräfte  der  Gesammtanziehung  des  EUipsoids ,  so 


kt 


■  t 


g  ]  3  Aiiiiehiuig  eines  Kfl^oi^t  mß  Mtom  Pukt 

CX) 

P  =  2abe^/ufra  /  — 
•      J  (a* 


'+»)  Va*+*  Vb^T*  Vc'+ *  * 

00 


Q  =  2abc«>/u4rj9/ \,  J^         ^^ =,     NM 


0 

00 


R  =  2abc^/Kfr7 


/^ 


f(t)89 


4^)  V?Ti  Vi^H^  VbM^ ' 

0 


a 


t 


wo 


I»'    ^    r* 


2.)  Der  angezogene  Punkt  liegt  ausserhalb  des  Ellipsoids. 
Alsdann  ist 

a«^b»^c»^*' 
und  es  wird  Werthe  von  <p  geben,  für  die  t^l,  und  solche,  für  die  t<^l.     Be 
stimmt  man  den  einzigen  positiven  Werth  Ton  m  aus  der  Gleichung 

a'  /?'  v* 

i»T^"'"bM=^"''i*T^"^*        *^ 

so  ist  t^l  Ton  <p  =  0  bis  <)o=m;  dagegen  t^l  Ton  <)0=:m  bis  <jp=co  .     Man 
hat  also 

m         OD  1 

8F        /l      /•  4abcaco8(tn)8n  /•,  ,       ,     .^ 

ö«   J    y  wh^ W+; W+i(a«+^)y  '  ' 


+ 


0  0  0 

OD        OD  1 

/•       r 4abcttcog(tq)8u /;,  .       .... 
J  Va«+9Vb»H-9 W=Fi(a*+^)y 


0 

und  da  das  erste  Integral  Null  ist,  so  ist 

OD 
—  r— =2abcoÄ 


«A- 


«  «  y  (••+9.)  ViH^  V»>H-»Vo'+» 

m 

Sind  also  P',  Q',  R'  die  Seitenkräfte  der  Anziehung,  so  ist 

00 

P'  =  2abc^^fro  A^  iK^^<P 

%/  (a 


+,)  V«'+»  VP+»  V?+» ' 


m 

00 


^      V  (b*+v)  VbH^V»*+*  Vc*+^  7  ^  ^ 


00 


B'  =  2abc^Miry  / ^^'^!'' 

wo  t  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  oben,  und  das  positiVe  m  aas  (h)  bestimmt  ist 
Setzt  man  m  (g')  <p+m  für  q>,  und  maoht  aH-a=«i'»  bH-m=b(\  eH«=Ci'» 
40  ist  • 
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OD 


P'  =  2abo^^9ra 


•/(a.* 


f(t)89 


t  = 


Daiaus  folgt  nun  leicht ,  dass  man  die  Grossen  P',  Q',  R'  aus  (g)  finden  kann, 
wenn  man  in  den  Formeln  (g)  nur  a^,  b^ ,  c^  ftii  a,  b,  c  setzt.  Sind  die  lo  aus  (g) 
erhaltenen  Grossen  =Pi,  Qi,  Ri,  so  ist 

P_Q^_R^       *be 

P.      Q,      R,      a,b,c/  ^^ 

Da  übrigens  die  Rechnung  nach  den  Formeln  (g)  und  (gO  ziemlich  gleich  leicht 
ist,  so  kann  man  diesen  Satz  auch  entbehren. 

Für  den  Fall  eines  homogenen  Ellipsoids  ist  Ö  konstant,  d.h.  f(t)=d  eine 
Konstante.  Alsdann  kommen  die  Formeln  (g)  und  (g')  auf  elliptische  Funktionen 
zurück  und  gehören  zu  §.  101,  IV,  Nr.  1.  Es  lassen  sich  jedoch  diese  Formeln  als- 
dann noch  unter  etwas  anderer  Form  schreiben.     Setzt  man  nämlich  (p=a'x — a^ 

wenn  a^b^c,  so  sind  in  (g)  die  Gränzen  yon  x  nun  1  und  ao    und  wenn  zur  Ab- 
£» b*  a* c' 

kfirzong  — -^ — =^'f i —  =A''  gesetzt  wird,  so  ist 

a  a 

00  00 

2abof^frda  /8z  2aboi 


(ffin^a  r 8x 2abcg/n^6/y  / \y% 


p= 

oc 


__ 2abcgft?cy  r 8x 

""  ä^       J  y  X  VsTTT»  V(x-A'*)*' 


1 
Setzt  man  noch  x  =  — 2,  so  wird 


1 
«  /*  u'8n 

•J  (1— X*uV(l  — >t'»u*)^ 

k  = '^f ,  k|9=k'a.k"a  =  ky. 

Setzt  man  hier  endlich  A'u=z,  so  sind  die  Gränzen  Ton  z  :  0  uud  X*  und  es 

A»      a«— b*        . 
ist,  wenn  man  771  =  -! i==e'  setzt: 

A        a  ~~~  c 

p^k    /*  i«8g Q^—f ^Ü! 

""  *' V  V(l-z*)(l— e»i*) '      "  ^V  (1  -  e« I»)  VO-i'Xl-e'i^  * 
•  0 

A'V(l-OV(l~0(l-eV) 
0 

Um  diese  Integrale  auf  elliptische  zurückzuführen,  aey  z  =  sin<p,  uud  sin  cd = 
A'==y/*!Ei!,  so  ist  (§.  100): 
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CO 


0 

_       k'    /•     8m'9>89  k'  r^.      .      ,.        ,.„.       .       ,    sinoicoiai     T\«, 

','  (1 -e«.in',)'  *  ^'      •'■■  Vl-e'.ta«.J| 

OD 

„     k"  r       sinVev  k"       r      ^y- rr-r-     r./     %! 

^  =  AVco.VVl-e'.»n'.=  V^ä^  [tg.  V,-eW.- E(..e)J. 


k"      4abcp^ira  -%  /a*  — b»    ,,       .  -4   /a»  — c* 


k        k' 

wo  also  —  =  -   =  —  = 
a       ^       y 

Für  den  speziellen  Fall ,  dass  a  =  b ,  ist  e  =  0 ,  F  (o),  e)  =:  £  (o),  e)  =  o) ,  also 

F(«>e)  — E(a),e)    E(«>,e)  -  (1  ~e»)  F(c^,e)         0  ,       .,  ,      ä  00 

werden 5— . >..__>; zu  -g- ,    und   müssen    nach    §.  22 

behandelt  werden,  wornach  sich  als  Werth  dieser  Grossen  findet:  ^(<d  —  sin  o)  cos  (o), 
^(oa-j-sinoücosoO*  so  dass  jetzt 

k  k'  k" 

P=2j73(<»  -siDÄCOStf»),  Q=2^{«>  — «ineocos»),  R= -p- (tg •  —  •) , 

w      -1  /a*  — c*  cVa«— c»  r.        V/ä^^^^ 

wo  A  r=  V/  j —  =  sinQ),  sinQ>cosQ)  =  — ^^ — j ,  Q)=arcl  8in=-2^ 1, 

Ist  endlich  a  =  b=-c,  so  hat  man  eine  Kugel  vom  Halbmesser  a.     Alsdann  ist 
in  den  letzten  Formeln  o)  =  0 ,  A'  ==  0  und  man  findet  nach  §.  22  : 

Will  man  nun  eben  so  die  Werthe  von  ?',  Q',  R'  der  Formeln  (g')  bei  f(t)=:A 
finden,  so  wird  man  nach  (1)  yerfahren.     Man  erhält  so: 

e*sin»co8<D    T     _  h"         ^        « /r ,  .  .         „  /       x-i 

h        h'      h"      4abcD/Mfrd       ,      a»  — b*     ,,      a*  — c»     .  Va*  -  c* 

wo  — =— -=r  —  = ^ ,  e*^-5 — —^k^=. j— ,8in»=-^ -♦ 

a       ^       f  ai'  a»  — c*  a,*  a» 

a'+m      b*4"™      c*  +  m 

Aus  den  Formeln  (m)  lässt  sich  sehr  leicht  ein  interessantes'  Resultat  ziehen. 
Denken  wir  uns  nämlich  eine  ellipsoidische  Schichte ,  begränzt  von  zwei  ähnlichen 
EUipsoiden,  deren  Halbaxen  a,  b,  c  und  na,  nb,  nc  sejen,  und  sey  der  angezogene 
Punkt  innerhalb  des  hohlen  Raums  der  Schichte ,  so  wird  man  die  auf  ihn  ausge- 
übte Wirkung  finden,  wenn  man  (n^l  vorausgesetzt)  in  (m)  an  die  Stelle  von  a, 
b,  c  setzt  na,  nb,  nc,  und  von  den  so  erhaltenen  Wcrthen  die  (m)  abzieht.  Da  sich 
aber  durch  die  genannte  Vertauschung  in  (m)  Nichts  ändert,  so  erhält  man  also  0 
als  Wirkung,  d.h.  eine  solche  Schichte  wirkt  auf  einen  in  ihrer  Höhlung  liegenden 
Punkt  gar  nicht,  oder  genauer  gesprochen,  die  einzelnen  Anziehungen  heben  sich 
gegenseitig  auf. 

Anders  verhält  sich  natürlich  die  Sache  bei  den  Formeln  (k').  Man  sieht  aber 
hieraus  leicht,  wie  man  die  Anziehung  einer  Schichte  auf  einen  Punkt  berechnen 
kann,  wenn  dieselbe  nur  von  eUipsoidUcben  ¥likc\i«Ti  Vk^\gtQ>xki.i  \%t« 
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§.  112. 

So  wie  in  §.  106  die  £aler*8chen  Integrale  (Gammafunktionen)  als  eine  beson- 
dere Gattung  Funktionen  in  die  Analysis  eingeführt  wurden ,  hat  man  noch  einige 
andere  ähnliche  eingeführt,  über  welche  wir  zum  Schlüsse  dieses  Abschnitts  noch 
Weniges  sufügen  wollen. 

I.  Das  Integral 


yiw 


0 

heisst  der  Integrallogarithmus  und  wird  durch  li(x)  bezeichnet.  Da  für  z=l ; 
l(z)  =  0,  so  darf  X  nicht  über  1  hinausgehen.     Setzt  man  hier  z=e     ,  so  erhält 


n<r^=-f^=-/  ^^^,n>o. 


00  a 

Demgemäss 


wo  wir  etwa  unter  n  eine  positive  ganze  Zahl  verstehen  wollen.     Entwickelt  man 

— a 

—  in  eine  unendliche  Reihe ,  so  folgt  hieraus 
.i(e-")- . !(•-■)  =:l(„)_»+l  ill-i.  j^+...-P(n)-„  +  |  A; 

3   1.2.3^  -J 

0 

Lässt  man  hier  n  immer  mehr  wachsen,  so  nähert  sich  li(e     junbegränztderGrOsse 
li(0)=:0,  so  dass 

HO  =  I(a)-«+-  jH__._  _L_+..+Gr.[y-^«-8.-.  („)J. 

0 

wo  Gr.  sich  auf  das  unendliche  Wachsen  von  n  bezieht.     Nun  ist  aber  identisch 

J  Z  J  %  J  Z 

0  0  0 

— ,  ,     z*     —0z  — , 

ferner  ist  (§.  15)  e     =1  — z+y~2®        »  *'*®  immer  e     >1  — z,    so  dass  wenn 

2^1  auch  e       ^  (1  —  z)  ,     ob   n    gerade    oder    ungerade   ist;    das   Integral 
ü nü-^Lez  ist  also  sicher  >0.  Da  weiter  (§.2,  II)  für  a>b:a""*'*— b"+* 

0 

<(n+l)  a  (a  —  b),  so  ist  wenn  man  a=e      ,  b=  1  — z,  und  n—  l  ftir  n  «fttaA.*. 
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9       — (1— z)  <ne  [e     — (1— z)J,    j < n  e        -  [e     — 

(1 — z)],  d.  h.  da  e"  —  (1  — z)  =Y-2e'~      kleiner  als  -ö".   es  ist 

<-^—  mithmy i ^8z<-y2e        8..d.h.<n 2— Ls=l+ 

0  0 

1       ~l         n         1 
.    ,.» I  +  2"  ;  i\»t  und  da  letzlbre  Grosse  mit  waohsendem  n  Terschwindet^  so  ist 

Gr./ tz=:0.     Femer  ist  für  1  —  z=u: 

/i=<l^..=/(5^.,,.+^+'.+..+-L. 

0  0 

80  dass  endlich 

(=:kin9.106), 
•  —tt.  1    n*        1        n*  In*  , 

und  also  li(e     )  =  Un)~o+yj-^--3  TXs^T  1:2:3:4""    •  •+^* 

Setzt  man  noch  e      =  x ,  so  ist  für  x  ^  . : 

1  Hx)*      1    lfx>' 

Auf  den  Integrallogarithmus  lassen  sich  manche  andere  Integrale  zurückführen. 
So  ist  für  a(l*4-x)=z  und  a^O  : 

0  a 

II.  Das  bestimmte  Integral 

sin  1 . 
-8« 


/ 


1 

0 

heisst  der  Integralsinus  und  wird  durch  Si(x)  bezeichnet.    Entwickelt  man  sinz 
in  eine  unendliche  Reihe ,  so  ist  hiernach 

siw-x— 3-  j72:3+y  rrr:i- 

Eben  so  heisst  das  Integral 


/*COIE 

X 


8s 


der  Integralcosinus  und  wird  durch  C i (x)  bezeichnet.  Hiebet  muss  natflrlicfa 
x^O  sejn.  Will  man  für  diese  Grösse  eine  unendliche  Reihe  haben,  so  beachte 
^an,  dass 

fcouz^       w  V       1     n«        1     n*  r,  .  .        1     x»    ,    1      1*  T 
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so  dftM 

J30 


—8.=  Gr|l(n)  -~  — +-  — -  .  .  .  J«[^l(x)-.-_+^_-...J. 

X 

Nun  ist  aber 

/«  /•■— «  /•■      — « 

1— coii  /  e     — C08S.         /l  — «     ÖS 

~. — ^'=-7 — i — *'-/ — i —  = 


0  0 

'—    -8.. 


_yi-'-<^"  8 .  -/^ 


0  0 

alao 

Gr.  [,(-)-!  Jil+...]  =  Gr.[l(n)-/(L.-)  'Jj^Qr./^'^ 6 z  = 


0 

=  -  0-67721666  -  /      5 52!L*  es. 


-/ 


s 
00  _. 


B  —mm 

8z  und  setsen  dasselbe 

0 

=n,  so  ist  (§.61): 

/oo 
""*■  .         o  *  /    <*8a  1  ,  /  »   I      iv   I  r. 


Bo       /*  — M  ^  a  /*  a8a         I  w  t  i     i^  .  ^. 


0 

/e     — e       eosas^  ^  ,/  i  .     iv  i  ^ 
es  =  yl(a»+a»)  +  C. 

0 

Ganz  eben  so  ist 

jx> 
8 

8 

0 

wo  C  Ton  Uf  C  Ton  a  unabhängig  ist.     Da  aber  C  =  C'  sejn  muss,  so  sind  also  C 
und  C  TOB  a  und  a  unabhängig.     Setzt  man  demnach  a  =  0 ,  so  ist 

—  l(a«)+C=y 8s. 

0 

und  für  a=0: 

00   _4  —ft, 

0 

/QO  _,        _a. 
8  z=0,  auch 

y  1(1><4-C=0,  C=0.     Also  ist  allgemein  C=0  und 

/e      —  e       cosas^         1  ,/  i  i     tx 
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füra=l: 


/  i-::^^'8.=li(a»+i). 


0 

/^^  — « — •« 

eine  stetige  Funktion  von  a  ist ,  so  ist  für  a  =  0 : 

QC  _, 

/e      —  cos  I .         _ 
8z=0, 

0 

sodass  GrTUn)— --  ^+ ..  .1  = —k(=  — 0-6772166..). 

QC 
also  y_8.  =  CiW=-k-l(x)+-— --— 4 


2  1.2      4  1..4  '    6   1..6 

b  ^b 


Es  ist  aus  §.  43  klar,  dass  die  Integrale /-^-^^ßx,/ — ^8^  auf  die  eben 


an- 


•     *  •     « 


gegebenen  Integrale  zurückkommen. 

.00 


Setzt  man  in  /t-t — 8x,  wo  a>0  :  x  = 1 ,  so  ut 

J  1+x  a 

0 
00  00  00  00 

/isinaz.  /Vin(z  —  a)  8i  A>ni_  /•cosi. 

0     ^  »         a  >  * 


s 


=  cosa 

0 


=  Iy  — Si(a)  jcosa— Ci(a)  .  sina. 


Nennzehnter  Abschnitt. 

Näherimgsweise  Berechnung  bestimmter  Integrale. 

§.  113. 
Ein  jedes  bestimmte  Integral 

yf(x)8x.  (a) 

a 

in  welchem  f(x)  eine  stetige  Funktion  von  x  ist,  hat  einen  bestimmten ,  von 
a  und  b  abhängigen  Werth,  dessen  Ermittlung  dann  immer  leicht  ist,  wenn 
die  unbestimmte  Integration  sich  ausführen  l&sst.  Ist  Letzteres  aber  nicht 
der  Fall,  so  muss  man  mit  Käherungsmethoden  sich  behelfen.     Zu  sol- 
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eben  liesse  sich  die  Integration  mittelst  unendlicher  Reihen  (§.  46)  zählen, 
nnd  es  wird  dieselbe  in  vielen  Fällen  von  Nutzen  seyn;  eine  weitere  Nähe- 
rungsmethode haben  wir  in  §.64,  VI  angedeutet,  da  das  Integral  (a)  immer 
als  Ausdruck  für  den  Inhalt  einer  ebenen  Fläche  angesehen  werden  kann. 
Wir  werden  auf  diese  Methode  nochmals  zurückkommen.  Alle  diese  Metho- 
den haben  aber  den  Nachtheil,  dass  man  keine  bestimmte  Fehlergränze 
kennt,  d.h.  also,  dass  man  nicht  weiss,  in  wie  weit  d^  Resultat  genau  oder 
nicht  genau  ist.  Frei  von  diesem  Vorwurfe  ist  nun  die  nachstehende  Me- 
thode, bei  der  nur  vorausgesetzt  ist,  f(x)  sey  eine  ihrer  Form  nach  gege- 
bene Funktion,  so  dass  man  für  jeden  beliebigen  Werth  von  x  den  ihr  zu- 
kommenden Werth  berechnen  kann. 

Wir  haben  bereits  in  §.  50,  XI  gezeigt ,  dass 

f  (x+h)-  f(x)  =y  f  (X)+  ^  t"  (x)  +  . . .  + A_  f'(x)+  ^ /*«'  f'+'d  +  h-^e«. 

0 

oder  wenn  man  in  dem  bestimmten  Integrale  z  an  die  Stelle  von  h — z  setzt: 
f(x+h)~f(i)=-5-f(x)+-^f-(x)+...  +  -^AxH--J~^^^  ' 

1  1  .^  1 . .  n  1 ..  .n^ 

0 

Setzt  man  zur  Abkürzung  F(x-|-h)— F(x)  =  //F(x),  so  erhält  man 
hieraus : 

^f(x)  =|r(x)+i;^r(x)-h^.«(x)-H..+ ^^-(x) 

0 

.rf.(x)=  |r'(x)+...+^;^f*"(x) 

h 


1  1  /"/u  ^2m-2  2m-f2 


jf* 


"*(«)=  A  ,^»(x)+i/(h-.)  f'-+*(x+.)8.. 

0 

Man  maltiplizire  diese  Gleichungen,  der  Reihe  nach,  mit  l,  A^h,  A,h  • 
...,  A,^_jh*"~*,  bestimme  A^,...,  A,^_j  dnrch  die  folgenden  Gleichungen: 


1*1*0 
1.2.8^1.2+1  -"••••1 
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* I ^ I  A,  «m— <    .        ^"""^— 0 

1. .. 2m-l'^l. .. 2m— 2 "^1...2m-^3 "'"•"'"    1.2    ^      1  '  ,    .v 


1...2m^l...2m— 1  '  1...2m— 2  ' '      1.2 

so  erhält  man  durch  Addition : 

Jf(x)  +  A,  hJf(x)+A,h«Jf'(x)+...  +  A.       y""'*Jf*"~*(x)  =  hr(x) 

2  Di— 1 

+yQf'""^'(x+«)8i,  (d) 

0 

2  m— 1 
^          V**       .    ^  /.          .«m— 1        ^   ^.^         .1»— 2  A  h  (h — x) 

(h~z)       ,  A,h(h  — z)  .  A,h»(h-g) ,      _u-?^=l___ 

''''        ^"l...2iii"'       1...2m-l       ^     1...2m-2     '^"^  1 

Was  Dun  vorerst  .die  Auflösung  der  Gleichungen  (c)  anbelangt ,  so  er- 
hält man : 

Dadurch  sind  wir  auf  die  Yermuthung  geleitet,  es  sey  allgemein : 

(-1)*"^'b 

^H-i="^°>">'^».=  i.2..,2r'«'^-">'  .  w    . 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Yermuthung  zu  prüfen,  führen  wir  diese 
Werthe  in  (c)  ein;  sind  diese  Gleichungen  alsdann  erfüllt,  so  ist  unsere 
Yermuthung  gerechtfertigt.  Nun  sind  aber  zwei  auf  einander  folgende  jener 
Gleichungen : 

1 I ^1 I ^2— -I-        4-     "~*-o 

1...2r— 1^1...2r— 2^1...2r— 3^    "^      1      ~    *  ,  ,  .. 

A  A  /  v*> 

1...2r    ^1...2r-1^1...2r-2^'-^    1.2    ^      1 

welche  mittelst  (e)  zu 

i  1  1  B,  1  B,  1  ■■       ^«r-8 

1...2r— 1       2   1...2r— 2'^1.2  1...2r— 3      1..41...2r  — 6~"- 1...2r— 1 

J^ 1  1  .    B,  1 B,  1  .       .       ^2r-^       1 

i...2'r      2  1...2r— l"^1.2  1...2r-2      1  ..4  1...2r— 4"'~*-l  ...2r— 2  1 .2        ' 

.  ,         B,  1  B,  1  ,  -u     ®«'-«  2r— 3  1 


1.21...2r— 3      1..4  1...2r  — 6^"     -  1...2r— 2  2       •l...2r— T 

B,  1  B,  1.4-      ^»'-»         ^    _2r-2      1 


1.2  1...2r-2"'r~4  1...2r— 4^  *  *  '  "  1...2r— 2  *  1.2  ""      2       1..2r* 

Yon  diesen  Gleichungen  ist  die  letzte  geradezu  die  Gleichung  (f)  iu 
§.  27,  III,  wenn  man  dort  n^r — 1  setzt;  was  die  erste  anbelangt,  so  heisst 
sie  auch 

.  2B,  1  2B,  1  .       ^^2r^        1 .. 


1.2...2r— 1^1.2  1...2r— 3      J  ..4  1...2r— 5~  '  *  *  -  1...2r— 2  ""  1..2r-2 

und  ergibt  sich,  wenn  man  mit  der  Gleichung 

1  -f-  coix  =  linxQotg  —X 


2 
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in  derselben  Weise  verlährt^  wie  es  in  §.  27  geschehen  ist.     Demnach  sind 
die  Gleichungen  (e)  richtig,  und  es  ist 

^~    1...2in         2     1...2m— 1   "'"l.2    1...2m  — 2         1..4     1...2m— 4   ''" 

,         «m— »      h  (h — i)* 

-1...2in-2  1.2 

oder  wenn  man  die  Zeichen  A  beibehält: 

Q  _  (h-i) .  A,«h(h— i)  A,h»(h~i)  A4h*(h~i) 

^^    I...2111''       I...21X1  — 1     "^     l...(2iii— 2)     "^     1...2m^4      "^ 

A  h*"""*(h-.«)* 

Im— 2  ^  '' 

+ TS • 

Setzt  man 

2m                      2m-l                     2m— 2                       A            h  "~  I* 
•  t  A^hg  .  A,  h  g  ,  ,      2m-2 ,,  ,.. 


1..2m  '  1...2m— 1  '  1...2m— 2  '   ••    '  1.2 

SO  ist  Q  =  9)(h — 2),  und  wenn  man  entwickelt: 


'<^-«>=ii-r^[»+^H-i^:^  [Ä+T+^O 


_    h'i"* r     1       ,    A,    .  A,1  I  .»»r       1  A,  A, 

1...2m— 8Ll.2.3"^1.2"^  ^  j-r-Tn     Li...2m'^1..2ni— l'''l..2m— 


2' 


A             ^             '»           .      ,     2m— 1                 .2   2m— 2        ,     .4   2m— 4 
.      2m— 2 1       JE 1     hz .  A,  h  g 1  A^h  g , 

••'*"    1.2   J"!.. 2m      21...2m-l'^1...2iii— 2"*"l...2m— 4"*" 


2  m — 1 
A  h  g* 

+    '"^'2 (nach(c)), 


d.  h.  es  ist 

9(i)  =  9(h-.g)=Q.  (f) 

Daraus  folgt  auch 

so  dass  die  Werthe  von  (p(z)  für  z  von  0  bis  }h  dieselben  sind,  wie  für  z 
von hbis  Jh,  mithin  etwa(§.  49,YU)Jg)(z)dz  =  2j  9(z)9z.     Da  aber 


0 

A 


/*/\ft        ^«a-hir  1  t       A, A,  .       2m-2l  .      .««+1 

y^(.)8.=h     Ll..2m+l+iT:2;;;+^:2i^3I+'•+-^2:3-J=•-^m^     ' 


0 


'    /^ft        ^«m-Hr  ^  1         .       A,  1  .  ^2m-^2  IT 


0 

so  ist 

1.  _1 ,       A,         1  A,  1  A4  1 . 

l:.2m+l-2«»+i"^1..2m  2*»       1..2m— 1  g«»-!  "'■l..2m— Sg««-»  ^ 

A  ,  1 

[     »"-»  ^ La  Ctt'\ 

^  1.2.3  2«~       2     im'  ^* 
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wenn  man  A,^  durch  (e)  sich  bestimmt  denkt.  Diese  Formel,  (g^)  ist  eine 
weitere  Rekarsionsformel  für  die  Bernoallischen  Zahlen. 

Was  nun  die  Funktion  (p(z)  anbelangt,  so  kann  man  behaupten,  dass 
8ie  von  z  =  0  bis  z  =  ^h  beständig  wachse  oder  abnehme.  Um  dies  zu  be- 
weisen, genügt  es  zu  zeigen,  dass  ^'(z)  nicht  0  werden  kann  von  z=^  bis 
z=ih,  (für  welch  letztem  Werth  übrigens  5p'(z)  =  0  ist).     Es  ist  aber 

la— 1  ^    ,     Im— 3  1  2m— 4  4  2  m—«  A  h*"* 

9  W-x  Li     2m  — l"^1..2m-2"^  1  ..2m~3  "^1  ..2m  — ö"*"*"^  l  1 

Ist  nun  m=  1,  2,  so  ist  dies  gleich 

welche  Grössen  allerdings  ihr  Zeichen  nicht  ändern  für  z  von  0  bis  -^.  Setzt 
man  also  (p  (z,  m)  statt  (p  (z) ,  um  auch  m  besonders  hervorzuheben ,  so  wol- 
len wir  annehmen,  man  wisse  -^^-^^^^   ändere   sein   Zeichen   nicht  von 

Ol 

z  =  0  bis  z  =  }h,  und  fragen,  ob  dasselbe  sich  auch  von  ^}  sägen  lasse. 
Denken  wir  uns  zunächst  h  positiv,  so  wird,  wenn  z  <  ^h,  sicher  z  <  ^(h-f-^). 

00 

wo  a>0;  demnach  wird  in  dem  Integral  /    ^   J"     "t^    jedes   Element 

dasselbe  Zeichen  haben  wie  ^  V""  »  wo  z<4h.  Es  ist  aber,  wie  mau 
leicht  findet,  wenn  man  oben  in  (p^(z)  für  m  setzt  r — I : 

Ay(z,  r-1)   8h  _^       «      r     »"^  1 .    A.hi''^    _l A»hV^^ 

^  8«  h*'       .«'~iLl..2r— 3  2r— l''"l..(2r— 4)*2r— 2"^  1..2r— B   • 


1         I  i       2r— 4 


2r-3 


"•■•••■^      '   1  3j' 


so  dass  diese  Grösse  dasselbe  Zeichen  hat,  wie    ^    *^ — ^,    wenn  z  <  |h. 


i>»  2r-4 


Daraus  folgt  aber  weiter,  dass  wenn  a<ih,  das  Integral/    ^'_Tr-4 


jj-       iL-..2r— 32r-l 


A         h''-^ 


+  .  .  .  .  4 ^^ yj^^»  dessen  Elemente  alle  der  Bedingung  z<ih 

genügen ,  ebenfalls  dasselbe  Zeichen  haben  müsse  wie  ^^^'''^""^l        Dieses 
Integral  ist  aber 


h^'-^ 


[1  _2 ,  A,  1 ■  A,  _J ,        2r-4  1    I 

1..2r— 1  2**^      l-.2r  — 22«'-«'^1..2r-3  2«r-4"^  •"^1.2.32Ü 

2r— 2  ,       2r— «.         .       *r—4i  A  aV~^ 

.*'-^Li..2r— l"^1..2r— 2*^  1..2r— 3  "^       •  "T        i.2.3       J' 
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d.  h.  wenn  man  beachtet,  dasa  nach  (gO  (f&r  m=^r — 1)  die  erste  Zeile  = 

A 

h 

a     ^ 

A         ,«r~2         2,-^       .      2r-g ^  A,tt         h     ■  A,  tt         h 

«r-2"'         "^        1.2.3        "^         l.,.6        "T-    -"^  1..2r-3"^1..2r-2 

2t— 2 

h  an 

ond  da  a  eben  auch  zwisclien  0  und  J[h  liegt,  so  hat  also j-^  '  d       ^**'' 

selbe  Zeichen  wie  ^•'(«•Jnl).  d.  h.  da  zh*'""*>0,  es  haben  ^'^"-i^  und 

cz  oz 

^a**      verschiedenes  Zeichen,  so  dass  mithin,  wenn  die  erste  Grösse  ihr 

8z  '  ' 

Zeichen  nicht  wechselt,  die  zweite  in  derselben  Lage  seyn  wird.  Da  nun 
f&r  r  =  3  die  Behauptung  gerechtfertigt  ist,  so  gilt  sie  allgemein.  Wir  ha- 
ben hiebei  allerdings  h  positiv  vorausgesetzt;  allein  die  Behauptung  gilt 
auch  für  negative  h.     Denn  sey  z=ah,  wo  a  zwischen  0  und  1,  so  ist 

2iii  2m— 1  A  tt*^ 

^^'^=^   Lr3^+i..2— 1~^ ■  •  •  +  ~r.^' 

und  da  f&r  positive  h  die  Grösse  g>  (z)  nie  Null  wird  von  z  =  0  bis  z  =  h, 
AG  muss  die  eingeklammerte  Grösse  in  dieser  Lage  seyn ,  wenn  a  von  0  bis 
1  geht.  Ist  nun  aber  h  negativ  =  —  h',  und  man  setzt  z  =  ah= — ah',  so 
erhält  man  ^ 

2m  .       2m-l  A  a* 

»<*>=(-">  lr:^+r::2^;:=i+  ••+—.-2-1 

welche  Grösse  demnach  ebenfalls  nicht  0  werden  kann,  wenn  a  von  0  bis  1 
geht  (d.h.  z  von  0  bis  h).  Daraus  folgt  nun,  dass  von  z  =  0  bis  z::=h  die 
Grösse  y  (z)  immer  dasselbe  Zeichen  habe ,  so  dass  nach  §.  49 : 

h  h 

yi(.)f'"+\x+z)8z  =  f*""^Weh)y^W8z==-.A^_^f'""^\x+eh).h*"**"\ 

0  0 

und  mithin : 

m  2  b— 2 

(-1)    B._       h 


=hf  (x)+ 1^ f*""^*(x+eh).        (A) 

1..2in 

welche  Gleichung  nur  voraussetzt,  es  sey  f*""^*  (x  +  z)    endlich  und   stetig 
von  z  =  0  bis  z  =  h ,  und  wobei  G  zwischen  0  und  1  liegt. 
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Für  manche  Fälle  lässt  sich  die  Gleichung  (A)  unter  etwas  bequemere 
Form  bringen. 

Gesetzt  nämlich  f**'^*(x+z)  behalte  dasselbe  Zeichen  von  z  =  0  bis 
z  =  h,  so  ist: 

h  h 

y*9(z)f*"'^\x+i)8i==9(eh)yi^""^\x+i)8i==^(eh)[f*"(x+h)-f*% 

0  0 

=  9(eh)jf'"(x). 

Nun  erreicht  aber  g>  (z)  ihren  (dem  Zahienwerthe  nach),  grdssten  WerUi 
für  z  =  ^h,  da  sie  von  z  =  0  bis  z=^h  beständig  wächst  oder  abnimmt; 
desshalb  ist  7(^h)<9)((h),  und  von  demselben  Zeichen,  so  dass  etwa 
^(9h)  =  Öj  g>(\h) ,  und  also 


yi»(i)f*""'"W«)öx  =  e9(ih)Jf*"(i). 


0 

Aus  der  Gleichung 

cotgx-f- tg  — 4-iiiix=  I ootgz  leotx 

folgt  aber,  wie  in  §.  27 : 

2m+l  1        ,   Bt        1         J B|_  1  1 

1..2m+2*2«»-ha"^1.2  1..2m  "  g«»      1..4' 1..2m-^2"  g««-«  "*"•• 

B  ,       ,  ^tmH-2      ,      B 


■        fm~l     1        1 X—  "^^         «■+! 

1       9»!     1     9'  9»         ' 


1..2m  1.2'2»     "•"     2*""^*     1..2m-|-2' 

woraus  dann  sehr  leicht  folgt : 

m       2ii& 

(-1)    (2     -1)B,^_,      ^t- 
SO  dass 

yVw  f*""^*(x+x)8.=(-i)"e^n;r=rB^^^ii*"jf*"(x) 

0 

(—1)    B          h 
and  Jf(x)-lhJr(x)+...+ 17:1^32 ^'  "     «=h^« 

2*"-^l  B         h**     , 

m  Sa 

(-1)    B.        h 


Äddirt  man  beiderseitig—^^ — '^    *^^  * — ^f'^W.  and  beachtet,  dass 

2*"— 1     .    ..m     ,     ..mr  ^        e 


1..2m 
2  ■-  2  "* 

hnraer  zwischen  — 1  und  +1  Hegt,  so  ist 
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1 .  .zm  1 . .  Zm 

wenn  ©'  zwischen  —  1  und  +  ^  Hegt.     Diese  Gleichung  setzt  voraus ,  dass 
f*"'^*(x+3s)  von  z  =  0  bis  z  — h  immer  dasselbe  Zeichen  habe. 

§.  114. 

Von  den  beiden  in  §.11 H  aufgestellten  Lehrsätzen  lässt  sich  nun  eine 
wichtige  Anwendung  auf  die  näherungsweise  Ermittlung  des  Werthes  be- 
stimmter Integrale  machen.     Man  setze  nämlich 

f(x)=.y  F(x)ex,  also  Jf(x)=/F(x)8x.  f(x)=  F(x) 

80  erhält  man  ans  (A)  leicht : 

Z-*"^''  B 

yF(x)8x  =  hF(«)  +  4h[F(«+J.)-F(«)]--^h'[F'(a-|-h)-F'(»)]  +  .       . 

a 

2ni-2 

■^^^^^2^    [F*"-%+h)-F*"-'w] 
I .  .Zm  — ^ 

B      ,    h*-+* 

+    *r'   „         F*°(a4-e.h). 
I .  .^m 

/•'"^"  B 

yF(i)8x=hF(a+h)+Jh[F(a-h2h)-F(a+i.)]-j-^b'tr{»+2h)-F'(a+h)l-h.. 

•+»1 

B  h*"~* 

*  -T^«— 2  -  [K''"-'(a+2h)-F*"-'(a  +  b)| 

'+-^ü;r-  F*"(.+h+e.i.). 

1  ..iSm 

■ 

F(x)8x  =  hF(a+n-lh)-|- Jh[F(a-t-nh)— F(a+n— lh)l- 

•  -|-(o-l)h 

2  m— 2 

±  V^^ -^  tF'""'(a+nl.)-F*»-'(a+i^irfh)J 

B  h*-+'       , 

—     2  m— 1  -,»» 


f  -   ",-5 F      (*+"-  I  h+e  h). 

1..2m  B 


Durch  Addition  ergibt  sich  hieraus: 


/F(x)8x  =  h[F(a)-l-F(a+h)4-...  +  F(a-hn-lh)]+ili[F(a-i-nh)  — F(a)] 


B         V"^-^ 


-  f2h»[P(a  +  nh)-F'(a)]+...  ±     ;-'^_,^    l/"-\t.^x.vW""\-^ 


^\* 
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+  1..2B  ^'  

woR  =  F*"(a+Ö4h)  +  F*"(a+h+©,h)  + -}- F*"(a+n  —  1  h 

-{-&  h).  Gesetzt  nun,  es  sey  a+nh^b,  also  h=: ,  wo  n  eine  posi- 
tive ganze  Zahl,  so  ist  der  (absolute)  Wertli  von  R  sicher Ueiner  als  nM, 
wenn  M  der  grösste  Werth  ist,  den  F  (z)  erreicht,  wenn  z  von  a  bis  b 
geht.     Daraus  nun  folgt  der  Sat2  I : 

,,  Setzt  man 
b 

F(x)ex  =  h[iP(a)  +  F(a+h)+F(a+2h)-+  ....  +F(b-h)+JF(b)] 


/' 


a 

B  h*" 

-  :?^»"'IF'(b)-F'(a)l  +  ^ [F'(b)-F' (>)]-  .  +    *  — *         [F*""*(b)-F* ■"*(.)]. 

WO  h  =  — ^^,  n  eine  (willkürliche)  positive  ganze  Zahl,  so  ist  der  begangene 

na    ,  h*-+* 

Fehler  geringer  als     /  2    -I-2    ^  >   ^<^   ^   der   grösste  Werth   ist ,   den 

F*"*'''*(z)  erlangt,  wenn  z  von  a  bis  h  geht  Dabei  muss  F**"'"*(z)  innerhalb 
dieser  Gränzen  endlich  seyn." 
Was  die  Grösse 

ei'lF'""'(a+h)~F'*~Va)]  +  e,'[F'—%+2h)^F'*~Wb)+  •  •  • 

+  0'   [F'"-%)-F'"-V-h)], 

n 

WO  die  einzelnen  Ö'  zwischen  — 1  und  -|-1  liegen,  anbelangt,  so  sind  die 
eingeklammerten  Differenzen  alle  von  demselben  Zeichen,  indem  wir  voraus- 
setzen wollen,  F*"^""*(z)  wachse  von  x  =  a  bis  x  =  b,  oder  nehme  beständig 
ab;  daraus  folgt,  dass  dieselbe  zwischen  zwei  Gränzen  liegt,  die  man  be- 
kommt, wenn  man  alle  ©'  gleich  — 1  oder  gleich  4"^  setzt;  d.  h.  jene 
Grösse  liegt  zwischen  —  [F'"~"'(b)  — F^'^-^Ca)]  und  +[F'""'(b)— F*"'* 
(a)],  ist  also  gleich  ö'[F**-*(b)  — F'^'^Ca)].  wo  ©'  zwischen  —  1  und 
-|-1.  Somit  erhält  man  aus  der  Formel  (B)  in  derselben  Weise  wie  oben 
den  folgenden  Satz  II: 

n  Setzt  man  " 

yF(x)8x  =  h[iF(a)+F(a+h)+F(a+2h)-f  .  .  .  +F(b-h)-t-4F(b)] 
-  ^h'[F'(b)-F'(«)]  +  5li!j[F'(b)-F»(«)[+....t  -^ [F*"-V)-F*"~V)]. 

1.^  1  ..4  1  ..25111 

B  h'" 

80  ist  der  begangene  Fehler  =Q'   ^^"^^    [F'"~*(b)  — F*'-^(a)],  wo  » 
zwischen  — 1  and  -["1  liegt.    Datei  ul  «\i«t  n wwsÄ^'^^^taA.  ^  dass  F*'"(z) 
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von  2  =  a  bis  z  =  b  immer  dasselbe  Zeichen  habe ,  während  h  =  ^^^,  und  n 

n 

eine  positive  ganze  Zahl  ist.^ 

Da  man,  wenn  F*"(z)  nicht  dieser  Bedingung  entsprechen  sollte,  durch 
Einschieben  von  Gränzen  das  vorgelegte  Integral  immer  in  eine  Summe  meh- 
rerer anderer  zerlegen  kann,  die  sämmtlich  jener  Bedingung  genügen,  so 
steht  der  Anwendung  des  Satzes  II  desshalb  kein  Hinderniss  entgegen.  In 
der  Regel  ist  derselbe  bequemer,  als  I. 

Was  die  vorkommenden  Eoeflßzienten  anbelangt,  so  ist: 

-rr— =  0-08338 38333 333333 ,    -r?^  =  000138 88888 888888 , 
^*    =  0-00003  30687  830688 ,     r^^  =  000000  08267  195767 , 


1..6      --*'™"'-^  ^~^'      1.8 

^-^  =  0-0000000208  767570.    r^^  =  000000  00005  284190. 


1..10  '    •     1..12 

r^ifr  =  0-00000  00000  133825 .     -54^  =  0-0000000000008890. 
1..  14  1 ..  lo 

7?i^  =  0*00000  00000  000086 ,     r-5j^  =  0*00000  00000  000002. 
1 • ■ 18  1 . • 20 

Ein  Zahlenbeispiel  zuzufügen,  halten  wir  nicht  für  nothwendig,  da  eine 
theoretische  Schwierigkeit  der  Anwendung  dieser  Sätze  nicht  entgegensteht. 
Dagegen  wollen  wir  einige  weitere  Folgerungen  aus  denselben  ziehen. 

§.  115. 

Die  Sätze  des  §.114  dienen  auch  zur  Summini ng  Ton  Reihen.  Man  erhält 
nämlich  daraus: 

h(F(»)+F(a+b)+F(»+2hH-...+  F(»+n-lh)]=yr(i)ei-y[F(»+nh)-r(«)] 
+  ^  [F'  («+iih)-F'  (»)]  -  f^  [F»(a+n  «-F^a)]  + . . . . 

2m 

•f     ^    2m      ^         (a+nh)— F         (a)], 

wenn  F         (x)  endlich  i«t  von  x=.a  bis  x=a-(-  nh.     Der  dabei  begangene  Feh- 

nB  h     ^  ., 

Icr  liegt  unter  n  *      o    ^»  ^^  ^  ^^^  grösste  Werth  ist,  den  F  "     (x)  inner- 

l .  .2iii-{-2 

halb  der  Gränzen  a  und  a^-nh  erlangt. 

Ist  F^"^(x)  immer  von  demselben  Zeichen  von  x  =  a  bis  x=a4~nh,  so  ist  der 
begangene  Bshler  kleiner  als  das  letzte  Glied. 

Als  Anwendungen  dieser  Sätze  mögen  die  folgenden  Resultate  dienen, 

L  D»  ftr  F(x)=x', ^r=Ö»  *®  »** 

8x 
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r,    ,   Bjh*r_,     ,      ^,r— 1        r-l_       B,h*r(r— 1)  (r- 2)  _.     .      ..r-«         r— «,   , 

2m 
B  h 

welche  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  ±  — :; — r  (r  —  l) (r  —  2m  +  2) 

1 .  .2m 

[(a-f-nh)*"  "*     — a'~  "   .]  ist,  Ton  selbst  schliesst.     Diese  Formel  gibt  die  all- 
gemeine Sammining.der  Potenzreihen.     (Vergl.  „Grondzüge**  S.  91). 

1  12     2m 

n.  Setzt  man  F  (x)  =-.  — ,  so  ist  F*"'(x)= -^^Vj-,  welche  Grösse  ihr  Zei- 

X 

eben  nicht  wechselt ,  so  lange  x  dasselbe  Zeichen  hat ;  demnach  ist 

/ix"^    rj^  J_^ 1 1  1       1     1     B,h»r  1        , 

J    X    ~    L2    a'^a+h'^*  • '"^a-hCn  — l)h"^2  a+nhj      I.2L     (a+nh)»  "^ 


aÜ"*'l..4L      (a+nh)*"*"     a*    J 


B  h 

..  .+ 


a 
so  dass 

!_, 1 ,  _] .  j 1 1     ra+nh-|  .    ir      1 .J_\ 

a  ■^a4-h"^a4-2h"^"*'^a  +  nh""  h     L      a     J"^  2  V.a+oh"^  a  J 
B,hri  1       -1      B,h»ri  1       -w 

"^    2  La*      (a+nh)»J         4    La*      (a+nh)*J^"" 

2  m— 1 

2m-l"  r   1 1  ^ 

2m  l  .«»       .     ,      u^*"J' 

^a         (a+nh)     -^ 

wo  der  Fehler  geringer  ist,  als  das  letzte  Glied.  Diese  Reihe  kommt  in  der  Renten- 
recbnung  vor,  und  da  dort  a  bedeutend  grösser  ist^  als  h,  so  wird  die  zweite  Seite 
ziemlich  rasch  konvergireii. 

m.  Setzt  man  F(x)  =  l(l-f-x),  nimmt  h  =  l.  a>0,  seist  /f(x)8x  = 

(l4-x)[l(l  +  x)-l],also 

l(l  +  a)+l(2+a)-hl(3  +  a)+...+l(n+a)  =  (n+l  +  a)[l(l-hn+a)-l] 

-(l  +  a)[l(l+a)-l]~l[l(l+n+a)-l(l  +  a)]+^[j^l-p^~^ 

_  B^^  r.; L JLl-L      4-_^i±_  r__J 1   1 

3.4  L(l+u+a)»      aÜ"^-  •  •    -(2m-l)2m  L(i^„^^)««-l      ^2«-i  J' 

wobei  der  Fehler  geringer  ist  als  das  letzte  Glied.  Setzt  man  hier  n — 1  für  n,  so 
hat  man 

10+a)-fl(2+a)+..:+l(n-fa-l)=fn+a~i-)l(n  +  a)-(n+a) 

I     ßi         1  B3  1         ^^  ,  2  m — 1  1 

"^I^Hri ""374  Tm^iÖ»"^     ••-(2m— l)2m   ,     ,      2m-l  +  ^' 

wenn  man  mit  Cdeigenigen  Theil  bezeichnet,  der  nicht  Ton  n  abhängt. 
Demnach  ist  (wenn  wieder  n-f-l  für  n  gesetzt  wird) 

C  =  Gr.fl(l-ha)+l(2+a)+  .  •  •  +l(n+a)  -  ^n+a+-i-)l(l+n+a)+(n+l+a)] 

\=  Gr  1  ra  +  a)(2+a)...(n+a) ^n+i-f-.^ ^ ^^  ^ r(l  +  a)...(n^  1-f  a) ^»4^.^ 

'  ^       (n+a+ir+'-^i  ^         '  ^        (n+a)"+-4      ^      ^ 

(l+a)...(n-+-a)^n-t-«'\ 


n-\-i)'+*H 
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Nach  $.  106  ist  aher 

1.2...(n  — l).n"*^ 
so ,  wenn  man  subtrahirt : 

(n  +  a)"+'+i 
h.  Gr.  1 '-'"^p^j"       ° =  C+Ur(l  +  a)l 

Nun  ist  aber  für  q  =  00  :  fl  +  -^ J  =e'(§.  22,  IV),  alsofl  +  ^)  '     ** 

[O+t)']  ^ '^''=t"'  ]*-^  «"^r-^e*,  mithin  i.t 

C+i[r(l  +  a)]=  Gr.  |>-g»-(°-l)e%V°.n'^^  ^ri.2  ,    .  n^^^ 

^Ich  letztere  Grösse  von  a  unabhängig  ist.     Also  hat  man : 

I(l+a)  +  l(2+a)+...+l(n+a-.l)-fn+a--iJl(n+a)+n+a  = 

.         1  B,  1  .  2  m— 1 1 .  2  m— 1 L__ 

2  n  +  a      3.4  (n+a)«"^"-  (2ni-.l)2m  .     ,     .2m-i  '*'(2m— l)2m  .     ,     .««-1 

-l[r(l  +  a)]+C', 
>  C  unabhängig  ron  n  und  a.    Setzt  man  also  a=V  ^^^  ^^^  n  =  QO  werden, 
ist 


Gf. 


^    3.B...(2n— 1)  e'''"^  ^    .  |^3.B...(2n  — 1)    e" 

Gf •  1  — 


^+2-.)  • 


2'  Ti  _i_  ^  1"    ^a  ^  2"    "  n 


Aber  r(-|)=rO+i)=]-r(-l)=iv«;  ir(|-)=-.(2)+ 

/ir),  demnach 

^2  n  -^ 

Dagegen  ist  für  a  =  1 ,  wegen  r(a)=  1 ,  und  n=QO  : 

^,     ^    ,1.2.3 ..  .n  B+i     ^    ,    1.2.3...  ne  ^    ,1.2..n    e* 

C'=Gr.  1 re       =Gr.  I :: -=:Gf.l 


•      • 


Setct  man  hier  2  n  für  n ,  so  ist 
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Sa  la 

C.  =  GM  l^M: Y^  _l^  =  G,. ,  .Lii?^  • 

(2n)i        (2n)*'  iAnh"  n" 

Ferner  ist  offenbar 

^^      ^      2.4.6..  .2ne"      ,      .     _^    , /n.3.Ö...(2n  — 1)  e*"\ 


4-2"      n"  ^  2i-2" 

(1.3...2n  — 1  e"^       1  ,^^ 


2  n 

fo  dMfl,  wenn  man  obigen  Werth  beobaehtet: 


0  =  C'-1(V^«)  - -i-l  (2).  C'=  y  1(2«), 
und  also  endlieh: 

l{l+»)+l(2+a)+...H-l(n-l  +  »)=^n-fa--^^l(n+»)-(n-Hi)-l[r(l+.)] 

4-— l(2fr)-4-J^      ^     — J^ ^J—  4-  -t-        »"-^ ^ 

^2^  ^^1.2nH-a      3.4  (n+a)»^*    *  •-(2m- l)2m  (n.+a) 

e'B  , 


(2m-l)2m^^^^j2»-i' 

wo  ©'  zwischen  —  1  und  -f- 1  liegt. 

Hieraus  folgt  leicht  das  Produkt  (1+a)  (2-|-a)  . . .  (n  —  l-f-a),  wann  man  von 

l 
den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht.     Ist  n  gross  genug ,  um  (    i    \t     ▼er- 
nachlässigen zu  können«  so  ist 

(l+a)(2+a)...(n-l  +  a):=^°  +  ">^^]^;^ .  VS  .  •"^•^•> 

woraus 

,.+.,<.+.)..;(.+.,.'-+"-^<--;-;".v^-J!^. 

Für  a=:0'fo]gt  hieraus 

i 

1.2...n  =  n"e~"V2Me"»  =r(n+l), 

was  man  auch  für  a=  1  findet,  wenn  man  n  —  1  für  n  setzt. 

Also  auch  dann 

1 

1.2  .. .  2n  =  2*".  n'^^'^Vi^e**'. 

2.4  .  .  .  2n  =  2".  n".  e'""V2^e"\ 

woraus  noch  durch  Dirision 

1 


1.3.5...(2n  — l)  =  2".n'.e''V2.e    **'. 
Von  diesen  Formeln  wird  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  häufig  Gebrauch 
gemacht.    Man  rergl.  etwa  meine  ^ Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadratsummen**,  (Braunschweig,  View0g,  1857),  S.  77  ff. 
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§.  116. 

Die  oben  auseinander  gesetzte  Methode  verlangt,  dass  in  dem  bestimm- 

/b 
^dx  die  Grösse  y  als  Funktion  von  x  direkt  gegeben  i^t.     In 

diesem  Falle  wird  sie  immer  anwendbar  seyn,  da  sie  in  allen  Fällen  eine 
Schätzung  der  Fehlergränze  zulässt.  Anders  verhält  sich  jedoch  die  Sache, 
wenn  y  nicht  als  Funktion  von  x  gegeben  ist,  sondern  man  nur  fik  eine  Reihe 
von  Werthen  von  x ,  die  zwischen  a  und  b  liegen ,  die  zugehörigen  Werthe 
von  y  kennt.     Sind  in  diesem  Falle  die  Werthe  von  x  in  gleichem  Abstände 

h,  und  ist  h=  -^^^^,  so  kann  man,  wenn  Vq»  yi»  yat  •  •  •»  Yn  die  Werthe  von 
y  fttr  x  =  a,  a-j-b,  •  .  . ,  b  sind,  nach  §.  114  ungefähr  setzen: 

b 

vobei  man  freilich  keinen  Massstab  für  die  Fehlergränze  hat.  Genauer  wird 
übrigens  die  Formel  des  §.  5^  VI  seyn ,  nach  der 

/y8x  =  |-[y.+4y.  +  2y.+4y,  +  2n+  .  •  •  2y,._,+4y,^, +yj. 

vobei  h=  -~^  vorausgesetzt  ist. 

Ist  aber  die  Annahme,  es  seyen  die  Werthe  von  x  in  gleichem  Abstände, 
nicht  zulässig,  so  kann  man  sich  in  dieser  Weise  nicht  helfen.  Gesetzt  näm- 
lich, es  seyen  für  x  =  a,  aj,  a,,  .  .  .,  a._|,  -b,  wo  a<«|  <cr2  <  ..  <«n_i 

<b  die  Werthe  von  y:  y©»  yi  >  Yj» »  yn_i»  Xa»  ""^  ™*°  wisse  sonst 

Kichts  über  y  (als  Funktion  von  x),  so  wird  man,  eben  in  dieser  Ungewiss- 
heit,  annehmen,  y  sey  eine  ganze  Funktion  von  x,  d.h.  eine  nach  Poten- 
zen von  X  geordnete  Funktion,  derart,  dass  y  die  obigen  Werthe  annimmt, 
wenn  x  die  angegebenen  Werthe  hat.  •  Man  sieht  leicht,  dass  alsdann 

y= g+gi  »+«««*+••• +«.»* 

seyn  muss,  wo  nun  g,  gi,  .  .  .,  g^  (^®^  Anzahl  nach  n  +  O  so  zu  bestim- 
men sind,  dass  für  x  =  a,  o^,  .  .  .,  «„„it  b  :  y  =  yo,  yi yn—i*  Vn  '**• 

Daraus  folgen  für  g,  g^,  .  .  .,  g^  bestimmte  Werthe,  und  es  gibt  eben  dess- 
halb  nur  eine  einzige  ganze  Funktion  von  x  vom  Grade  n,  welche  diesen  Be- 
dingungen genügt.  Finden  wir  also  irgendwie  eine  solche,  so  ist  es  die  ver- 
langte.    Als  solche  erscheint  aber  sofort : 

(x  — OjXx  —  a,)  . .  -(x  — «^_j)(»  — W 

y  =  (a-.«,)(a-a,).  .  .  (a~a      )(a-'b)  ^^^ 

II— 1 

(x— a)  (x  — «t)  .  .  .  (x— o       )(x  — b) 
"^ («,-a)(<H-«,) ...(«.  r  «     ,)(x-b)  ''' 
-f 
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(x  — a)(x  — Ol)  .  .  .   (x  —  o     J(x— tt      ) 

^_ B — 2 B — I 

■^(b-a)(b-a,)  .  .  .    (b-«^_p(b  .  a^_^)   V      . 

welche  sicher  vom  n**"  Grade  ist,   und  den  obigen  Bedingungen  genügt. 
Setzt  man 

(x-a)  (x-o.)  (x-o,) . .  .  (x-«^^)  (x-b)  =  f(x), 

so  heisst  diese  Gleichung  auch : 

f(x)     fx— a  T    ,     f(x)    n— «t    1      . 

^x-«       I      f(x)      U«     /x-bLf(x)üb' 

wo  die  angehängten  Zeiger  andeuten,   man  solle  in  der  eingeklammerten 
Grösse  x  =  a,  a^,  .  .  .,  b  setzen.     Demnach  ist 

ft  B  B  a 

Diese  Formel  ist  natürlich  genau  richtig,  wenn  wirklich  y  eine  ganze 
Funktion  des  Grades  n  ist;  sie  ist  nur  näherungsweise  richtig,  wenn  dies 
nicht  der  Fall  ist.  Sie  gilt  natürlich  auch,  wenn  a,  a|,  o,,  .  .  .,  a^_^,  b  in 
gleichen  Abständen  sind. 

Die  Grössen  — ^,  — ^ »....»  — ^  sind  Produkte  von  n  Faktoren 

X — a   X— «4  X  — b 

des  ersten  Grades,  ihre  Integrale  lassen  sich  also  immer  direkt  ermitteln. 
Zu  dem  Ende  bemerken  wir,  dass: 

(x— a^Xx— ai)(x--a,)  =  x«— («i  +  a,+a,)x»4-(aiaj+aja,-+-aja,)x— a,a,a,, 
(x— a4)...(x-at)  =  x*— (a^+a,+a,+a4)x»+(a4  a, +841,4- a4^+aja,+a,a4 + 
•lajx«— (a4a,a,+aia,a^-faia,i^+a,a,ajx+a4a,a,a4. 


(x-a,)(x-a,)...(x-a)  =  x*-C,x*"*+C,x*  *-C,x*"*+..  ±C     ,x+C, 

wenn  man  mit  C| ,  G, ,  . .  . ,  C^  die  Summe  der  Combinationen  zur  ersten, 
zweiten, .  .  .,  n^  SLIasse  aus  den  Elementen  a^,  a,,  .  . .,  a^  (ohne  Wieder- 
holungen) bezeichnet 

Man  kann  übrigens  auch  etwas  anders  verfahren.      Gesetzt  nämlich, 
man  habe  irgend  wie 

f(x)  =  Ao  +  A,x+A,x»+  ....  +\^/"*^ 

gefimden,  und  sey  x — k  einer  der  Faktoren  von  f(x);  femer 

'^*^  =Bt+B4X+B,x»+  . . .  +B  t\ 


SO  muss  identisch 

Ao+A.x+A,x»+  .  .  .+A^y^*=(x-k)(Ba+BaX+  .  .  .  +B^x*) 

seyn.     Daraus  folgt: 
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Ao  =  — Bok, 

B   -       ^ 

A,=Bo-B,k, 

n    _  Bo  —  A, 

B.  -        ^       . 

1 
A,=B,— B,k, 

• 

B,=        ^       . 

• 

• 
• 

A    —  B        — B  k 

• 

B             A 

B           ""* 

A   .    =B 

.-     k 

wornach  Bq,  .  .  .,  B^  aus  A^,  A| ,  .  .  .,  A  .  ^  leicht  gefandeo  werden.     Ist 
nun 


/• 


i«8x  =  A.«+A.  ^+A.|^+  .  ..  +  ^^|—+AL-. 


SO  ist  also 


BAo    -,    _  Bq  —  Aj  _^     ar—i  a  « 

0  —  —   v'^  —         b        »  •  •  • »  ''u  —  Z         • 

Wie  man  sich  noch  weitere  Erleichterungen  verschaffen  kann ,  ist  wohl 
nicht  schwer  abzusehen.     Das  Gesagte  mag  aber  genfigen. 


Anhang. 

Einzelne  Ausftthrungen  imcl  üebungen  enthaltend. 


I. 

9ej  die  Summe  der  Reihe 

a„  +  »iX+a,x*-H  .  .  .+»  X*  (a) 

n 

gleich  j,  HO  ist  natürlich  j  eine  Funktion  von  x;  seyen  ferner  Aq,  A^  »  . ..,  A     eine 

Reihe  von  Grössen  so  heschaffen ,  dass  wenn  man  nach  dem  Schema  de«  $.11  ihre 
Differenzen  bildet,  die  r**"  Differenzen  sämmtlich  einander  gleich  seyen,  so  l&sst  sich 
die  Summe  der  Reihe 

Ao*o  +  Ai»tX+A,a,x»+...+A  a  x"  (a') 

angeben.     Da  nämlich  („Grundzage"*  S.  81) 

4  A  -L.  ™  v<A    j  mdn  —  l)  ^,^     ,  ,  mdn  — 1)  ...  (m  — r+l)^ 

^«=^»+T^^'+~r2^^  ^^+--+ r2r.rT "^  ^^ 

so  ist  hiemach 

Ai=Ao+i4Ao. 

A,  =  Ao+2JAo  +  ^*Ao. 

Hieraus  folgt  : 

Ao»«  +  A|atX  +  A,»,x»  +  ...  +  A  a  x"= 

tt    B 

A,(..+i.x+..+»,i')+^(a.+2.,x+...+na,x"~W^0.2m,+2.3i,. 

+  n(n— l)..(n  — r-|-l)a  x       )x  , 


d.h. 
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Aoao  +  Aia|X+A,tiX»+.,.+A^a^x    =  Aoy+  -p  8x*'^lT2"  8T*     "^ 

J  A„  8  y   r 

'  TT    t*  * 

IT. 

Angenommen,  die  Gleichung  f(x)  =  0  habe  eine  einzige  reelle  Wurzel  zwi- 
schen x=ra  und  x  =b,  wo  b^a  sey.  Dies  ist  ganz  gewiss. der  Fall ,  wenn  f  (x) 
von  X  =  a  bis  X  m  b  sein  Zeichen  nicht  wechselt ,  was  wir  nun  voraussetzen  wollen. 

Sey  nun  a+a  der  wahre  Werth  dieser  Wurzel,  wo  also  «>0,  aber  <Cb  —  a 
seyn  muss,  so  ist  demnach 

f(a+«)  =  0,  d.h.  f(a)  +  «f  (a+ea)  =  0.  a=  ---^^--  ».  13,  IH). 
Ist  nun  A  der  grOsste  Werth,  den  f  (x)  erhält,  wenn  x  von  a  bis  b  geht  (ohne 
RQcksicht  auf  das  Zeichen) ,  so  ist  jed^Mills  a*^ -r-  ,  so  dass  a  —  —  noch  un- 
ter der  Wurzel  ist.     Da  übrigens  f  (a-f'^c^)  und  f(a)  von  verschiedenem  Zeichen 

.    .         .^       f(») 
sind ,  so  ist  —  -T-  ganz  gewiss  positiv. 

Sey  weiter  b — ß  die  wahre  Wurzel,  wo  /?]>0  und  <Cb — a,  so  ist  eben  so 

,(b)_^P(b_e.y)  =  0.(»=p^i^^. 

und  also  auch  ^C  —  ,  so  dass  b -r-  noch  über  der  Wurzel  ist.     Demnach  hat 

man  als  engere  Gränzen  der  Wurzel: 

A  A 

Gcfsetzt  nun ,  es  sey  auch  f*  (x)  immer  von  demselben  Zeichen ,  von  x  =  a  bis 
X  =r  b ,  so  wird  also  f  (x)  bloss  wachsen  oder  bloss  abnehmen  von  a  bis  b ;  dabei 
haben  f(a)  und  ^(a)  immer  verschiedenes  Zeichen.  *     Gesetzt  nun 

1)  es  seyen  f(a)  und  f'(a)  positiv.     Alsdann  ist  f  (aXO  und  da  r(x)  wächst, 
•eist  A=f(a); 

2)  es  seyen  f(a)  und  f*  (a)  negativ.     Jetzt  ist  f  (a)>0  und  t(x)  nimmt  ab,  also 
A  =  f  (a) ; 

3)  f(a)>0,  r(a)<0;  also  f(b)<0,  f'(b)<0;  f  (a)  ist  <0,  f  (x)  nimmt  ab, 
also  f  (b)=A; 

4)f(a)<0,r(a)>0;  alsof(b)>0.  f'(b)>0;  f(a)>0,  f(x)  wächst,  also 
A  =  f(b). 

Hieraas  folgt  nun,  wenn  man  Alles  zusammenfasst ,  der  nachstehende  Satz: 
„Ist  Ton  Xt=a  bis  x  =  b  (b>a)  r(x)  von  demselben  Zeichen,  während  f(x) 
sein  Zeichen  wechselt,  indem  es  durch  Null  geht;  ist  A  der  (dem  absoluten  Werthe 
nach)  grOsste  Werth  von  f  (x)  zwischen  diesen  Gränzen ,  so  liegt  eine  Wurzel  der 

Gleichung  f  (x)  =  0  zwischen  a  —  -j-  und  b -r  ,  und  zwar  ist  die  erste  GrOsse 

unter ,  die  andere  über  der  Wurzel.     Ist  ausser  den  vorigen  Voraussetzungen  auch 


*  Denn,  venn  a-f-a  die  wahre  Wurzel  ist,  muss  a^O,  also  C(&-\-0a)  und  f(a)  vou 
versefaiedenem  Zeichen  seyn;  d.  h.  da  f  (x)  yon  x  =  a  bis  x  =  b  sein  Zeichen  nicht  wechselt, 
es  ist  ünmer  f  (a)  und  f  (x)  Ton  Terscbiedenem,  und  mithin  f  (b)  und  f  (x)  Ton  gleichem  Zeichen. 
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noch  i"  (x)  immer  Ton  demselben  Zeichen  zwischen  a  und  b ,  so  liegt  die  Wurzel 
zwischen  a — 17^  und  b  —  pT~\*  wenn  f(a)  und  f '(a)  dasselbe  Zeichen  haben,  oder 

zwischen  a —  iTTTi»  ^  — rriÄ  t  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist.** 

Dass  man  mit  diesen  neuen  Gränzen  in  derselben  Weise  weiter  rechnen  kann, 
wie  mit  a  und  b,  ist  offenbar. 

Immer  unter  der  Voraussetzung,  T  (x)  und  f '  (x)  behalten  ihr  Zeichen  unrer- 
ändert  von  a  bis  b,  sey  nun  b  —  a  =  d  und  wenn  a^  b'  die  neuen  Gränzen  der  Wur- 
zeln, so  sey  b' — a'  =  d'.     Sey  nun 

1)  f(a)  und  f"(a)  von  demselben  Zeichen,  also  a'  =  a—  r^^,  b'  =  b—  rV^  ,  d'  =  b— a— 

f(b)-f(.)    ^    f(>+d)-r(»    ■    ^(»+ar(a)+|-V'(*+ea)-r(.) 

r'(«>      -  r(a>  f(a) 

2      f(«>     ' 

2)  f(a)  and  f'(»)  Ton  Tersebiedenem  Zeichen,  alto  a'  =  * —  iArii  b'  =  b — sttt.  d'  =  b- 

f  (b;  f  (b> 

f(b).f(a)    ^    f(b)-f(b-d)_,    f(b)-f(b)+df(b)^|!r(b-.ed) 

*  f(b)  f(b>  f(b) 

d»r^(b.~ed) 
~  2      f'(b)    • 

Ist  somit  K  der  grOsste  Werth,  den  f  (x)  Ton  a  bis  b  annimmt ,  so  ist  sicher 

d'  "I^  —  -r-  r-7-r  oder    'Z'  -=r 


<     2  f(a)         <2  r(by 
Ist  letztere  Grösse  <Cd,  so  weiss  man,  dass  die  neuen  Gränzen  enger  sind,  als 
a  und  b ,  und  kann  auch  sofort  sagen ,  wie  weit  sie  zusammenstinmien. 

Als  Beispiel  wollen  vir  die  Gleichung  z'  —  100  =  0,  d.  h.  zl(z)— 1(100)  =  0  auflösen. 
Für  z  =  3  ist  81(3)— 1(100)<0,  fOr  z  =  4  aber  41(4)— 1(100)>0,  so  dass  eine  Wurzel 
zwischen  3  und  4  Hegt,    f  (z)  und  r'(z)  sind  innerhalb  dieser  Gränzen  positiT,  so  dass  a=d, 

b=:4,d=li8t.    f(a)  und  f'(a)haben"Tersohiedene8  Zeichen,  also  a'  =  a— --^»  b'  =  b 

r(b) 

f(b)  1     d*    K  1  1 

-F(b)-  *'^™^^=y'TFw=6tr-FKi«*'^^'*''^''"'<^^  ^^•'eirruSTi 

<0'1  und  >»0*01 ,  so  dass  d'<CO'l  und  idso  die  neuen  Gränzen  nur  bis  zur  ersten  Dezimale 
zu  entwickeln  sind.  Man  hat  a'  =  3*54 ,  b'  =  3'61 ,  so  dass ,  da  f  (3*6)  >  0 ,  sicher  die  Wur- 
zel zwischen  3*5  und  3*6  liegt.     Setzt  man  jetzt  wieder  a  =  3'5,  b  =  3*6,  d  =  0*l ,  so  ist 

1      d*    K 
K  =  ^,  -g  r^rr  <0-001  aber  >0*0001 ,  so  dass  die  Rechnung  auf  3  Dezimalen  genfigt 

Ifanhat 

•'  =  ^-f|!  =  ^'^^^'  b-b~M=3-5973, 
so  dass  die  Wurzel  sicher  zwischen  3-586  und  3*598  liegt.    Da  aber  f(3-597)<0,  so  liegt 
sie  zwischen  3*597  und  3*598. 

Jetzt  ist  a=:3*597  und  b=3*598,  d=0*001,  femer  als  grOsster Werth  Ton  ^  ^'^'-^^) 

ergibt  sich  ein  Werth  zwischen  00000001  und  0*00000001,  so  dass  7  Desimalen  genflgaa 
Manßadet 
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a'  == »— ^l  =  3-5972860.  b'  =  b - ^^^  =  3B972851 , 
xviielien  velcben  zwei  Werthen  die  Wnnel  liegt.     (Vergl.  -nGrondiflge**  S.  207.) 

m. 

Wir  haben  mehrfach  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  es  sich  ereignen  kann, 
dass  eine  unendliche  Reihe  konvergent  ist,  während  die  Reihe,  die  man  durch  Dif- 
ferentiation der  einzelnen  Glieder  erhält,  es  nicht  ist.  Ist  aber  die  letzte  konver- 
gent, so  ist  noihwendig  die  Summe  der  ersten  eine  stetige  Funktion. 

Sey  N 

eine  unendliche  Reihe,  deren  einzelne  Glieder  Funktionen  von  x  sind,  und  es  sej 

eine  konrergente  unendliche  Reihe,  deren  Summe  =8  ist,  so  ist  —  innerhalb  der 
GrAnzen  der  Konvergens  Ton  (a')  —  die  Reihe  (a)  ebenfalls  konvergent  and  ihre 

Summe  S  = /s8x  ist  eine  stetige  Funktion  von  x. 
Denn  sey 

8x^8x^*"^8x  -'-• 
so  ist  8 =s  -4-r  ,  wo  r   mit  unendlich  wachsendem  n  unendlich  abnimmt,  da  Gr.  s 

=  s  ist.     Demnach ,  wenn  a  innerhalb  der  Gränzen  der  Konvergenz  von  (aO  ^^gt : 

/.8x  =  /^8  .+/r,8x  =/ ._^8  x+B^  (x-  a) . 

a  a  a  a 

wo  R   ein  Mittc^wertfa  zwischen  den  Werthen  von  r    ist,  so  dass  jedenfalls  Gr.  R 

r^8x  =  0,  also  Gr. /s^8x  =  /s8x.     Aber 

a  a  a 

a  a  •  • 

WO  der  letzte  Theil  eine  Konstante  ist.     Mithin 

/s  8x=nt+n,  +  ...-hn  —  C,  Gr./s  8x  =  a|+u»+  .  .  .  —  C, 

ft  a 

d. h.       /88x  =  ii4 +  «,  +  ...  +  ...  —  C,  Ut-[-n,-|-...=/88x+C==/88x, 

a  a 

/*         8  S 
s8x,  -r-  =:  s,  und  8  endlich,  so  ist  S  eine  stetige  Funktion. 
8x 

Denken  wir  uns  nun  überhaupt,  j  sey  eine  stetige  Funktion  von  x,  so  ist  die- 
selbe inherbalb  der  Gränzen  der  Stetigkeit  auch  immer  die  nämliche  Funktion 
Ton  X. 

Denn  sey  für  x=Xi :  y(=yi)  =  f(x4)  und  nicht  auch  =F(X|),  so  kann  nicht 
fQr  z==X):!y(=y3)=F(x,),  wenn  f  und  F  verschiedene  Funktionen  bezeichnft^  ^^«L 
x^,  x,  innerhalb  der  Grunzen  der  Stetigkeit  liegen.    "Deiaii  vonft^Sta^^*  Na\*  ^ks^  — 
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F(X|)  nicht  Null,  da  sonst  ja  aneh  y^  =F(X|)  seyn  konnte;  da  wir  ferner  t(x\)  und 
J(x^)  als  endliche  Grössen  voraussetzen,   so  ist  f  (x^) — F(xi)  =  a  eine  endliche, 
von  Null  verschiedene  GrOsse.     Sey  nun  Xj  —  X|  i=«,  ferner 

y»  —  Ji  =  «i .  f  (x,)  -  f  (xi)  =  «I .  F(x,)— F(xJ  =  «, . 
so  müssen  e^,  fi],  e^  mit  b  verschwindend  klein  werden.     Könnte  nun  y2  =  F(x2) 
seyn,  während  yi  =  f  (x^)  ist,  so  wäre  also  F(xj)  —  f  (X|)=«4  und  demnach 

F(x,)-.F(x,)- [F(x,)-f(xi)l  d.  h.  f(x,)-F(x.)  =  e,  -  b,  , 
also  eine  Grösse,  die  mit  e  verschwindet,  was  gegen  das  oben  Gefundene  streitet, 
wornachf(xi)  —  F(X|)  von  Null  verschieden  ist.     Demnach  kann  nicht  yj  = 
F(x2)  seyn  und  unsere  allgemeine  Behauptung  ist  gerechtfertigt.  * 

Da  nun,  so  lange  (aO  konvergirt,  die  Summe  von  (a)  eine  stetig^  Funktion 
von  X  ist,  so  ist  diese  Summe,  innerhalb  der  Gränzen  der  Kenvergens«  auch  immer 
dieselbe  Funktion  von  x.  Wir  haben  von  diesem  Satze  in  §§.  16  und  27  Gebrauch 
gemacht  Ist  aber  (a')  nicht  konvergent,  so  ist  auch  die  Summe  von  (a)  nicht  noth- 
wendig  stetig,  und  es  kann  sich  dann  ganz  wohl  ereignen,  dass  dieselbe  nicht  im- 
mer dieselbe  Funktion  ist.  Beispiele  dazu  liefert  §.  97.  Man  ersieht  auch  daraus, 
dass  es  unendliche  Reihen  geben  muss ,  für  die  dib  (a')  nicht  konverg^t. 

IV. 

Gemäss  §.  106  ist 

r(.^  -  Gr  1.2.3.  ..(n-.l)n* 

'^*^-"''''a(a+l)(a+2)...(a+n-l)' 
so  dass  also  nach  einander: 

„,  ,      ^           1.2...(ii— l)n*  1.2...(n-l)D*m" 

r(a)  =  Gr. -— T'~r Ti  =  "'• 


a(a-hJ)...(a  +  n— 1)  roa(nia-|-iii>...(ma-i- n~  J  m) 


r(a+.»)=Cr. 


1.2.  .  .  (u  — l)n 


.+  4: 


(''+i}t»+'+i)-0+i+»-'J 


1.2...(n  — l)n*     "m' 
=r  Gr.  — 


(ma-f-J>(ina-|-l-f-iii)...  (ina-j-l  -f"n —  Im) 
1.2  .  .  .  (n  — l)n 


.+-*- 


f     ,  _2~V_ 1.2.  .  .(n  — 1)11      - ■ 

_  1.2...(n  — l)n       "m" 


(ma-i-2)(ma-h24-m)...(iüa  +  2-|-n--l  m) 


m 1 

0+-: 


V.  m    J  (      ,  in  -  1"V  /^     ,  ,    ,  m— 1"V      /      .  n^' 


(•+"-^3  (.+.+=?)...(.+=?■+.-.) 


*  Man  wird  übrigens  bemerken,  dass  wir  F(x)  und  f  (x)  ebenfaHa  als  stetige  FnnktiooeD 
ronoMgesetzt  haben  innerhalb  der  Gr&nien  der  Stetigkeit  von  y,  wie  natOrlieh,  da  wir  j  einer 
oder  der  andern  dieser  Funktionen  g\elchieU«n'«o\lwa. 
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1.2...(n— l)n        "    m 
=•  Gr. — ==- — . 


(ma-l-in  — l)(ma-f-m — 1  +  ™)  •••  (ma-j-m —  I+n      Im) 
Hieraus  folgt  unmittelbar: 

r(a,r(a4l)r(a+l)....r(a+"H-J) 

-.  Gr      [l-2...(n— l)]*m"*D"^       * 

"~     'ma(ma-(~0(™*4~2)--*(™A~i~°>n — 0 

_  o         1.2...(mn  — iXmn)""  [1.2. . . (n  —  1)]*  m"' n  * 

-    '•ma(ma+l)...(ma+mii-l)-      '       i.2...(mn-l)]«'~ 
NuB  ist  aber,  wenn  mpositiT  und  ganz: 

1.2...(mn  — l)(mn)  "  1.2...(n— l)n 

ür. ; j—— ; : -:  =  öf.  ; j-7- z : -r  =  I  (m  a) , 

ma(ma-^l)...(ma-4-mn  —  1)  ma(ma+l)...(ma-t-n — 1) 

wie  natürlich,  da  mit  unendlichem  n  auch  ron  unendlich  wird,  so  dass  also 

r(ma)^    [1.2...(n~l)]"m""'n  * 


^         V.         mj  V.  m    J  »«  1.2...(mn  — 1) 

m 


Aber  nach  §.115  ist 


mn 


_    1.2. ..ne       -.^     ,,    -,     1.2...  mne  x/tt' 

Gr. =|/2ä  d.  h.  Gr. —  =  y2it , 

n     *  (mn)         ' 


Gr..     ^"°> 


1.2. ..mne""         V«^ 
Ferner 

m — 1  m— 1 

^    [1.2...(n— Ol'^m"*!!   *        ^    (1.2...n)"m""n   *   mn 

Gr. — T^ z r; =Gr. = 

1.2..  .  (mn  — 1)  ,   o         «„  „" 

'  '    1 .46  .  .  .  mn. n 

B     m  nm-f"!        i~    nm-f-im  nm+l    bb-H« 


Lllll»-:^^    Gr.?? ? = -  =  (V2SrGr. 

n      *  1  .z . . .  mn  .n    e 


m  n 


BIB 

1.2. ..mne 


nm 


+i 


=  J(Väi)"Gr.-<=i^^_4r  =  '^m(2»r)-        '     =V„(2,)— , 

1.2. ..mne  V2« 

so  dass  endlich 

V. 

Man  MttJfelKfferentialgleicbung 

(A+A'x+A"y)  (i  J^-y)+(B+B'i+B"y)  J{+C+C'x+C"y  =  0«  (a) 

integriren. 

Man  setze 

a'+Vx+c'y             a"+b"x-\-c"^  ... 

P  =  TT i »     Q  =  TT T '  ^ » 

Di9mg9r,    DWu^atlaJ--  o.  /oie^al-Reelmanr.  ^t> 
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80  erhält  man,  wenn  zur  Abkürzung  a-{-bx-|-cy=:z  gesetzt  wird: 


z* 


wo 


a"  =  bc'-Vc,  /9"  =  ac'  — a'c,  y"  =  ab'  — a'b.  \ 

a'  =  hc"  —  h"c,  ^'  =  ac"  — a"c,  y' =:ab"  — a'*b.       P  ' 
Setzt  man  weiter  noch 
o  =  b'c"  — b"c'.  /9  =  a"c'  — a'c",  y  =:a'b"  — a"b',  \. 

5  =  a(b'c"— b"cO  +  b(a"c'  — a'0+c(a'b"  —  a"b')  =  aa+bi9+cy.  J  ^**  ^ 
so  findet  man  leicht,  dass 

aa'  — b/?'+cy'  =  0.  aa" -b/9"+cy"  =  0,  a'o'— b'i?'+c'/=  — *.  V,..,. 

a'a"  — b'/*'  +  c'y"=0,  a"a"  — b" /?"+€" /'=«,  a"«*— b"^'+c"y'=0.     )  ^    ' 
Gesetzt  nun ,  man  habe  die  Gleichung 

so  ergibt  dieselbe ^  mittelst  (c) : 

(M«"  +  N«0(x||-y)+(Mr+N^)^+My-+Ny'  =  O.  (e') 

Multipliziren  wir  diese  Gleichung  noch  mit  z,  so  wird  sie  mit  (a)  zusammen- 
stimmen, wenn  identisch: 

E(Ma"H-NaO  +  A  =  A  +  A'x+A"y,       j 
z(M/*"  +  NV)-'Lx  =  B-fB'x-hB"y,       }(f) 
z(My"-|-Ny')+Ay=C  +  C'x  +  C"y         ' 
seyn  kann.     Berücksichtigt  man  (d'O*  so  fo)gt  aus  (f)  : 
A(a4-bx-fcy)  =  Aa  -  Bb-f  Cc  +  (A;a  — B'b-hC'c)x+(A"a  — B"b+C''c)y. 
A(a'+l)'x+c'y)-6Nz  =  Aa'  — Bb'  +  Cc'+(A'a'— B'b'+C'cOx  +  (A"a'  — B"b' 

+  C"cOy,J(f) 
A(a"  +  b"x+c"y)+«M«  =  Aa"— Bb"  +  Cc"  +  (A'a"  — B'b"  +  C"cOx  +  (A"a" 

—  B"b"+C"c")y.J 
welche  drei  Gleichungen  natürlicji  die  (f)  ersetzen. 

Man  setze  nun  'Sö^=  —  (X' — A,)p,  Md=(A."  —  A,)q,  so  werden  die  ersten  Sei- 
ten der  Gleichungen  (f)  zu  ^(a+bx+cy).  X'(a'+b'x+c'y).  X"(a"+b''x4- 
c''  y) ,  während  filr  M  und  N  zwei  andere  Grössen :  k\  X^'  eingeführt  sind.  Die  (f ) 
sind  nun  identisch ,  wenn  : 

Aa  — Bb-|-Cc  =  Aa,  A'a— B'b+C'c=  Ab,  A"a--B"b+C"c  =  Ac,  ) 

Aa'  — Bb'  +  Cc'  =  A'a',  A'a'--B'b'+C'c'  =  A'b',  A"a'— B"b'^-C"c'  =  A'c',   (g) 
Aa"— Bb"-|-Cc"=A"a",A'a"— B'b"+C'c"=A"b",A"a"— B"b"4-C"c"=A"c") 
ist,  und  alsdann  ist  die  Gleichung 

A"  — A'    8p      A'  — A    8q      ^ 
-r-^8x-'T-P8x  =  ^  (*') 

identisch  mit  (a).     Eliminirt  man  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  (g)  die  Grössen 
a,  b,  c,  so  erhält  man: 

(A  — A)(B'-|-A)(C"-A)-.B"C'(A— A)  — A"C(B'+A)— A'B(C"— A)  +  A"BC' 

+B"A'C  =  0.  (h) 

Ganz  dieselbe  Gleichung  erhält  man  für  A.',  X"  aus  den  übrigen  Gleichungen 
(g).  Bestimmt  man  also  aus  (h)  die  drei  Wurzeln  dieser  kubischen  Gleichung,  und 
sind  X,  X' ,  X''  dieselben,  so  wird  (a)  zu  (aO,  wenn  man  a,  b,  .  .  .,  c''  aus  (g)  be- 
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»     b 
rtimint.     Da  diese  Gloichunofen  nur  die  Quotienten  — >  — ,  bestimmen,    so  bleiben 

c      c  . 

drei  dieser  Grössen  ganz  willkürlich. 
Die  Gleichung  (a')  gibt  nun 

p  =Cq 

so  dass  man  folgenden  Satz  erhält  : 

«Bestimmt  man  aus  (h)  die  drei  Werthe  von  X,  und  sind  dieselben  A,  X\  X"; 
ermittelt  dann  aus  (g)  sechs  der  Grössen  a,  b,  c,  a',  b',  c',  a",  b",  c",  nachdem 
man  drei  davon  willkürlich  angenommen ,  so  ist  das  Integral  der  Gleichung  (a)  : 

(a'-|-b'x+c'y/"'"V'+b"x+c"y)^'~^'(a+bx+cy/'~"^"=C."  * 
Für  den  Fall ,  dass  nicht  alle  Wurzeln  der  Gleichung  (h)  von  einander  Terschieden  sind, 

Ussi  sich  obige  Auflösung  nicht  anwenden.     Man  kann  Jedoch  im  Allgemeinen  eine  andere 

Auflösung  geben,  die  Toa  diesen  Mtogeln  frei  ist. 
Man  setze  n&mlich 

A+A'x+A"y  =  u,y  =  ^^^^^(A"  nicht  Null) 

A 

so  ist,  wenn  man  in  (a)  einsetzt: 

8n_    A^'n*+/9x+yq  +  ^        »x      A"vLT-\'ß'T+fvL+6' 

ex~A"ux+^'x+y'u+ö''    8u~    A"u*+//x4-yu+ö   ' 

wo/9=  A'(B"A'— B'A")+A"(A'C"  — A"C'),  7  =  A'B"-. A"(A  +  C"), 
a«=  (BA"— B"A)A'  +  (CA"  — C''A)A" 

ß*  =  A"B'  —  A'B",  y'  =.  B",  6'  =  BA"  —  B"A. 
Man  setze  nun 

A"n^-\-fi'x+ffn-\-6'  __  __  A^*u»z+yuz  +  Öz  — y^u-^Ö^ 

A"u*+^x+yu+a   ""*'   *""  A"u+/9'— ^a 

8x _    _  ^  rA*^n'z+yuz-[-öz--y*u  — ö'i 
du~'""8uL  A-'u-f/r  — ^z  J* 

(A-u+y--.9z)>A(A-u»z+ynz+az--/u--a-V,(A-u+^  d.h. 

'        8ü  V.  A"n+/»— </»  J  11./ 

|^[A"'u»+A"(y+(r)n«+(A"«+(»'y-^r')«+i»'»-/»»'] 
ou 

— /?V+(2|?/r-/?y)z»+(,V+/^y-A"Ö-.^2)z-/?'y'+A"ö'=:0, 

woraus  nun 

1 8j 

|j*8»-|_(y_2/?9/?z»+(A"ö+/9'»— ^y'— /9'y)z+/?'y'  — A"ö'  8u 

1 

""  A"*u»+A"(y+^')u*H-(A"ö+^y— i^yOu+^ö  — ^ö'  * 

in  welcher  Gleichnng  die  Verftnderlichen  getrennt  sind.    Ist  weder  A^'  noch  /?  Null ,  so  kann 

man  etwa  setzen : 

8  z     A" 8  z 
A"u+r-l»».8-  =  y8^ 

und  erhalt : 

Jntegritt  man  die   Gleichung   zwischen   z  und   t«   oder  z  und  u,   setzt  dann   z  = 

A'*QX--|-/g  '7  y*""»     ,  a  =  A  +  A' x+ A" y,  so  erhält  man  die  Gleichung  zwischen  x  und  y. 
A'-o'+z^x+yu+ö  •  '  »        " 

Ut  A"  =  0,  %o  UssS  sieb  die  obige  Rechnung  niebt  duxcY\i^\a«a.    N9Va\si  ^^vsai^>^^ 
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auch  noch  B"  =0,  so  klme  die  Torgelegte  Gleichung  anf  J.  66  lurück.     Ist  Letzteres  nii-ht 
der  Fall ,  so  kommt  die  Gleichnng  anf 

0  X       ox 

zurück.     Hieraus  folgt  nun 

8y  _  y(a/+ cx)  —  a^^  — V^x     . 

ex""      y+a+bx+cx»'    ' 

und  wenn  man  —  =  u  setzt,  so  ist 

(a+bx+cx*)u+a"+h"z 
y= 


a'-j-cx — u 
Demnach 

__  b_  r(a+bx+cxOu+a^^+b^^x1 

''"Cx  L  a+cx      u  J' 

welche  Gleichung  unmittelbar  auf  die  Form 

^  [cx>  +  «x'+^x+y]  +  (-n»+a'n«-|-/»'i>+y)  =0 
führt,  in  der  die  Veränderlichen  getrennt  sind. 

VI. 

Leg^  man  die  Differentialgleichung 

8  X  ox 

Tor,  und  es  hat  die  Gleichung* 
m(m~-l)...(m  — n  +  l)b  +m(n-- 1)...(m  — n+2)b     ^+ .  .  . -f-mb^+bo  =  0       (b) 

eine  positive  ganze  Zahl  zur  Wurzel,  so  lässt  sich  die  Gleichung  (a)  auf  eine  andere 
niederem  Grades  reduzircn. 

Sey  nämlich  m  eine  solche  Wurzel  der  Gleichung  (b),  so  differenzircn  wir  (nach 
§.  10)  die  Gleichung  (a)  mmal  nach  x  und  erhalten 

x"-'(a  +b  X)  ?-:fI+x-*(A      +B       X)  *— ^-?  +  .  .  .  . 

OX  ox 

+x(A,+B,x)?-;;^3:?+(A,+B,x)?-;;j3^  =  0.  (a') 

8x  ^  .  8x  ^ 

,      0        y        a 
Setzt  man  nun  hier  — ^33j=x  z,  und  bestimmt  a  so,  dass 

a(a— l)...(a  — n+2)a  +«(«—!)... («  —  n+3)A       +  .  .  . +«A, -|-A,  =0,        (0 

n  n — 1 

SO  erhält  man,  nachdem  man  durch  x  dividirt  hat: 

+D4Z  =  0,  (a") 

welche  Gleichung  dieselbe  Form  hat,  wie  (a),  aber  um  einen  Grad  niederer  ist. 

Da,  wenn  man  — ^=/yQ  x"  setzt,  nach  der  Anmerkung  in  §.  47  die  Formel 

8x         •/ 
(16)  des  §.10  noch  gilt,  wenn  dort  n  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  wird  mw 
eben  so  wie  oben  verfahren,  wenn  die  GVe\cVi\iTk^  (]d^  «vel^  tA^ivve  ^nze  Zahl  zur 
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ex  C  X 

Wurzel  hat.     Man  wird  in  diesem  Falle  also  die  (a)  dann  m  mal  nach  §.  47  integri- 
ren,  und  ganz  dieselben  Formeln  erhalten. 
Hat  man  z.  B. 

x'J^y+x(7x+l)^-^+(10x+l)^+2y  =  0, 

8oirtn  =  3.  a,=0,  b,  =  l,a,  =  l.b,=7,  a^  =  1,  b^  =  10,  bo=2;  mithin  die  (b): 
m(m— l)(m  — 2)+7m(m~l)+10ra-h2  =  0.d.h.  (m+2)(m+l)»=0. 
Dieser  Gleichang  genügt  m=:  —  1 ,  so  dass  man  nach  der  Formel: 

/nts=  y/.8x-  r^/.8x'+^/z8x.-  ... 
die  Torgelegte  Gleichung  integrirt.     So  ist 

yx(7xH-l)|^8x  =  x(7x+l)J|-(14i+l)y+14yy8x, 

y(10x+l)j2  8x=  (lOx+Dy-lo/ySx. 

y2y8x=  Vy8x, 


■o.  dus  aUo 


x«|^+x(4x  +  l)  ^+2xy  =  0.  x' ^-i?  +  (4x+l)  ^+2y  =  0. 

weiche  Gleichung  nun  nach  frühern  Methoden  integrirt  werden  Itann.     Die  zwei  Werthe  tou 
7t  welche  ihr  genügen,  genügen  auch  der  Torgelegten  Gleichung.  Der  eben  gefundenen  Glei  • 

chung  genügt  y  =  -|-. 

VII. 
Sej  die  Gleichung 

(l-x')^^-2xj?+n.(m+l)y  =  0  (a) 

xor  Integration  rorgelegt. 

In  J.  79  (f)  ist  a,  =  l,  b,=0,   c,  =  — 1,   a^=0,  \  =  — 2,  ao  =  m(m4-l),  also  hat 
man  dort 

—  n(n  —  1) — 2n-4-m(m-f-l)  =  0,  n  =  m  oder  =  —  (m-(-l). 

WAhlt  man  den  ersten  Werth ,  so  ist 

.,«\        1    /*2m*u8u  ,,,        «V    «     /^         t\~"* 

[(!-»•)-"  («+i)-']„=[(i-Q')''"(»+xr~']^. 

Ist  m'<0,  so  wird  für  a= —  1  und  /9=+ 1  diese  Gleichung  erfüllt  seyn;  ist  aber  m>0, 
ao  genügen  ihr  a  =  —  oo  ,  /'=+  00  .     Man  hat  also  im  ersten  Falle : 

/(l— u»)~"(u  +  xr8u  _  Au+xreu   _  r  (x+co8y)°8y. 
'  •/     (1 — a«)  «^         sm         9 

dagegen  im  zweiten : 

+  00  „  *  m  * 


/(a+»>    8n    _   /*2      (x+tg»)    8y         _  /*2(siny  +  »co8y)    cos    y8y 
.  (i— u!)""*"^  ^j?  cos»f»(i— tg*9>r^^  •/?.      ^^r^^^^ 

— CO  9  * 
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Wahlen  wir  den  «weiten  Wertfa  ron  n,  so  ist 

Die&er  Gleiehung  genOgen  ±1  für  ni+ 1  >0 ,  wenn  nicht  x=+ 1 ;  für  m-|- 1  <0  ge- 
nügen +  00  .    Demnach 

+*  m+l  — (m-fl)  +*         .  m  «     .  »«-hl^ 

+  00       «  .  « 


'(1— n»)    8u  _  /•+ 1  CO»   29691 

—  00  » 


•/    (n  +  x)  •!_»      cos       ^{tm^-^-Teos^») 


Daraos  also  folgt  nun,  dass  der  Gleichung  (a)  genügt  wird  durch: 

1    ^                                mm  *     2m-|-l 

/•■»"  2(»inv+xco8^)    cos    y8y  f  tm         »8» 

1)  wennm>0:  /         5^ ^^—^T+T^ »'>**  /— ^iTP 

•'   w                     cos       29>  •{  (x-|-coi^) 


3 

«  «  Ä 


-hl 


(b) 


2)  m<0.m+l>0/i5i^-8^nnd  A^55 ^.  (b^ 


0  0 


m  _L.  m 

(x-hco8«p)    ^_      j  /•"*"  i"  coa    2^8f> 

■+i 


3)m<0.m  +  l<o/.^i^;f.8^andr   ^-;;rH 

•/       sin  0  •/    *       cos         « 


(b'O 


sin  9  •!_!!!.     cos       9  (sin  9 -|-x  cos  9) 

<^  2 


Was  nan  aber  diese  Integrale  anbelangt,  so  ist  in  (b)  das  erste  nicht  zol&ssig,  daf&r 

9=---,  also  innerhalb  der  IntegraUonsgranzen,  die  Grttsse  ohter  dem  Integralzeichen  nnend- 

lieh  wird;  für  das  zweite  in  (b)  darf  nicht  z= — cos9>  seyn,  d.  h.  es  ransi  x'^  1  sejn.  b 
(bO  moss  eben  so  in  beiden  Integralen  x'>>  1  seyn;  in  (b")  ist  das  zweite  unzolässig,  and  dzi 
erste  Terlangt,  dass  x']>l  sey. 

Wir  haben  also  immerhin  die  allgemeine  AaflOsnng  der  Gleichung  (a)  noch  nicht  gefon- 

8y  8y  8*y  8*y 

den.     Allein  setzt  man  in  (a):  x=zi ,  also  ~  =  —  i  r-=^,  r— ^  =  —  r— ^ ,  so  erhalt  man: 

ox     «        0  z   0  X  0  z 

a  +  z')^'[+2z|^-ni(m+l)y=0.  (*') 

0  Z  0  z 

welche  Gleichung  nun  wieder  mit  $.79  (f)  TergUchen  werde,     a^sl ,  b2=0,  c,  =  l,  t|=0, 
b,=2,  ao=— m(m+l);  n(n  — l)+2n  — m(m+l)=0;  n=m  oder  —  (m+l). 

Für  m>>0  genügen  u=+oo  ,  so  dass 

+  00        — m  m  +00  «. 

y—  / ::rT-^ 8u=/-   — — ^T  ^'^ 


-00  -00 


Da  z=-T-=  — ix,  so  genügt  also  der  (a)  für  m>0: 
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oz  ox 


4-00        m  00 


/(q  —  ii)    8a  __  Att  — ii)    8a       An— ix)    80  _ 
(n  -+-U  r:    (a*+l)  ^    (ii*  +  0 

-00  ®  ,  -00 

Ao-ixreu        A-q-ixrea  m    Axi+u)"  +  (xi-ar 


8u. 


0 

^  m  m 

mm  /•(x  —  ai)     +(x  +  ui) 

0Q( 


=  (_i)'»i-/*i£:i£i). 


.    .-■+■)■"' 

wo  man  den  iLooitanten  Faktor  füglich  weglassen  kann.     Setzt  man  u=xtg9,  so  ist  für 
x>0: 


/*l(x  — ixtg»)    +(x  +  xitgy) 
•i  (l+x»tg»#>)   ^cos«»» 


m 


?                              m                                    m                                             !L                      m 
m-|-i  /*i(cos9+isin9>)    +(co89  —  isin^)         «     «        «   ">+*  /*2  cosm^pcor  ^8^ 
[        / j^j cos    f>89>=2x        I — :p. 

J  (co8'v4-x*sin*»>)"  J  (cosV+x'sinV) 


0 

Ist  x^O,  so  ist 


/""  l(x  —  ixtg9>)    +(x  +  xitgv)        -           _    m-l-l   /•"  i"  cosm9>co8    »»ßf» 
_-— XÖV=i!X  /  — TT. 
d+x'tg»»)^  co8»9                               J          (cosV+x»Bin*y)  ^ 


«  m 


m-^1  /*2      COS    9Cosm9>89> 
•^        (cos*9-fx*sin*rt 


Da  aber  anch  n= — (m+1)»  so  ist  anch 

[(i+n')"^V+.r<-+\=[a+«')-+*(»+x)-<-+\. 


m 

8n. 


Für  m-t-  1<C0,  genügen  +00  ,  so  dass  dann 

-00  -00 

Demnach  genügt  der  (a) : 

+  00         a  00 

y    (u  — ix)  y  ■-(a— ix)  (— n  — ix) 

—00  0 

(—1)1    ./  ^(i+m)  (x— tti) 

^    .         .v«  r>  .v»+*    I     /        ,  .v«+^ 


1— /^ 


tT+a')'°  r(»-uir"^'+(»+«ir'^']8a 


d.li. 


5^2  ^^  Taatocbrone. 


^  rr(l+x'tg'yr[(i-xitg»r"^  +(»+xitg9>)  "^  ]x8y 

Ä  m 

^  cos         ,. 

Fasst  man  Alles  xusammen»  so  ergibt  sich  hiernach,  dass  der  (a)  genügt  wird  durch 


-^/ 


^  _  mr\-i   /»i       cos    ^cosmy         4-         -  /•sin  ^ov    .  iv^.x 

•^      (cos*«{»+x'8in*9>)  «^  (x-|-cos^) 


0       '        "  '  "'  0 


2)  »<0.„+l>0:       /'^^r|-^(,.>I)„nd/*-=5 2^(x'>l); 


0 

IT 


3)  «+K0:  /*(H:^!^(,.>l)«d 

•^         sin  » 


0  * 


1     /'jcoi(iii  +  l)?>[co«*»+x'«in*»>]     - 
_y ^ 8,. 

X    *f  cos        9 

0 

Dass  hiemit  das  allgemeine  Integral  gefunden  ist,  ist  klar. 


vm. 

In  einer^Tertikal  stehenden  Ebene  soll  eine  Karre  konstmirt  werden  so,  dass  ein  schwe- 
rer Körper,  der  auf  ihr  herabAllt,  immer  in  derselben  Zeit  in  dem  tiefsten  Punkte  denelbeo 
angelangt,  Ton  wo  ans  (auf  der  Karre)  er  auch  ohne  Anfangsgesdiwindigkeit  gegangen  sejn 
mag,  wenn  man  Ton  der  Reibung  und  dem  Luftwiderstand  absieht  (Tautoohrone). 

Sey  durch  den  tieftten  Punkt  die  Axe  der  x  Tertikai  gegen  die  Richtung  der  Schwere  ge- 
richtet,; y  die^Ordinate  eines  Punktes»  s  der  zum  Punkt  (x,  y)  gehörige,  rom  Anfangspunkt 
ans  gerechnete  Kurrenbogen.  (Man  vergleiche  etwa  Fig.  25,  wenn  AM  Tertikal  nach  oben 
gerichtet  ist,  AM=x ,  MK'^y,  AN^^s.)  Ist  p  das  Gewicht  des  Körpers ,  t  die  rom  Anfang 
der  Bewegung  gerechnete  Zeit,  so  hat  man: 

p  8*x_  p  8'y_rt   8^_  8»y  f^^'V^f^lV_i_f^_iy 

7  8t»-~P'  7  et*""*^'  8t»—~^*  8t»~"'  Km)  ""l8tj"^l8tj  • 

±±r?iV-^^4.^^y-       cr^.    P-lV 2crx4-C 

2  8t  V.8tJ  ~8t  8t»"^8t  8t»  *8t'V8tJ''        8*^^* 

8  s 
Ist  nun  h  die  Abszisse  des  Ausgangspunkts,  so  ist  für  x=h:  ^  =  0,  also  C-=2gh  and 

0 1 

I7-7I  =^fi>(^"~*)«ö-:=  — \/2g(h  —  x),  wo  man  das  negatiTo  Zeichen  wAhlen  muss, 
da  s  abnimmt  mit  wachsendem  t.     Demnach : 


^t^ 1  t=^/* — 

8«  V27(h3:i5'  •/V2i(h 


V2g(h-x) 
Ist  nun  s=f  (z),  so  ist,  wenn  x  die  Zeit  des  Falles: 

h  1 


Vlß- 


b  b 


/f(i)F"  (x)8x=(-l)"  /f"  (x)F(x)8i.  563 

Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  loll  diese  Grösse  unabhängig  von  h  seyn ,  so  dass 


=0  seyn  rnnsi.     Demnach: 


__  1 rr(hz)Qi      \ /h      /'zr(hz)8x 


0 

1 


b.      - 


_    1^  />f(hx)+2hxf-(hz)^^^^^  _i       /xW±2xf;'W  ,,^^         • 

2V2ghJ  yi  —  z  2hV2gy         Vh— X 

0  0 

Da  nun  nicht  -———-.-=0,  so  mnss  das  bestimmte  Integral  Null  seyn ,  was  auch  h  seyn 
2hV2g 

ag.     Dies  ist  nur  mOglich,  wenn  r(x)4-2xf"(x)=0*  da  man  Ja'etwa  immer'h  klein  genug 

Ihlen  kann,  dass  r(x)-|-2xr'(x)  yon  x^O  bis  x=h  immer  dasselbe  Zeichen  hat,  wo  dann 
h 


*•'/ 


^  '^         ^-'8x  nicht  NuU  wäre.     Aber  f(x)  =  s.  also 


Vh-x 

0 

8»     .     o     ö*«  r.  1        8*»  1         .rÖ8^  1,/^.^        ÖS  C 

rx+^^87-^'T7-8-7-~2i'^trxJ=  -  2^«+^' 8-i;=-v^^ 

8x 
»  =  2CV"x+G'  =  2CVx. 
I  für  x=:0  auch  6=0.     Diese  Gleichung  stellt  aber  eine  Zykloide  dar.    ($•  55.)    Jetzt  ist 

h 

8x  Cit 


'M 


V2g(h-x)      V2it 

0 

as  wirklich  von  h  unabhängig  ist.     (Man  rergl.  hiesiit:  Poiuon,  Mechanik,  I,  %.  197.) 


IX. 

i— 1 


.   8ey  f(x)  eino  Funktion  von  x  so  beschaffen,  dass  f(x),  f  (x),  .  .  .,   f^      (x) 
lall  sind  fUr  x  =:  a  und  x  =  b ,  so  ist 

fi(x)¥\i)  8x  =  (-  iff  f^(x)F(x)8x.  (a) 

DieHer  Sats  folgt  ganz  unmittelbar  aus  dem  nachstehenden  Schema : 
/f  (X)  f"  (x)  8  X  =  f  (x)  f'^'^x)  -ff  (x)  f"~*  (x)  8  X . 

/f  (x)  f""  ■  \x)  8  X  =  r  (x)  ?"■"%)  — /f"  (x)  f'-^  (x)  ö  X , 

/'(^■"Vx)F;(x)8x  =  f"~Vx)F(x)  -yf'(i)  F(x)  8x. 

Dass  dabei  f"(x)  und  F°(x)    innerhalb  der  Integrationsgränzeu  endlich  seyn 
lilssen ,  ist  selbst  yerständlich. 

AU  »peziellos  Beispiel  wollen  wir   a==— 1 ,  b  =  +  l.    ^ W  =  (1  — ^') 
»tzen,  wen  (wie  eben)  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  sind  alle  Bedingungen  erfüllt 

nd  es  ist : 


564  Anwendimg  dieMs  Saties. 


/(l-x«)"-iF'(x)8i=  (-1)"   /LUlsZil F(x)ex. 


(b) 


—1  — 1 

Nun  ist  aber 


,        8*    Vl~x»)"^      .     ,,ii-i1.3.5...(2p-1)  .   ^     .  ,.,, 
T =  ( —  1) ^810(09),  wenn  x  =  eos^.            (V) 

ex*-" 

Denn  für  n  =  2,  3,  .  .  .  gilt  der  Satz.     Es  ist  nämlich 

^-^^  =  —  —(1  — XV2X  =  —  — 2C08f)  .«IDf»  =  —  —  81D2f)  , 

"-^,^=  -  y  ^  [2«(1  -«»)»]  =  -Sld-x»)»  -3x'(l-x»)*J  =  -  5  Irin»  ,  - 

3coi'f»siDf»]  =  6sin39=:  -  '    '  -sinSy. 

o 

Sey  nun  der  Satz  (bO  wahr  für  ein  bestimmtes  n,  so  fragt  es  sich»  ob  er  für 
das  folgende  n  auch  noch  g^lt.     Sey  also 

d''~"*(l  — x*)'"^  ,     ,  »-1  1,3.6. ..(2n  —  l)  . 


8x" 
so  ist 

y       = — i =:  / ^ — ; — ' 8x= —  i ^ — -n »iny8f», 

1  t 

wenn  man  x  =:  cos  qp  setzt.     Aber 

fi'+*/i      •»\"+i     «■+*r/t        t\/t       fv*-4i  Ö'y  8y 

?-^-  =  '— ^i^J=^^=(.-x^^-2(.+l)x^-.(«H-,),, 

8x  8x 

.  8y  1     8y    8»y         1      8*y       cosy    8y 

oder  wenn  x=co8<p,  ^= ; —  ;^»  5 — »=  .  »     s~~j —  IHTT"  ri • 

^' 8x  smy  8y    ö  X*      sm'y  oy*    ,8in*f»  of» 

8'+^(l-x')"+»     "' V  «  ^n  ««»»  *''•       .j-n 

ox 
d.  h. 


8"+Vl  -x')-+i 


n— 1. 


8x"+* 


:=(-l)  1.8...(2n— l)nsinnf»+(-.l)       1.3.  ..(2n  — l)(2p-|-l) 


co8nf)^-(~lf    *1.3...(2n-l)(n+l)iinnf 

SU  9 

=  (- 1)"  1 . 3 . . .  (2n-l)  ["nsinn  f)  -  (2n+ 1)  ^^^^^^^-Kn+l)»inni^] 
=  (— 1)  .1.3...(2n  +  l)|  sinof» ^. -i 

L  BU19     -I 

=  (-ir*.1.3...(2n  +  l)??*<"  +  »>' 


so  dass 


/9 
10       /«   _i  ,\C08(n  +  l)9  .      Q        /     -vbI.3.. 
1.3...(2n+l) —- sinf»8f>  =  (— 1)  
SlDfV 


(2n+l)sui(D+l)v 


0 

wodurch  nun  der  6at£  (b')  bewiesen  ist. 


/eo8  o  f»  8  9 
^  ,  .      '  566 

^       Vi  ~2»cosf>+»» 

Setzt  man  in  der  Formel  (b)  nun  x^icosqo,  so  ist 
y*8m''"*,»F'(cos9)«inf>8f)  =  (-l)"y(~  IpS  .3..  .(2n-l)  ~  [^^j 

0  0 

F (cos f») sin 9  89, 

8    sin  09       8    /^ftinn^^    f        1    "V  eosnf» 

und  da  -z =  5"  I  I  •  I : —  I  = \ f  «o  ist 

8x      u  89Vu^V      tm^J  sip^  * 

fr  ^  n 

/sin    ipF  (cosip)8|i>  =  1.3...(2n — 1   /cosn9F(coKf»)8|i>« 
0  0 

/cosnf»F(cos9)8f»=  i  ^  ^ — 2n^J  ^  "^^^^  (cosf))öf). 


(c) 


0  0 


1  B 

Als  Anwendons  dieses  Satzes  wollen  wir  F  (u)  =  —  =r .      F    (u)  = 

Vl-2au-|-a* 


1.3...(2n  — l)a°     ^ 

setzen ,  so  dass 


(1  -2an+a')"'^i 


/'        cosny8y ■    f »in    y  8» 


Bestimmt  man  1^  aas  der  Gleichnng 

sinf» 


=  sinip, 


Vi  — 2aco8g)+a* 

so  sind  die  Grinsen  Ton  V'  auch  0  und  «,  und  da  1 — 2acosf»-f'  a'  — sin'y^oos'y — 2aoosy 
4-  a*=  (cosy  —  a)*,  so  ist  1  —  2aoosy  H~*'  — ■i°'9>0,  1  —  2acos|i>4-»'>"'>*1»» 
V^ '~~2acosf»-)-a*^sin9,  so  dass  ^  mOgUch  ist;  auch  ist  1  —  2aeosf»-f'^*  ^0°  9"  =  ^ 

bis  y  =  «  nicht  Null ,  da  sonst  cosy  =  -^ —  seya  müsste  und  immer  l4-a*  — 2a=:(l — a)', 

2a 

d.li.  positiTist,  sodissbeipositiTom  a:  l+a'>2a,  —^ — >lf   und  bei  negatiTOm  a: 

«a 

1  +  a* 

-— — ^ — 1  ist,  mithin  nie  =cos|i>  werden  kann   (den  Fall  ausgenommen,  wo  a'=  1). 

Za 

Akdann  Ist ,  wenn  wir  a*  <^  1  annehmen : 

1  Vi— 2acos9+a'  cos9(l — 2acosf»+a')—a8in*|i>  8f» 

Vi  — »*»in>  1— aco*f)  |  8^» 

,  -4  y/l  —  2aco8y-f'** — sin*y  __  4.  \  /<os*y-r-2acosy-t"** 

twp-^±\  1— 2acosf>+a='        ""  ~   V       1-2äco89  +  »'     ' 

ft  if  ff 

wo  das  obere  Zeichen  für  ^<i  -r- ,  das  untere  für  ^>>  ~  gilt.     Aber  für  ip  =  -9-  i*^  >iD  9 

^  ^  z 

=  Vi  — 2äcos9+a*,  cos'n» — 2aeos9-f~^'=0;  da  für  ^=Oauch  g>=0  und  dann  cos*f» 
— 2»cos9+a»=l— 2a+a»=(l— a)»,  so  ist  für  ^<-^:  Vcos'f»  — 2acos9+a*  = 

eos^ — a;   für  ^=ff  ist  f»=sffr  also  eos'^— 2a60S9-H^'=(^~Hl)'t  ■<>  <!*•*  fttr^^-;r-: 

St 

V«^*^ — 2acos94-a*  =  a  -  eos9>.    Mithin 


eoi 


,-  cosf»  — a  f     ^ft^    _  a  —  cosv  r   -^  *^ 
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10  dais  immer 

coa  f»  —  a 


eostff  = 


und 


Vi— 2aco8^-Ha»* 
cos^d — 2acoi9-|-a')  —  asin*f»  89  cosf)  —  a 


demnach 


(l-.2acog|i>+a*)'  (1  —  2aoo8g)4-a*)' 

(1 — aco89)(co8«>  —  a)  89  1 — acos^         8»> 

— — ^;  C089>  —  a  ■ 1  =  1  ; 

1— 2aco89+a*       b^ 1  — 2aco8y  +  a*  Sy/ 

I  89      Vl^-2aco8^4-a*  1 


und 


Vi— 2aco8v+»' ^^^  1      ^^^^^  V^~»*ßinV 

Rin    g>  Qq>  /V"  sin  9  ^  89 


/*  sin    g>  8y /V^ sinv ^" 8^ 

,   (l-2aco8v+a»)'"^~/^^^~^*''''*^+**"^     Vl-2aco.^  +  a 


=/ 


«  t. 


8in    ^8^ 


Vi  — **•"**  V' 

0 

mitiün  endlich 


Sn 


(d) 


/*        008  n  9»  8  9  a   /*    sin    «^  8 1^  ,  ^  . 

Vi  — 2aco8g)+a«  /  Vi— a*wn*V' 

0 
Das  letzte  Integral  gehört  direkt  in  den  elliptischen  (%,  100). 

Gesetit  also  etwa,  man  solle  in  der  Gleichnng 

t/.-    o        =:===  =  örAo+AtCosx+A,co82x+ 

Vi— 2acofixH-a*      ^ 
die  Koeffizieaten  bestimmen ,  so  hitte  man  nach  {.  96 : 

*  a       *        In  ü        *  Im 

_2^  r         cosnx8x _2a_   /*    sin    x  8x  4a     /*i     sin    x  8x 

«~  V  Vi^2acosx+»* ""   *»  y  Vl""^»'»iä»i  "   *  7      Vi^ä*ri^* 

0  0  0 

Diese  Entwicklang  kommt  in  den  Anwendungen  hAufig  Tor. 

X.    • 

Ueher  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  a  und  h  sind,  ist  ein  Kegel  errichtot,  dessen  Spitze 
senkrecht  über  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  in  der  Entfernung  c  liegt  Um  die  Spitze  be- 
schreibt man  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  r  und  will  denjenigen  Theil  der  Kugelflflche 
kennen ,  der  Innerhalb  des  Kegels  liegt. 

Die  Gleichung  der  KegelflAche  »st  ^4" ^  =  ^ ;   der  Kugelflache :   x*+  Y *+  »'  =  '^ 

a        D        c 

wenn  man  die  Kegelspitze  als  Anfangspunkt  rechtwinklicher  Koordinaten  und  die  Axen  der  x 
und  y  parallel  den  Hauptaxen  der  Ellipse  nimmt.  Der  Iiriialt  des  gesuchten  Fl&chenstücks 
isl  gegeben  durch  das  doppelte  Integral 

wenn  dasselbe  anf  alle  Werthe  ron  x  und  y  ausgedehnt  wird,  die  den  Punkten  der  Projektion 
der  gesuchten  Fl&cho  auf  die  Ebene  der  xy  entsprechen.  Was  nun  aber  diese  Projektion  an- 
belangt, so  wird  man  die  Gleichung  ihrer  Begrtasungskunre  erhalten,  wenn  man  z  zwischen 
den  Gleichungen  der  beiden  Fhlchen  eliminirt.     Diese  Gleichung  ist  demnach  : 

Setzt  man  in  dem  Integrale  (4)  rx ,  ly  «n  ito  &v«\V«  ^«n  t ,  ^ , «» Nrii  «Sa  ^gwü^toTOfSia 


Oberfl&che  eines  Kugelstüeks  in  einem  elliptiichen  Regel. 


65' 


=  r*  /  /  -  •  ■ ,  ansgedehiit  auf  alle  positiTeu  oder  negatiren  Werthe  Ton  x  and  y, 

yy  Vi— X*— y* 

=                            c'  c' 

für  die  a'x*H-/!?' y*  ^  1 ,  wo  a*  =  1 H 1 ,  ß*=z  1  -}-  -rj«    Man  sieht  leicht,  dass  man,  wenn 

man  das  Integral  nur  auf  die  positiven  Werthe. von  x  und  y  ausdehnt,  für  die  a*x*  +  |9*y'  T. 
I ,  den  vierten  Theil  der  Fl&che  onth&lt.     Dieselbe  ist  also  endlich  = 


(»0 

0  t/o 

Wir  wollen  nun  neue  Veränderliche  ^,  a  einführen  so,  dass  az  =  ^costt ,  /9y  =  ^sino, 

6x_cos«    8x ^sino    öy__sinfl>    8y_^cos«>      8x8y      8x8y_^ 

8^~~ä~'ää""~     a     •  8^"~  "^'  8o>'"      (i      '    8^  8a~Ö^  Öp""  ö^' 
weiter  die  neuen  Gr&nzen  a:tbelangt,  so  ist  zunAchst  (§.  110,  lU): 


1» 


l/l-..»: 


Jl 


ß 


J     J      yi_x»-y'     J  J      Vl-x»-(I-«*x»)y» 

0  0  0  0 

ood  man  hatte  zu  setzen:  ax  =  pcoso,  ß  \/l  —  a^x'y  =  psini»,  woran.s,  wenn  man  q  eli 
ax 


minirt: 


z=r-  =  cotgo».     Für  X  =  0  folgt  hieraus  w  =  -- ,   für  x  =  —  :  «  =  0.      Da 


/?Vl-«-x-y 
ttx=  pcos«),  so  ist  /?\/l  — p*cos*«»y  =  (»sino»,  so  dass  für  y  =  0  auch  p  =  0,  ftir  y=  —  ist 


V/l^p'cos'tt  =  psintt,  also  p=  1,  so  dass  (§.  52,  II): 


8c» 


V,/  cos'tt)   ,  sin'tt^ 


a> 


-°''/o'sin»«,+i»'cos=«~"'?/ 


cos*fl)^^sin"  I»  I 


a*sin'a)+/9*cos-a>      "'^  a*bin*«»H-/**cos*« 

0  '  '  0 

Wir  wollen  a^b  voraussetzen,  so  dass  {i^^tt*  ist;  hiemach  ist  das  erste  Integral  = 

f«  Ä  Ä 

1 


/% 8m P2 8^  _ 
(J*  -  {ß*  -  ««) sin'ito  ~J      ß'  -  {f^  a') 


hn 


)cos'fl)      2ßJ       L/^_cosa>V(^«-a« 
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( tg  ^V^^V^,:^'!!  =  JL  4  (8. 50.  IV). 


.    2 

H arc  .    „        _,    .  .  . 

Was  das  zweite  obiger  Integrale  betrifft,  so  kommt  es  aof  elliptische  Integrale  larück. 
Setzt  man  nftmlich  sine»  :^  x,  so  ist  es ,  da  x,  co^m  nor  positiT  sind : 


VT 

8x 


_  Vft'--1  y^      l  +  n*x» 8x 


wo  n*=  -TTt — iT*  ^^^^  ^^  ^'^  ^  *  J®<l®Df<^l(s  n'>0  ist.    Setzt  man  hier  (%,  102)  x=:eos^, 

ß  («  — 1) 
80  ist 

1  n 

y'       1+n'x*  8x rj       I+n'cos^y 8y 

/!?•-  (/9»-«')x»  V(H-n«x*Ml-x')     y      |9»-0J«~a»)cos»,»  Vi +n»cosV 

0  0 

I  /*?       I+P'cos*»  8f) 


wo  e 


"l+n«"«»(^»-l)'      ^     "/J»(«»-l)'   '**'*•  *   "-a*+c»'     ^°'~b»  +  c'• 
^_l+^^cosV_______n^  ,  _«^ 1 1 

Nnni8t*ber^^,_^,_^,j^^,^-       /:?'- ««"^a»— l  |j»-(^«-««)cos»f)"     /»V-1) 

ft^ 1 1  ■ I  1  , 

"*"«»-]  ««^(^*-o»;8in*«»*"       ^»(«*— A>"*"o»~l  ij»— a»  .  ,    •  '^  <***• 

'  ^  '  *^  1+^- — ; — sin'^ 

IT 

fj      1  +  p'cos*» 8fl^ 1  „(^      \ 

J   /?'-o?*-«*>cos»,.  Vi~:^nv~     /?'(«'-i;    V2'  J 


mithin  endlieh 
1         1 


«      ^I^Vi-«»»« 


Oberflleht  ein«!  Kagelttfieki  in  «ioem  elliptUehen  Kegel.  ■  669 

_  «         >(b'+e')     „fK    (a'-b')e'    /V      ab -  T «.      ^ 

~  2  "  be  ViHT«      V  2-  b'(»'-|-e') '  ^ )^  cV»'"+^     1 2  '  'J  ' 

V»'-b' 

Setzt  man  in  der  Fonnel  (h)  des  $.  99:  tg*o  =-77 ,  also  e*tg*o=:  \      ,  ,     ,v »  iin*o  = 

D  D  (a  -|-07 

c»  ,  b^        (l~e»)sin»V  b»c»  ,     ,        a»(b«+c«)      _« 

^^-j-^.con  «-^,_l_^,.    l+e»tg«a   "a»(b*+c»)'    "^*  **"""b'(a»+cV'*""2' 
k  =  —  (cos'a-j-e'sin'a),  80  ist 

bcVa=+c«  K  a(b»+c»)        rff    a»-b»  c»      "X bc^ nf*  v    ^ 

"^"    a(b»+c»)     2'      bc  yi^^Tj^      V2'  a»  +  c'  b> '  ^J-aVi^ipv     V2     '  V 

bVa»-i-c»      ri»       ^       Ä^ 

ac         'V2'V~2 

Fenicr  nach  (d)  in  {.  104 : 


•o  data  also 


a(b*+c*)    „r*    a*— b»  c*     "V        ^r«     ^„,      X  ,  «r«     "i -./ 
-r(|...)E(..e.)--,^,r(|.,). 

and  endlich  die  Fliehe  = 

*'*  [I  -^  (t-  0  *■  ^"'  •'^"'"*'  ("1"  •  0  *'^"'  ''^  -  ''Cf  •  0*^^"'  ''^]* 

V»«  — b*  \  /b»+c»  c 

Für  a  =  b  ist  die  Ellipse  ein  Kreis.     Alsdann  ist  e  =  0 ,  e^  =  1 ,  also  ^  |  ~^  *  ®  |  = 

a 

F  1 -J  ,  e  I  =  ~,  E  (a,  ej  =  f^l  —viv^ihip  =  sina  =  —    ^         ,  nnd  die  Flftche  = 
V.  Ä       J       ^  J  ya*-|-c* 

0 

4f*|  —  ~-r-  ;r--rrrr-=  |=2r*Ä  |  1  —  — -=  1,  wie  mSn  sehr  leicht  auch  auf  ele- 
V2       2  Va'  +  c*-'  V        Va»  +  c'-^ 

mentarem  Wege  finden  kann. 


XI. 


1 .)  Wir  wollen  uns  das  Integral 

.OD 


/'[("- t)1' 


0 

zur  Umformung  vorlegen,  wenn  a>0,  b>0.     Man  setze  ax =  Zt  also  x  r-i 

s-is~  V*ab  +  z',  ft-  =  J-+ — --7==.     Die  Grösse  ax — —  erreicht  von 
2a~2a  ^  •  8z      4a     2aV4ab-hz*  * 
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x  =  0  bis  x  =  oo  kein  Maximum  oder  Minimum,  sondern  wächst  Ton  — 00  zu-{~X, 
so  dass  also  die  Granzen  Ton  z  sind  —  00  und-4~<^  •  Daraus  aber  ftAgt  sofort,  dass 
nur  das  obere  Zeichen  gelt-en  kann,  man  also  hat: 

D  —00         /  ^  ' 

+  00  +00 


—  00  —00 

Aber  (§.  49) : 

+  00  00  +00 


/fM8z=2/f(z*)8r.   /- 


V4ab-|-s* 

—  00  0  —00 

so  dass  endlich 

00  ^  00 

yfRax-^yj8x=  ^yf(x»)8x,  a>0,  b>0.  (a) 

Setzt  man  in  dieser  Formel  etwa  statt  f  (z)  :  f(2ab^z),  so  ist 

f[(ax-^)'j-f[2ab+(ax-^yj=r(a».'+^).f(x')=f(2ab  +  i'). 

SO  dass  auch 

00  00 

/fra*x*H-^'j8x==r|-/f(2ab+x»)8x.  a>0,  b>0.  (b) 

0  0 

Uebrigens  lässt  sich  diese  Formel  leicht  aus  §.  50,  VIII  ableiten.     Setzt  man 
dort  nämlich  f(x)  — F[x'— 2ab],  so.  ist  frax-f— J  =  Fr  fax+^J   —  2abl 

=  F(a'x^+^|).  f{Vx«+4^)=:F(x'-f-4ab  — 2ab)  =  F(x«+2ab).  so 
dass 

yF(^a»x»+p')8x  =  ~yF(x»+2ab)8x. 

0  0 

00 

-^ —--j  -  8  X ,  in  dem  a  und  b  positir 

0 
sind,  gleich  y,  so  ist 

^00  ^00 

8y 


/        2ax^8x 2a       ff  -b»        ^_^u 

~J  (b'+x'Xl  +a*x»)  "  1  -  a'b V  Vb'-f-  x*"*"  I  +a»x*J       ~  1 


8a     y  (b'+x'Xl+a'x»)      1 -a'bV  Vb*-f- x*  '  I +a»xV  1 +ab' 

0  0 


r   8a 


^^8x  =  fl(l+ab)+C. 


wo  C  unabhängig  ist  von  a.     Für  ä=:0  ist  aber  y  =  0 ,  also  C  =  0 ,  so  dass 

,00 

'^{±:'^^8x  =  |^l(l  +  ab);  a>0.  b>0. 

0 


/ 
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Xir.  Die  AbeTschen  Funktionen. 

l)  Angenommen,  es  uey 
ej(x)  =  a„  +  a,x  +  a,x'-f-...  +  a^x".  ö:(x)  =  fo  +  PiX-i-c,x*-|- .-.+0     x"  ;  (\) 

ferner  seven  <)Pt  (x),  gr,  (x)  zwei  ganze  Funktionen  von  x,  ro  dasa  ihr  Produkt 
^1  (>)  <r2(^)«  ^A"  ^i^  durch  ()r(x)  bezeichnen  wollen,  eine  eben  solche  Funktion 
von  X  sey ;  u  sey  eine  unveränderliche  Gh'össe ,  dngegen  seyen  von  den  Grössen  a^, 
.  .  .,  a  ,  i'q,  .  .  .,  c     entweder  alle  oder  doch  mehrere  abhängig  von  einer GrOssez, 

also  veränderlich  mit  dieser  letztem. 
Setzt  man  nun 

Frx)  =»  e,  (x)*»>.  (x)-e,  Wf,,  (x)  =  A  (x-  x,)(x-  x,). . .  (x-x  ) .  (2) 


ao  wird  die  Grösse  A,  so  wie  jede  der  (jröRseo  x, ,  .  .  .,  x   anabhängig  ron  x  seyo, 

dagegen  abhängig  von  den  in  ^lix),  öjCx),  <]P|  (x),  qtiix)  vorkommenden  Koeffi- 
zienten ,  also  auch  abhängig  von  z.  Die  X| ,  .  .  . ,  x  sind  die ,  sämmtlich  als  un- 
gleich vorausgesetzton  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =0,  d.h.  ©t  (x)'  (Tt  (x)  — 
f^2  (x)'<)r)2(x)  =  0,  so  dass  wenn  x  eine  dieaer  Wurzeln  ist,  nothwendig  die  Glei- 
chung F(x  )  =  0  stattfindet,  und  zwar  identisch,  d.h.  so,  dass  alle  Glieder  der 
Grösae  F  (x  )  sich  gegenseitig  aufheben.     In  der  Grösse  F  (x  )  kommt  nun  x     vor, 

nebst  den  veränderlichen  Grössen  a» ,  .  .  . ,  c    ,  die  sämmtlich  von  z  abhängen.  Also 

■I  ' 

da  F(x  )  =  0  iat,  so  ic(t  auch  ;^P(x  )=0,  d.h. 

•  cz       • 

8F(x)8x       eF(x)ß  8F(x)8c 

8x       8z  ^    8a„     8a^"     ^    8c         8x  ' 

•  m 

WO  natürlich  hier  partielle  Differentialquotienten  verstanden  sind.  Aus  der  Glei- 
chung (2)  folgt,  daas 

8F(x)  8e^(x)       8F(x)  88,  (x) 

-^-  =  2e.(xj^,(x.)-^^,    __l.=..2e,(x;^.(x;   —^ 

ist,  so  dass 

8F(x)8a  8P(x)8c  r^0^(T)dtL  8ej(x)8a-, 

qCZ  CO  oz  e  o|_oaoOz  oa         ozj 


8to      8z 


8e,(x)8c  8e,(x)8e 


Heyn  wird.      Die  vorstehende  Gleichung  gibt  demnach  : 

8F(x)8x  |-8e,(x)8c  8e,(x)8c    -. 

,8e,(x)8a  86.(1)  8a-, 

D 

Bezeichnet  man  den  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  von  F(x)  mit 

8F(x) 
F(x),  wobei  also  ao.  .  .  .,  c     konstant  sind,  so  ist  —-~z=Ti^\\  v%t,fewÄ\l<aiN 


562  ^io  Abel'fcheii  Funktionen. 

eine  ganze  Funktion  ron  x  und  bezeichnet  man  durch   ^W(il  )  den  Wertki 
Grösse  ^(xi)-(-  ^(x,)^  .  .  .  +  'f'Cx  ) ,  so  folgt  aus  der  yorstehenden  Gl« 

8x 

^  <*.)  ft7         2  e,.ä j »»,  (x )  f  (x_)  r  8  e,  (x )  8  c^  8  e,  &  )  »  c 


*  ^V  ft7  2«,.ix  )  »»,  (X  )  f  (X  )    r  8»,(x 

(x  -«)VV(iT  ~(x  -a)F'(x  )V»^|    ~^^« 


ez    '        •        8c         8x 
2e,(x)^,(x)f(x)    |ee^(x)8a^  8e,(x)8t 

~(x-a)F'(x)V^öo|       8a„       87"^*'"^~ör      äs 
Aber  aus  F(x  )  =  0  folgt 

»1  (x  )  ViT  (O  =  ±  ö,  (X  )  viTöo , 

e  •  e  e 

alio  da  «pi  (x^)  qp,  (x^)  =  «p(x^) : 


©.<x)v,(i)  =  ±e.(OV„(x), 

o  •  e  e 

e,  (X )  *),  (x )  =  ± »1  (x ) Vi^oö. 


wo  in  beiden  Gleichungen  dasselbe  Zeichen  gilt,  indem  q[)|  (x  ),  gr2  (x  )  Dotfavcii 
Ton  gleichem  Zeichen  sind  (da  @t  (x  )Vt(3^  )^2(^  )=:^0,(x  )*(jp(x  )=^j(x  )'q^(i 

•  •  B  0  0  0  " 

Bezeichnet  man  also  durch  «    die  Grösse  -[- 1  oder  —  1 ,  so  ist 

0 

«.  (x ) Vi (x )  = «  «, (x ) VHx  ) .  e, (x ) », (X )  = »  e. (x ) V»(r) .       iJ 

0000  0  0000  0 

worin  also  6    entweder  ^l  oder  —1   ist  (dasselbe  aber  in  beiden  Gleichoog 

Demnach  ist 

«f(x)  8x  20^(1  )f(x)     -.ÖÖ,(x)8c^  8e-(x)8c. 

(x    -a)  V5kO    ®'  ~       (x-«)>"U)    L     8«o    ■82"^*''^      8c  81 

e©  0  n 

2e,(x)f(x)     _-8e,(x)8a„  80,  (x)  8*-, 

y 6 0__    I   _  0  0  ^^  0  a 

■"  ^  (X  —a)k''(i')    I  "TaT"  y«  "^-  •■+■  "öa         8i" 
00  ft 

Die  Grösse  zweiter  Seite  dieser  Gleichung  kann  durch 

(x  —äJF'T^) 
0  0 

dargestellt  werden,  wo  sicherlich  X{x)  eine  ganze  Funktion  Ton  x  ist.     Setzt 
eqdlich  noch 

^^^^5^=;i,(x),  Mx)-A(«)  =  (x-a)A,(x). 

SO  ist  bekanntlich  auch  A|  (x)  eine  günze  Funktion  von  x  und  man  hat  : 

6  f(x)  8x  A,  (x)  , 

(X  -«i)Vi."Ör)  8«  ~      F"  <V  (x^-«)F'(x^) 

=  S-— -; — r  — -zr-TT  (§•  38). 

F'(x)      F(a)  ^^       ^ 

r 
\  1 

Da  (nach  §.38)  ^i*-    ,    .  gleich  dem  Koeffizienten  von    -  in    der   Entwick 

r 
a 
Ton  pTTT  ^'^^'b  fi&Henden  Potenzen  von  a,  so  ist,  da  A|  (x)  eine  ganze  Funktioi 
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:  ^i  (»  ) 

--—  -^  TcwT^  gleich  dem  Koeffizienten  ron  —  in  der  Entwicklunfi:  von   ^tt-t nach faU 
— -  r   IX  ;  a  ^  ¥  [a) 

^.  ,den  Potenzen  von  a.     Aber  ^-g  ==  —M» J__  _  _m_ ,  „„j  ^'p^-J    auch 

«ich  dem  Koeffizienten  von  —  in  der  Entwicklung  von  ■—-.    nach  fallenden  Po- 

«vuien  von  x;  abo  ist,  weil  7-_     p.  v  »icher  y  nicht  enthält,  endlich  T-p— y 

e 

Ä  eich  jenem  Koeffizienten  in  der  Entwicklunc:  von  ; r^r7-:»     Ist  also 

*  (x— «)F(x) 

^^^>        =E.x'+...+E  +.-i±-'-|- (4) 


(x-a)F(x)       -"-    '      •■    '     .   ■•    X 
9a  Ut  X  y,  ;  Y  ~  ^  4.1 »  "°*^  mithin : 


•  f(x)         ex  f. 

o        e  —  —  F         


«  f(x)  8x 


j     (x-«)v/y>(x)  ö«  y  «+^    ./f(«)  ^ 


e  • 

iro  C  Ton  z  unabhängig  ist.     Bezeichnet  man  aber 

f(x)ex 


/ 


durch  V'Cx)* 


(x  — a>  VV(») 

10  i«t  die  erste  Seite  =«t  V'(xt)-|-«aV'(3t2)  +  ••   "f  «,  V'(^)»  <^*  "°  f(x),(jp(x)  keine 
andern  von  z  abhängenden  Grössen  vorkommen,  als  x  .     Femer  ist 

A  /^. ^ ^» («)  _  I)  /„\ö^e,  (o) 

F(a)      *   e.  («)»,),  («)-e,(«)«9»,(«)       ^^ 


f(«)_    8  ^  i^e^  (g)  V»>  (tt)  +  e,  («)  Vy,ja)-V 

Vv  W  ö  *  ve,  (a) V^,  («)  -  e,  («)  Vfl^»  (<^)J  * 

da  9,  (a),  (jPsOi)  von  z  unabhängig  sind,  auch  ^t(^)>  ^2  M  ^^^^^  ^    enthalten. 


Also  ist 


yFCa)       y^(4  Ve,(«)  V9t  <«)-»,  («)Vi7(^J 


Da  eben  so     —^^-i^,  =  — M_  i  I  f  ^>i^>VgiM±g- ^'> ^^^  . 
{x-a)F(x)      (,-^«)y^(,)8x    Ve,(x)V9>t(x>-e,(x)V9,(x)>f 

so  ist  E  ,      der  Koeffizient  von     ^-  in    der  Entwicklung  dieser  letzteren   GrOsse, 

d.  h.  es  ist  ^ 

y(x-a)F(x)  (x-a)V»(x)    V».  (x)Vg).  (x)-e3fx)V9>:  wJ        7    ^« 


5g4  ^'®  Aberichen  Funktionell. 

so  dass,  wenn  man  durch  K^^Cx)  den  Koeffizienten  Ton  —  in  der  Entwicklung  tod 

^(x)  nach  fallenden  Potenzen  Ton  x  bezeichnet ,  man  hat  

fU)  r  Öi  W  V*>t  W+ «x  (x)  Vf>,  W 

0  Z  =  IV  .  

so  dass  endlich : 


y  '.+«  '      ■  (x  -  a)  V,  (x) '  V».  (x)  V^TW  -  e.  W V»».  (x)^ 


(I) 


Hierin  besteht  das  AbeTsche  Theorem. 


'(x-«)Vg>(x)   \e,  (x)  Vy,  (1) - 0,  (X) V^^) J 

Vf>(«)  Ve,  («) Vy,  («)  -  e,  («) Vy,  («) J 

worin  C  unabhängig  von  z^ ,  .  .  . ,  x  und  den  Koeffizienten  in  G^  (x) ,  O^  (x) ;  letz- 
tere Grössen  durch  (1)  gegeben  sind,  qp^  (x)  und  (pj  (x)  ganze  Funktionen  Ton  x, 
q>(ii)  =  (jPi  (x)gp2  (x) ,  f{x)  eine  ganze  Funktion  voif  x  ist ,  X| ,  ....  x    die  Wurzeln 

der  Gleichung  G^  (x)'qPt  (x)  =  02  (x)'<jP2(x)  sind,  und  «^ ,  .  .  .,  «  gleich  -|-1  oder 
—  1 ,   je    nachdem   die    Gleichungen  (3)    dies    yerlangen.      Endlich    ist    if;(x)  = 

r    f(i)ex_ 

J  (t^a)Vip(T) 

Man  wird  beachten,  dass  in  dem  Satze  (I)  ron  z  nichts  mehr  vorkommt,  so  flass 
also  diese  Grösse  weiter  nicht  zu  beachten  ist.  Femer  ist  klar,  dass  in  ß^  (z), 
©2  (x)  einer  der  m-|-n-|-2  Torkommenden  Koeffizienten  =1  gesetzt  werden  kann, 
ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun,  da  man  in  den  vorkommenden  Quotienten 
ja  durch  einen  Koeffizienten  dividiren  kann.  Endlich  haben  wir  die  Grössen  x^ ,  . . 
- . . ,  X   sämmtlich  ungleich  vorausgesetzt.  Allein  auf  der  zweiten  Seite  der  Gleichung 

(I)  kommt  von  diesen  Nichts  vor ;  denkt  man  sich  also ,  e»  seyen  zwei  oder  mehrere 
derselben  nahezu  gleich,  so  bleibt  die  zweit«  Seite  ungeändert,  so  dass,  wenn  meh- 
rere gleich  sind,  immerhin  die  Gleichung  (I)  gelten  wird.  Aus  (3)  folg^  dass  dann 
auch  die  e  gleich  sind ,  so  dass  wenn : 

e.(x)'9>,(x)-e,(x)'^,w=A(x-x,r(x-x,r...(x-xr'     w 

auch  ™i«iV'(xi)+m8e,^(x,)-|- .  .  . -|-m  e  V' (x)  = 


r  r 


K. 


f  (x)  __  ,  /-e.  (x)Vy.  (x)  +  e,  («)  Vy.  (x)-\ 

(X  -  o)  Vf,  (x)  K0,  (x) Vv,  (i)  -  e,  (x) Vv,  (I) J 


V9(o)  Ve.(«)V*..(a)-e.(«)VM5J 

2)  Enthält  die  Grosse  f(x)  den  Faktor  x  — o,  ist  also  f(x)=(x  — a)F(x),  so 
wird  f  («)=  0,  also  erhält  man  aus  (II) : 

'"i»t«'(xi)+"»»i*(x«)+ •  •  • +«n  »  *(«)  = 

^    F^,  re.(x)VMg+e,(x)V^^^  • 

V^(x)  ve,(x)V^,(x)-e,(x)Vy,(x)J^ 

/  \        /•F(x)8x 
worin  if;(x)  =  /  -~t.:=-  .  sonst  aber  dieselben  Zeichen  auch  dieselbe  Bedeutung  wie 

J  V»>W 
in  (II)  haben. 

Ist  femer  f  (x)'  von  niedererem  Grade  als  <p(x),  so  ist  in  (II)  das  erste  Glied 
der  zweiten  Seite  Null ,  da  dann  die  doTt\|^e  Gt&%%«  \i<&Qh%tAiic^  mit  -^    anf&ngt ,    so 
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dass  alsdann  nur  das  Cebrige  stehen  bleibt.     Wäre  dann  zugleich  wieder  f(x)  = 

(x  —  a)  F(x) ,  so  fiele  auch  noch  das  zweite  Glied  weg,  so  dais  nur  C  stehen  bliebe. 

Dass  man  durch  mehrmalige  Differentiation  nach  (a)  in  den  Theoremen  (I)  etc. 

Integrale  von  der  Form  / —  auf  der  ersten  Seite  erhalten  kann,  ist  klar. 

^(x  -a)  Vv« 

3)  Wir  haben  im  Seitherigen  rorausgesetzt ,  man  kenne  die  Koeffizienten  a^» 
.  .  .,  c  »die,  wenn  einer  =:!  gi»setzt  wird,  noch  ihrer  m-)-n^-l  sind,  und  be- 
stimme dann  X| ,  .  .  . ,  x  .  Man  kann  nun  aber  auch  umgekehrt  die  letzteren  Grös- 
sen als  gegeben  ansehen  und  die  ersteu  bestimmen. 

Sey  also  zur  Abkürzung  m4~n4-l  =^t  Qnd  nehmen  wir  rC  (>  an,  so  kann 

man  alle  Grossen  a^,  .  .  .,  c     bestimmen,  wenn  man  q  der  Grössen  x^ ,  . . .,  x    als 

gegeben  ansieht.  Wählt  man  in  (3)  die  Grössen  e  nach  Belieben  gleich  -f"  ^  oder 
—  1 ,  z.  B.  die  {)'  ersten  =-|-l ,  die  (>  —  (>'  folgenden  = —  1 ,  so  hat  man  zur  Be- 
siimmung  Ton  a^,  .  .  . ,  c   : 

«i  (v+i  ^^^^?  =  -  ^«  ^' + i>v^-h7) ^^  ^)  vmT)  =     (6) 

-e,(x^)V^,(x^).  ) 

Was  die  Grössen  x  .  ^,  .  .  . ,  x  anbelangt,  so  sind  sie  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung 

(x— Xi)  .  .  .  (x  — x^) 

deren  Grad  C  1  sejn  muss.  Bestimmt  man  für  diese  Wurzeln  die  Grössen  /  aus 
(3),  so  heisst  die  erste  Seite  in  (I): 

während  die  zweite  natürlich  ungeändert  bleibt. 

4)  AU  Beispiel  hiesn  wählen  wir  0^  (x)  ==  (a« + x*)  x ,  0,  (x)  =  c« ,  f)»  (x)  =  1 ,  »>,  (x)  = 
d-x»)  (l-e»x«),  (e*<l);  die  Grösse  ejx)«f»,(x)-  e,(x)*f»,  (x)  =  (ao4-x»)»x«-Co» 
(1  —  x*)(l  —  e*x*)  enthält  alsdann  nur  gerade  Potenzen  Ton  x,  so  dass  sie  die  Form  (x*— x^*) 
(x* — X,  *)  (x*  —  X,  *)  annimmt.  Setzt  man  x« ,  x^  als  gegeben ,  und  zwischen  0  und  1  liegend 
Toraos ;  setzt  weiter  in  (7)  den  Nenner  Tom  rierten  Grade  =(x —  xj  (x-j-  x^)  (x — x,)  (x+x,) 
▼oraos,  so  ist  diese  Gleichang  vom  zweiten  Grade  und  hat  die  Wurzeln  -{-x,  und  — x,.  Da 
ausserdem  aus  (ao-t-x»)*x*-- Co"(l—x»)(l  —  e»x»)  =  (x»  —  x,*)(x*  —  Xj»)(x*-x,»)  folgt 
(XiX,x,)*  =  Co*,  so  ist  x^  X,  X,  —  +  Co»  wo  das  Zeichen  so  gewählt  werde,  dass  x,  positiT  sey. 
Wir  wollen  weiter  annehmen,  dass  zu  +X|  und  x,  die  Grösse  a  =  —  1,  zu  — Xj  und  — z,  die 
-t~l  gehöre,  so  ist 

(•,+j:.»)x.  +  cV»(i.")  =  0.  (a,+x,')x,+c  V^^)  =  0,  ,(x)  =  (l-x')(l-e'x'). 

wotaai  

^     x,*V9M-^*V'^) _      «.1.  Vy(x,)»(».)+x.'+x.'-x>'».'(l+«') 


«0  = 


x,i,»-x.i.» x,Wfa')+x,Vy(x.) 


iM.  hi«n>Mh  e.>0,  .0  ist  x.  =  -^  =  '.V^M+'.VvM   ^,,  ^^^  ^^^  ^,h,„ 

Xi  X|  1      e  x^  X» 

0  Bod  1  TonoMg^Metxt ;  denrntkch  iaisen  sich  zwei  Winkel  9>i »  ^i  »■nVadMS^^  "Q»^  -^  '^^iäb^- 
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nen,  lo  das«  sin^i  =  ^i  •  9\nq>^  =  z, ;  alsdann  iit  z,  = 


— e*iin*9|  «in'^j 
daraas  folgt  leicht 


_    j      /^cosyi  cogyi— hinyiSiny^V^Cl   -  e'sin'^j)  {l — e*8in*9,)"\* 

V                                 1  —  e*sin*f»j8in*f>|  J 

BO  dats  1  —  Zj'^0  ist;  demnach,  da  Zj  positiT,  liegt  aoch  z,  zwischen  0  und  1.    Setzt  man 
also  z,  =  sin  9>, ,  so  Ist      

sin9iC0S9)2\/l  —  e*Rin*9,  +  sin^,  cose>i  \i — e'sin*Vt  ,, 

sin  q>i  = -.  —-= r-s »  (») 

1  —  e'sin'ipi  Bra'9)i ,         ^ 

/^ooB9>f  co8  9>2  — sin^isinf»!  VO — e*8in*Vi)(l  —  e*Rln*^,)"\* 
cos  f»8  =  | i t-r-i r-| : —  I  • 

Was  nun  «,  (das  zu  z,),  a%  ^da«  zu  —  z,  gehört)  anbelangt,  so  ist  ans  (3) : 

(ao  +  Xj*)z^=j,CoVv(z,),  — (ao+x,*)z,  =  e'jCo  V*>(**).  »I»«  «'»  =  —  »»• 
Da  Zj,  Co  V^fl?  (z, )  positiT  sind,  so  ist  «,  =  -f"  1 »  wenn  a^+z, *>0,  gleich  —  1 ,  wenn 
«o-H»8*<0.     Aber 

ao+Xa'=„       V\     t.t  ((l+e»Xi'x,«)ViTxTM^J~«iX>[a--e*z,')(l--e^»«'> 
V  i  -^  e  Zj   Zj  y    T 

+  e'(l-x,')(l-x,«>]}. 
80  das«  es  sieh  bloss  nm  das  Zeichen  der  eingeklammerten  Grosse  handelt     Dieselbe  iit  aber 

(l4-e*siu'vt  8iii*»>,)co8g)i  cosg),  V^{1  —  e^sio'^i)  (1  — e*«in*^,) 
—  Mng)j  sin92[(l  —  e^sin'vj)  (1  —  e*sin'g),)  +  e*co8*9i  cos*^,]  =  (l-4-e*«in*^i  sin'^j) 

[cosy,  cos  V,—  sin^Pj  sin  g),V(l  —  e*sin«»»"ja  —  e^sin'VT)]  V(l  —•'«»»' f>i)0—e»sin  Vi  > 
-|-e*sin'94sin*^  (1  — e'sin'^|)(l  —  e^sin'^j)  —  e'sinf»!  siniP^eos'^i  cos'f»^ 

.       =  (1  +e»Mn»v,  8in»yt)V(n-e*8in»y,)(l--e»8in»y,)reosf>,  coi««», 

— sin^i  sin^pj  \/(l  —  e'sln'^^)  (1  — e'sin'^i)! 


«t^e^sin^isinf»,  fsln f»|  sin 9, '\/(l  r—  e* «in*f»i) ( l  —  e'sin' f»,) 

-|-C0S9i  cosq>^]  [sin^t^inf^sV^l^  —  e*sin*f»^)(l  —  e*8in'^,)-*cotyi  eos^,] 

=  [(\  -f  e*8in»y,  8in*f>,)  V(1— e»8in»9)t)(l  —  e»sin*f>,) 

—  e'sin'f»,^  sin'f),  V^(l — e'sin*yi)(l  —  o*sin'fl9j)  —  e'sinjgsisiofp^cosf»!  eosiPi] 

[cos 9^  cos ?P,  —  sin g>^  sin ?p j  \/(l  — e'8in^9)|)  (1  —  e*sin*9,)]. 
Aber  aus  (a)  folgt  

cos 7.  cos ^.  —  sin^».  sin^i  V'(l — e'siii^9>.)(l — e'sin'f».)  .  ^ 

cos^P,  = ; .-7-^ r-j ,  (a*) 

da  für  kleine  9,  •  9,  auch  9^  klein,  also  cos 9,  ^0,  was  mit  der  zweiten  Seite  wirklich  der 
Fall  ist.     Da  ferner  in  dem  so  eben  erhaltenen  Ausdmck  der  ente  Faktor  = 

V^(l  — e*sin*fl9i)  (I  — e*sin*?Pj)  —  e's^in  f>^^  cos^^  sin  ^j  cor??, 
und  dieser  immer  positiT  ist,  *    su  hat  also  a^-p^s'  dasselbe  Zeichen,  wie  oosf»] ,  beitimiBt 
auK  (a'),  wo  wir  9,  von  0  bis  n  gehen  lassen  wollen.     Ist  also  008^,^0,  80  ist  «j  =  4~1' 
fQr  cof^j  <^0,  ist  e,  =  — I.     Sind  9^,  9,  nahe  an  0,  so  hat  das  Entere,  für  pi,  9%  nahe  an 

r-  dagegen  das  Letztere  Statt. 
2 


•  Denn  [\/(l--e'8in*9i)(l— e*slM'9>,)l'    -  [e*  sin  9^  cos  9i  sin  9i  cos  9,]*   s 
=  (l  — e'sin  Vi  sin  V,)  [(1  — cVin^i)  (1  — e»8in«9i)H-«*0  —  «*)  «nVi  sinVi],  also  po- 
»itir,  voraus  die  Bebanptong  folgt. 
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Setzen  wir  nnn  in  (I)  f(x)  =  z  —  a,  und  beachten  das  in  Nr. 2  Gesagte,  femer  dass  vi(z) 

r_     /  -— : :  =    /  -—-     —.Y=r.  ,  SO  ISt 

y  Vf,ix)  yvi— e'"n**> 

—  ^(^)  +  f'(--Xi)  — '^(Xr)-^-•;'^-x^)-}-'^W— V'(— Xa)=C(coR^,>0), 

—  V>(xi)4-«^(— Xt)  — t^(x,)  +  «^(      X,)  — if;(x3)-|-ifi(— x,)  =  C(co8g),<0). 
Da  das  Erstere  für  Zj  =  x,  =  0  suttfindet  und  dann  auch  x,  =0  ist;  das  Letitere  für  z^ 

.-  X,  =  1 ,  wo  abermals  X;,  =  0:  da  femer  C  Ton  z^,  z,,  x,  unabhAngig.  so  ist  auch : 

—  V'(xi)+i^(0)-hV'(— Xi)  — V'(     0)-v/(xj)-|-ip(0)i-i//(~x,)  — V'C— 0)  +  v^(x,) 

—  VmO)~V'(-x,)  +  i//(-0)=^0, 

^- : :^?r^l^^-^  =  F (?>,  e) .  v (- x)  —  1^ (- 0)  =  -  r  (g).  e) : 
Vl*-e*sin*9 

— 2F(f»»,e)>-2F(v,.e)+2F(»»„e)=0.    F(f),.e)-t-F(v„  e)  =  F(9,.  e),  cos«P3>0. 
Im  andern  Falle  Netst  man  X|  =  Xj  =  1 ,  x,  =  0  und  hat : 

—  ^(x»)-fv»(l)  +  «/'(-xJ-ifi(-I)-...-i^(x,)+./»{0)-i-V'(-x,)  — ^(0)=0, 

n 

y  ^  Vi  — e*8in=v         V2       7 

—  rf-J,  e)  +  F(»>,e): 

2F^|-,e)-2F(f),,e)-f2F(^y,e)-.2F(g)„e)-2F(g)'3,e)  =  0, 
wo  y'j  aas  der  Gleichung  Xg^sin^^'j  bestimmt  ist  (natürlich  g>'^  zwischen  0  und  -—  1.     Aber 

dacosf»3<0,  so  ist  jetxt  V,  =  «— 98  und  F(9'a.e)  =  F(ir  — 9|.  e)  =  /  ^ 

/     y\ — e*8in*9 

0 
9a  0  0 

also  hat  man  wieder  F  (^i,  e)-|-  F  (9>z<  e)  —  F  (93. 0).     Bestimmt  man  demnach  9j  zwischen 

ir 
O  und  n  aus  (aOi  and  liegen  9|,  9,  zwischen  0  und  —  ,  so  ist  immer 

F  (9i ,  e)  +  F  (9,.  e)  =  F  (9,,  e).  (A) 

- -7=.-  :=   /—=?=?=, 

V?W     vA  Vi— e*8in*9 
also  ^(x)-V'(0)  =-^  lF(9,e)-E(9.e)J,  v^(l)-,Kx)  -   -,  [f|^|-  ,  e^-E^^^-,  e) 

—  F  (9,  e)4~  £  (f*  ^)  Y     Da  femer  auf  der  zweiten  Seite  der  Gleichung  (I)  die  erste  GrOsse  = 

»'      .  r(ao-i-x')x+  Co y^^  ^  _2x^  rc«V9(^)    ,  _!_  rcoV»W^ \  1 

V9(x)   V(a„-f  x»)x-CoV^)>'      VWxjL(ao+«*)«"^  3  V(ao+x»)x  )^         A 

2coX     ,    2      Co*9(x) 


-a„  +  x«"^3   x(a«+xV+ • 

so  wird ,  wenn  man  diese  Grosse  nach  fallenden  Potenzen  tod  x  entwickelt ,  der  Koeffizient 

Ton  —  gleich  2  Oq  seyn.     Ganz  in  derselben  Weise ,  wie  oben ,  wird  man  nun  C  eliminiren, 

wobei  man  non  so  beachten  hat ,  dass  für  x^  =  z,  =  0  auch  Cq  =  0 ;  für  x^  =  Zj  ==  I  eben  so 
Co=0,  and  dann  erhalten: 
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Setzt  min  endlich  in  (I)  f  (z)  =  1 ,  beachtet  {.  102,  so  erfaüt  man  für  a^>l : 

«  _,r(*o  +  «^«+CoV(r~-a»)(l--e^^ 

2V(l-«»)(l-e»a«)   V(a«+«')«-c«V(l-«»)(l-.e»aV' 
WM  man  unter  dieser  Form  lassen  kann,  wenn  e'a'^l;fftre'a'<^l  ist  dagegen  die  aweite 

Seite  gleich  

„r  1       "\      «__ _r        CoV(ä«'^l)(l>-e»a«)^ 

^l^'"»--J-V(,»^t)(l-e'a>)""V«=^  (a„  +  ««)^ ) 

XIII.     Integration  der  Differenzeuglelchungen. 

Ist  7  eine  Funktion  Ton  z  (gleich  f(z)),  so  ist  Jj=:{(x'^/1x)  — f  (x)  ,  und 
wenn  ZF(z)=j,  io  muss  7y=F(x)  seyn.  (Vergl.  meine  „G'rondzflge  der  alg. 
AQaljsis**  Seite  78  ft,).  Wir  haben  bereits  in  der  Diflbrenzenrechnüng  die  GrOsse 
SF{x)  näher  betrachtet  und  wollen  hier  noch  Einiges  über  die  Integration  der  Dif- 
ferenzengleichungen zufügen.     Vorher  aber  bemerken  wir  noch ,  dass 

^PQ  =  Q2P — :B  [  JQ  .  S(e+JP)l  (a) 

1)  Sey  die  Gleichung  Jy+Xy-^-X^  =rO  vorgelegt,  worin  X,  X|  Funktionen 
Ton  X  sind  (vergl.  §.  66).  Wir  bemerken  dabei ,  dass  wir  x  als  ein  (positiyes)  Viel- 
&ches  yon  dx  ansehen,  etwa  x=n  /Jx  und  wenn  Z  eine  Funktion  von  x  isi,  durch 
Zf^t  Zi,  .  ,  ,y  Z    die  Werthe  von  Z  bezeichnen,  die  man  erh&lt,  wenn  man  x=0, 

Jx,  2  Jx,  .  .  .,  n^Jx  setzt      Man  setze  nun  y:=:uT,  also  dj=u.  Jy^r  Ju-{- 

^u^v,  so  wird  die  vorgelegte  Gleichung  zu  v(  iu-|-Xu)-|-(u-|-i^u)i^v^-X|=0, 

X 

so  dass,  wenn  man  u  aus   iu+Xu=0  bestimmt,  nothwendiir  .fv  =  —  — rV"  . 

'  *  u4- Ja ' 

v  =  —  £    -Uj~  *®y  wird.     Setzt  man  aber  u  =  e  ,  so  ist  z/u  =  fe    (e        —  1 ), 

also   e"(e^*— 1)  +  Xe'=0,  d.h.  ©^*— l+XrsO,  0^»=  1  — X,  Jz=:  1  (1  — 
X),  z=:2:i  (I— X).     Nun  ist  aber  leicht  ersichtlich ,  dass  2;'l(l  — X)  =  l(l  —  X«) 

+1(1 — X|)+  .  .  .  -|-1(1  —  X^_^),  also  ist  u=:e*=:  [1  — X]*""  ,  wenn  wir  durch 


r 

[1  — X]^   *  das  Produkt  (1  — -XqXI  — X^)  .  .  (1— X  _^)  bezeichnen«    Alsdann  ist 

1: 


u-|-^u  =  [l-— X]    »  und  mithin,  wenn  man  beachtet,  dass  zu  £i(\  —  X)  noch  eine 


*  p 

Grösse  P  zuzufügen  ist*,  die  sich  nicht  ändert,  wenn  x  um  /Ix  sich  ändert,  dass  e 

in  derselben  Lage  ist,  also  eigentlich:  u=:P[l  —  X]"""*,  r=—S ^ Up', 

"  P[l— xf 

Mi8l7=:[l — Xj'^'/'p — Z Hr'^  .    "*»»   «»an   PP'   durch   P   beseichnet 

(»Gniodcflge"  S.  85).     Also  endlich  hat  nuui  aus 

Jy+Xy+X,=0:y  =  [l-X]'"TP-S^i— ■),,  =  n4^  ,(b) 

Als  Anwendung  hievon  wollen  wir  die  Entwicklung  von — ^— ^  bttraebten.     Aus 

8x 
i,  10,  y  ist  leicht  zu  schliessen,  es  sey  für  s  =  arc(sin  =  z) : 


(c) 
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o       I  1.2. ..n       -.     ■•«     «— *  ,   ^     ■— *  1  -1  j  \ 

''  (l-x')~ 

worin  A  ,  B  • .  .  .  noeh  sa  bettimniende  Konstanten  sind.     Man  erfailt  hieraus  durch  Diffe- 

renfciatitHi: 

Ö*"*"*!      1.2...(n+i)  rn  +  1  .      "+^  .   r»+3        .       n         ^  "-'  .  f^+^r   -U 

n+1     uj  V.n+1     ■      n  +  l     ^^J  J 

^     ^    ^   8i            I            8»!           X           8»»      2x»-fl      8»i     6x»+9x 
wodurch.  dagj  = -,    — ,  = -.    —  = — .  = -, 

(1-xV  (l-x*)*  0-x»)'  (1-1*)' 

das  Fortschreitniigigeseti  in  den  Potenaen  Von  x  gerechtfertigt  ist     SeUt  man,  gemlss  <c): 

g'"^*»      1.2.   .(n  +  l)r.  »+«,»         »-'^r       .■-^-U         1 

— rri  = ^    ,  ,- 1  A   .    X      +B  .x      -^C,x      -r«*«l» 

gj*+*  »»-fB  L  «+1  «+i  ■+*  J 

(l-x*)    '" 
so  Bloss  also : 

a-f-l      n-f-l     a 

B        =!L+iB+-?-A, 

n4-5  n  —  2 

B-fl      n-|-l     Bn-|-1     B 

B-f-i      n  +  l     B  '  n  +  1     B 
seya ,  ans  welehen  Gleichongen  A  ,  B zn  ermitteln  sind.     Die  erste  ist  A        =  A  . 

B  B  ■"!"»  ■ 

Setst  man  hier  A   =f(n)  =  y,  Jx^  1.  so  ist  A        =  f(n -f  1)  =  y  +  Jy,   so  dass  diese 

B  ft  f  ^ 

Oteiehimg  ist  y-f-^^y  =  y.  ^ly  =  0,  y  =  P,  wo  P  Ton  n  unabhängig  ist  (d.  h.  sich  nicht  än- 
dert, wenn  n  n  1,  2, .  .  wird).     Für  i»=  1  Td-h.  r-^^  Ut  aber  A,  =  l,  aUo  P=  I ,  und 

A  =1. 

■ 

Seilt  man  nun  in  der  zweiten  Gleichung  (c')  B  =  y ,  B       =y-|- Jy,  so  ist  sie  y+^y 
n+8     ,      n 

3.4....(n+2)r  n         1.2...n+l-\ 

""1.2 n       V.    "^     n+r3.4...(n+3)J 

(n+l)(n+2)r  1.2. n  ^ 

1.2  V"»"*(n+l)..(n-|-~3)J- 

Aber  nach  (a) : 

^ (n  +  1)  . .  (n+3)  =  "  ^  (n  +  1) . .  (n  +  3) -  ^  [^ "  ^  (7+2). .  (n+4)J  " 
_1 n 1  1 ^l n Jl^      1      > 

2  (n4-l)(n-f2)'*"2       (n-|-2)  (n+3) ""        2  (n+l)(n4-2)      2   n+2~ 

_-L         2n+l 
2  (n+I)(n+2)* 
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n  1.2  V  (n-j-1)  {n  +  2)^ 

und  da  für  n  =  1 ,  B  =0,  so  imiss  V  —  -jr  sexn,  to  dass  B  ~  — ^r^^— ^    jtt — ,  ,w    i  »^ 

n    .  2      '  n  1.2  2(n4-l)(u-|-2) 

=  — . —  -— —  ist.     Setzt  man  jetxt  wieder  in  der  dritten  Gleicbnng  (c') :  C  =Y,8oistC 

=  y-|-^y  und  man  hat: 

.  4  n  — 2     1    n(n— 1)      ^ 

^^-^^^"^+1-2   "1.2'    =^' 

L       "+lJo 
^  (n4-l)...(n  +  4)  rp   .    „  1_    1»2..4  n(n^  1)  (u ->2)-\ 
1.2. .4  V.    "^      2  •     1.2     (u-[-l)..(n4-5)/* 

__       _   ,       .-     -      .....        «,"(" — !).•("  —  2)  1       n(n — l)..(n — 3) 

Nun  findet  sich  aber  leicht,  dass  1  /  .   ,/ — ] — ---{  =s  r-rr-r  ^     .    .,   — 7 — r^, ,  m 

(n  +  1)...  (n  +  5)      2.2.4  (n+i)-  •  •  {^+^) 

'  da.«8 ,  da  für  n  =  1  :  C  =  0 : 

_(n  +  l)..(n+4)     1_    1.2. .4       n...(n— 8)        _Jl 1 .3  n(n— l)(n— 2)(n-3) 

«""  i''.4  '2'     1.2     '(n+l)..(n-|-4)'2  2.4-2.4  1.2.3.4 

Femer  ist  dann  für  D  =  y : 

,  6  n— 4    1.3  n(n— l)..(n  — 3)      _ 

ijy r-— -y T~i'ii~i' i — A —  ^* 

n-j-l         n-|-i   2.4  1..4 

L       «4-1  L     i        '  2.4     n  +  l  1..4  _.  ß 

•       _  (n  +  l)...(n+6)  f  p  .    1.3  «  Ij^j^  n(n- 1). .  (n— 4)-w 
1.2. .6        'V.    "^2."4       1.2..4   (n-+-l)   ..(n-fT)  J* 
Aber  man  hat  allgemein 

n(n~l)...(n— 2r) 1  n(n— 1)  . .  .(n~-2r— 1) 

(n  +  1) (n+2r+3)'"4(r+l)»-(n  +  l) (n+2r+2)' 

^        1.3.5  'n(n— l)...(n  — 6) 

''^  ^.=27476- — r27r:6 — •• 

*  Eben  so  für  £  =  y : 

8       ^         n  — 6    1.3.5  n(n— l).".(n— 5)      ^- 

V /Iv ^^ — ■■ — O 

^      n  +  1^      n+r2.4.6  K..e  ~    ' 

(n+l)..(n  +  8)  r  1.3.5      1.2...  e    n(n— 1).  ■  .(n--6A 

1...8  L    "^2.4.6        1...6    •(nH-l)....(n  +  9)  J' 


(d) 


y  = 


^  u  «.        1.3.5.7    n(n~>l)...(n-7)  . 

^'^-  ^ii  =  2i:.^8-  1.2.. ..8         ^^^^'^^^^' 

e        arc (sin  =^  x)  1 . 2 . . .  n     r   n        1  n(n— 1)   b-2      1 .3n(n-  l)(n— 2)(n--3)  a-* 

«4-i  "  «j?t*L*^2      1.2     *       "^2.4  1.2.3.4  * 

.    1.3.5   n(n  — l)..(n  — 5)   »-«  ,  "1 

"^2.4.6-  1....6  *       i--J» 

bis  die  Reibe  Ton  selbst  schliesst. 

2)  Legen  wir  uns  die  allgemeinere  Gleichung 
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Tor,  so  kann  man  leicht  zeigen,  dass  wenn  Ji , .  .  .t  y    als  bekannte  Funktionen  ron 

X  ihr  genügen,  auch  die  Grösse  Ciy^  +  Cj^j-f",  .-f-C  y   derselben  genügt,  wenn 

/iCt ,  .  .  .,  ^iC    sämmtlich  Null  sind. 

Denken  wir  uns  nun ,  die  GrOssen  P  in  (e)  seyen  sämmtlich  konstant  nach  x, 
man  habe  also  die  Gleichung 

zi*y  +  ai  J*"'V+ -h»     ^-4y+a  y  =  0,  (f) 

so  setze  man  y=^m  ,  also  dy=^m    '      — m  :=ra    (m      —  1), ,    ^  y  = 

m    (m      — I)  ,  und  erhält,  wenn  man  diese  Werthe  in  (f)  einsetzt,  dabei  den  ge- 
meinschaftlichen Faktor  m    sofort  weglässt: 

(m^*-l)"+a,  (m^^-1)""*-^  .  .  .  -^-  a      ^  (m^*-l)+a  =0  (f.) 

welche  Gleichung  für  m      ,  also  auch  fiir  m,  im  Allgemeinen  n  Werthe  liefern  wird. 
Sind  diese  ro|,  .  .  . ,  m  ,  so  genügt  der  (f ) : 

y  =  Ci  fflj  +  C,  m,  -)-...+  C  m  .  (f,) 

II        B 

Wftre  m2  =ro| ,  so  (ftnde  man,  wie  in  §.  75 ,  dass  statt  der  zwei  ersten  Glieder 

in  (f)  zu  setzen  ist:  C^  mi*+C,xmi*""  ;  für  mi=m2  =  mj  statt  der  drei  ersten:^ 

Ci««!  +C,xmi  ~  -f-Cix(x—l)m|*~  ,  U.S.W. 

Die  Gleichung  (f )  kann  auch  anders  geschrieben  werden.     Bezeichnet  man  durch  y^, 

y     1  Jx »  •  •  • »  y»-!-  Ax  ^**  Werthe  Ton  y,  wenn  man  darin  z,  z+ Jz,  . . .,  x,-(-o ^z  für  z 

»etzt,soUt(„Gnindzüge- S.31):  j'y=y    ,     .    — t  y    ,,       ia>i   +•     •  •  •  ±7  •  *«» 

z+rJz       1     z-f-l' — l)^z  z 

dass  die  (f )  die  Form 

annimmt.    Die  (f^)  wird  jetzt : 

ii.°^'+b.m^°~'^''*+ ••••+»>       m^  +  b  =0  (f.) 

und  liefert  die  n  Werthe  tod  m      ,  d.  h.  Ton  m. 

Sey  femer  f  (x)  eine  bekannte  Funktion  tou  x,  und,  wenn  man  die  so  eben  ge- 
brauchte Bezeichnung  beibehält,  die  Gleichung 

..  .+a       f(z+r^z)fz  +  r— l^x)...f(x+r  — n+2zlz)y    ,    , 

B— 1  Z-p^Z 

+  a  f(x+rziz)...f(z  +  r^+l^x)y   =-0  (g) 

B  X 


vorgelegt.      Man  setze  hier  y  =  m*f(x-|-r  —  n^ix)f(x4">^ — n  —  I  Jx) 

f(x  +  r — n —  X  -j-l^ix),  wo  wir  x  als  ein  Vielfaches  von  dx  auffassen,  so  ist, 

li 
wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Faktor  weglässt :  ^ 

n^z  i  (n — l)^x  •  i_^  ^*i^-__A  /„\ 

m       +aim^        '      +  .  .  . +a      m     +a  =0,  (gj 

n — 1  B 

woraus  wieder  n  Werthe  von  m  folgen.     Alsdann  ist 


•  N*niüchf(z+rJz)(f(z  +  r-lJz)...f(x+t— n- Xj--\  Al.^Tl^ 

ilx 
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y  =  (Cjiiii  +C,m,  +..+C   m  )f(x+r— n^x)f(x+r  — n  — 1  ^i)  .  .  . 

B        II 

f(i+r+n-_i_-hl^x) 


d.h.      y  =  (C.  m.   +C,ni,  +..-4-C    m  )f(x+r-— n^x)f(x+ r— 1\+ I  zix)  . . . 

B        B 

f(r— n-flJx).  (g,) 

wo  z  als  Vielfaches  von  Jx  aufgefistöst  ist. 

Man  habe  endlich  die  Differeuzengleichung 

Xo^y+X,j'""S  +  ...+X  _^zij+X  y:=0,  (h) 

■— 1  B 

worin  Xo  =  ao  +  boX+Cox(x— l)+dox(x— l)(x  — 2)+  .  .  ., 

Xi=a»+b,x+c,x(x-l)-fd,x(x~l)(x-2)+..., 

X  =a  +b  x+c  x(x~l)+d  x(x-l)(x— 2)+ 

B         B         a  B  a  -4 

und  Bq,  .  .  .,  a^,  .  .  .  konstante  Koeffizienten  sind.     Man  setze  y  =  /  u  rd  u,    wo 

•^  a 
f^,  ß  von  u  und  z  unabhängig. seyn  sollen,  und  y  eine  von  z  unabhängige  Funktion 
▼on  u  ist.     Alsdann  hat  man 

so  dass,  wenn  man  in  (h)  einsetzt,  man  erhält: 


worin 


T[Mu*+Nxn*+Px(x— l)n*+  .  .  .  ]  8a  =  0,  &') 

a 


B  n— 1  a — S  ff 

N  =  b  +b      (u^'-l)+b       (u^*-l)*+  .  .  +bc»(u-^'-l)".  ]  (h") 

B  B-^1  B— 2  i 

P  =  c+c      (u^'-l)+c     .(o^-l)'+..+c,(u^*-l)'.  I 

a         a— 1  a— 1 

Setzt  man  zur  Abkürzung  u*==  z,  so  ist  z  u*  =  u  -— ,  x  (x  —  1)  u*=u'  t— j, . 
. . ,  so  dass  die  (h')  ist 


/. 


t(Me+Nu  ^+Pn«J-~  +  .  .  .)  8u  =  0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich,  der  Zerföllung  in  §.  85  gemäss,  auch  in  folgender 
Weise  schreiben : 

/'l'^'-fn  <^"^+  8^^"''>  -•••]»» 
■  j-       +[pn.,-l(Q.'v)+ K( 


a 


worin  die  Anhängung  der  Zeiger  «,/?,  die  durch  die  Gleichung  üj^  =  ü^_.^ — ü^_.^ 

angegebene  Bedeutung  haben  soll. 

Bestimmt  man  hier  t  aus  der  DUferenUalgleichung 
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MT-i-(N„T)+^.(Pn»T)-....=rO.  (i) 

SO  gibt  dann,  wenn  man  den  Werth  von  ▼  in  den  zweiten  llleil  von  (i)  einsetzt, 
diese  Gleichung  die  Werthe  von  a  und  (i. 

3)  Kann  man  die  Gleichung  (e)  integriren  uAd  erhält  als  allgemeines  Integral 

so  kann  man  auch  die  Gleichung 


■   o 


P    ^y  +  P.    y      y+...+P.Jy+P.y  =  Q.  (k) 

worin  Q  eine  Funktion  von  x  iüt,   integriren  (§.80).     Bestimmt  man  n&mlich  aus 
den  Gleichungen 

(y,+Jy,)JX.-|-(y,  +  ^<y,)/iX,+  .  .  .  +(y^  +  JyJJX^:=0 

^(7^+Jj,)JX,+J(y,+Jj,)JXt+..  .  +/l(y  +^y  )/*X  =0. 

•:  :        _  (k) 

^    *(y.  f/<y,)-4X.H-J^*(y,+Jy,)JX,  +  ...  +  j'   *(y+Ay)dX=0. 

■  n  II 

/«•"V. -l-^y.)'4X,+j'"Vy.  +  Jy,)-!<X,+...  +  y"Vy  +Jy)JX  =Q 

B  B  B 

die  GrOsRe  X, X  ,  so  gonQgt  der  (k): 

y  =  (X.  +'0.)  y,  +  (X,+  C,)  y.  + .   .  +  (X  +  C  )  y  .  (k") 

B  B         B 

Zwei  Beispiele  mögen  als  Anwendung  dienen'. 

4)  Will  maa  den  Brach  , — .  »,   ,  in  eine  Reihe  Ton  der  Form  Ao  +  A,  x  + A,x*-|- 

1  — 2x-|-7x*  will»       I 

.  .  .  entwickeln,  so  hat  man  (MGrundsüge""  S.  74):  7A  — 2A   .    -4-  A   ,    =0,  wie  man  auch 

B  B-f-i  B-fl 

leicht  direkt  findet,  wobei  aber  n  -C  2  seyn  mnss.     Ist  in  Nr.  2  das  dortige  z  =  n.   iiz  =  1, 
n  =  2  ond  man  setzt  y  =  A  ,  ro  ist  die  Gleichung  (f ) '  y   .    —  2  y       4~  7y   =-  0,  wAhrend 

B  B-f"2  B-^-1  B 

die  (f  i)  gibt : 

m»— 2m  +  7  =  0.  m=l±il/6,y  =  C,  (l  +  i  i/6)°-|-C,0  —  i  i/6)". 

Aber  l  +  iV6  =  V7  (coso  +  isina).  wocoi«=  — -.  sin«  =\/  — mithin (1  ±i  1/6)* 

=  (\/7)  (cos n a  +  i sin a) ,  »o  dsss  man,  haben  wir: 

y=  (|/7)"[EiCOsna-|-K,8inna]  d.h.  A  =  (V7)"(Ei  c<.sna  +  E, sinno). 

B 

FOr  n  =  0,  1  ist  Ao=5,  A|=  13,  also  hat  man: 

(|/7)"(Kco80+EiiinO)  =  5,  (1/7)'(E,C08«-|-E,«ina)  =  13, 

g 

woraus :  E^  =  5,  E,  =  t-^  ,  und  endlich 

Vo 

6co8na+— gSinnaJ,  coso=  — ,  sina  =  Y/ y'- 
Sey  zweitens  (a+x)  Jy+ay  =0,  Jy  =  1,  so  ist  in  (h):  aA=a,  bo  =  b,  a,  =  a;    M  = 

a(n— l)  +  a  =  att,  N=n— 1;  die(i'):  -    ^-    = ; .    l  W  -  I  (u  -  1) 

T    8u  u(o-— l> 

~I[u(u-l)]+C, 

,^(-::}l J^^^    [(u-i)V/=o,  «  =  o.  ^=1,     . 

u  (n  — 2)  u  a 

also  genfigt  der  Gleichung : 
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J  M  J  r{x  +  a) 

0      •  0 

d.  b.     y  ^  ^,    V    ^ ,  wobei  aber  x  und  a  positiv  »eyn  müssen. 
^      r(x+a)  ^ 

XIV. 

Eine  Fnnktion  der  Ver&nderiichen  x,  y,  z,  ...  heisst  homogen  des  Grades  n,  wenn,  indem 

n 
man  für  x.  y,  z, . . .  setzt  ax,  ay,  az, . . .   der  Faktur  a    in  allen  Gliedern  erscheint  und  aosser 

demselben  kein  a  mehr  vorkommt.    So  ist  5x'y'-f'^x'y'~i~  ^'^  ^^^  homogene  Fnnktion  von 

z  und  y  vom  Grade  5. 

Scy  also  f  (x,  y,  z, . . .)  eine  homogene  Funktion  vom  Grade  n ,  so  ist  hlemaeh 

n 
f(ftx.  «y,  az,  .  .  .)  =a  f(x,  y,  z,  .  .  .), 

woraus,  wenn  man  az«  ay,  az,  .  .  .  durch  z',  y\  %\  f(az»  «y,  .  .  .)  durch  f  bezeichnet: 

er  8x'      Öf  8y'  ^  8f  8z»  «-i^^ 

8~z'8^+8y'8«^8T  8^+--=°"        Ux^y.z,...). 

8x'  8y' 

Aber     ■  -  — x,  -— =  y,   ...»  so  dass,   wenn  man  a=:l  setzt,  wo  f  in  f  Obergeht, 
0  a  oa 

man  hat : 

8f  ,      8f   ,      8f  ,.  .  ,  . 

x^-+y^+3Bjr;-h  .  •  .  =nf(x,  y,  z,  .  .  .).  (a) 

oz         oy         0  z 

Aus  der  Gleichung  (a)  folgt,  dass  z  ^— -hTö — h'^ h«  •  •  •  abermals  eine  homogene 

c  z         8  y         8  s 

Funktion  von  z.  y,  z, .  .  .  des  Grades  n  ist ,  so  dass  derselbe  Satz  nochmals  auf  sie  Anwendung 
findet.     Heisst  also  die  erste  Seite  von  (a)  F ,  so  ist 

8F  ,      8F  ,     8F  , 
o  z         o  y         c  z 

^^'      ^8^  +  y8"y  +  '8^+--+^  8— *  +  2*y8ij;  +  ^- 87^  •••""•''  ^**^**-'^' 
d.  h.  wenn  man  (a)  beachtet : 

^8-r«+^^^8-i-87  +  y    8T*  +  2"8irz+2>''878-z+'   8-P+--- 

=  n(n  —  l)f(z,y,  E,  .  .  .), 
was  man  auch  durch 

darstellen  kann. 

Es  ist  hieraus  leicht  zu  schlies'sen ,  das« 


(888  ^"A 

*e'z"^^8ry''"'8z"^'"J    ^(*»y'««-)="("~^)-(»  — ™+^)f<*'^'^•••^ 
Durch  Differentiation  der  Gleichung  (a)  nach  z,  y,  z, . .  .  erhalt  man : 
8»f,       8«f  _,       8'f     ,  ,        ,,8f 


(b) 


8z*  ^'bxöy  '     8z8z  '   •"      '         '8z' 
8*f     ,     8*f  ,       8*f     ,  .        ,.  8f 

"87Fz+y8T*+^ö7ö^"^---==^"""'^8-y' 


XV.     Elemente  der  Theorie  der  Determinanten  mit  hieher  gehörenden 

Anwendungen. 

])    Hat  man  das  System  ron  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  n  Unbe- 
kattDteo : 
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a      x4"*     x+a      x+..a     x— c,\ 

1.1    1     '       1,2   2    '       1.3    S  1,11    n  1       J 

a     x-ia      xi-a     xr--*     x=c,f, 

2,1    1  2,2    2  2,8   3  2,n    n  «  (1)  , 

a     x+Ä     x-|a     x-l-.-.a     x=c,i 

n.l    1  n,2   2  n.3   3  n,ii   a  a      f 

WO  also  a      den  s**"  Koeffizienten  in  der  r*'"  Gleichung  bezeichnet ,   und  löst  dieses 

System  auf,  so  haben  die  Werthc  von  Z|,  .  .  .,  x    alle  denselben  Nenner,  welcher 

die  Determinante  des  Systems  der  Koefißzient^'n  in  (1)  genannt  wird.  Dieselbe 
wird  nach  folgender  Regel  gebildet:  „Man  bilde  aus  den  Elementen  1,2,...,  n  alle 
möglichen  Versetzungen  ohne  Wiederholungen,  und  betrachte  jede  Gruppe  als  erste 
Zeiger  an  die  a,  denen  man  dann  als  zweite  Zeiger  der  Ordnung  nach  1,2,  . . .,  n 
zuschreibt.  Diese  Koeffizienten  geben  eines  der  1 .2.3... n  Produkte,  aus  denen 
die  Determinante  besteht,  und  es  hat  dasselbe  das  Vorzeichen  -^  oder  — ,  je  nach- 
dem in  der  Gruppe  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  höherer  Elemente  yor  niede- 
rem steht.** 

So  für  4  Gleichungen  hätte  man  die  Versetzungen  Ton  1 ,  2 ,  3 ,  4  zu  bilden, 
welche  sind:  1234,  1243,  1324,  1342,  1423,  1432,  2134.  2143,  2314,  2341,  2413, 
2431,  3124,  3142,  3214,  3241,  341.2,  3421,  4123,  4132,  4213,  4231,  4312,  4321. 

Nach  der  angegebenen  Regel  haben  das  ^  Zeichen  die  1.,  4.,  5.,  8.,  9.,  12., 
13.,  16.,  17.,  zu.,  21.,  24.  *  Gruppe.     Desshalb  ist  die  Determinanto : 
a     a     a     a     — a     a     a     n      — a     a     a     a     +a     a     a     a     +a     a     a     a     — 

1,1    2.2   3.3   4.4         1,1    2,2   4.3   8,4         1,1    3,2   2.3   4,4         1,1    3.2   4.3   2,4         1,1    4^2   2,3   S,4 

a     a     a     a     — a     a     a     a     -4~a     a     a     a     -^^     aaa— aaaa      — 

1,1    4,2   8,8   2,4         2,1    1,2   3,3   4,4         2,1    1,2   4,3   3,4         2,1    3.2    1,8   4,4         2,1    8.2   4,8    1.4 

aaaa     -4-a     aaa     -ha     aaa     — a     aaa     — ^a     a     a     a      -4- 

2.1    4.3    1.3   3,4         2,1    4,2   3,3    1,4   '     8,1    1,2   2.3   4,4        8.1    1,8   4,8   2.4        3,1    2.2    1,8   4,4    ' 

aaaa     -l-a     aaa     — a     aaa     — a     aaa     -l-a     a     a     a     -|- 

3.  I    2.2   4.3   1,4         3,1    4.2    1,3   2,4         3.1    4, 2   2. 3    1,4         4.1    1,2   2.3   3.4         4.1    1,2   8,8   2.4    ' 

aaaa     — a     aaa     — a     aaa     4-a     aaa. 

4.1    2,2    1,3   3.4        4,1    2.2   3  8    1.4         1,1    8.2   1,8   2.4  '      4,1    3.2   2.3    1.4 

Man  pflegt  allgemein  die  I3etiTminant<'  des  Systems  (1)  durch 

a     «  a     .  a     ,  .  .  .  a 

1,1       1,2      1.8  l.B 

a     «a     ta     »... a 

2,1       2,2      2,8  2,n  (£) 

a     ,a     «a     «.**•& 

n,  1       11,2      n.S  n,n 

zu  bezeichnen,  welchen  Ausdruck  wir  auch  häufig  durch  A    bezeichnen  werden,  um 

in  Druck  und  Schrift  uns  kürzer  fassen  zu  können.     Zuweilen  bezeichnet -man  A 

a 

auch  durch  2^(ia      -a       .  .  .  a     )      Es  kann  hier  nicht  unsere  Aufgabe  seyn ,   die 

ganze  Theorie  dieser  Gattung  von  Grössen  darzustellen , .  yielraehr  wollen  wir  nur 
einige  Anwendungen  davon  auf  den  Gegenstand  dieses  Werkes  machen  und  zu  dem 
Ende  nur  diejenigen  Sätze  aus  der  Theorie  nachweisen ,  die  uns  gerade  nothwcndig 
sind. 

2)  Zwei  Gruppen  der  Determinante,  die  nur  dadurch  verschieden  sind,  dass  zwei 
erste  Zeiger  ihre  Plätze  getauscht  haben,  sonst  Alles  gleich  ist,  haben  reischiede- 
nes  Zeichen.     So  haben  oben  die  Gruppen  a.  ,  a.  .  a,  ,  a^  ,  und  a.  ^  a^  .  a^  •  &•  ^ 

^^  2,1     8,2     1,8     4.4  2,1     4.2     1.8     8.4 

verschiedenes  Zeichen  ('4~  und  — ). 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen ,  wollen  wir  zwei  Gruppen : 


*  So  X.B.  dieGnippe2431,  weil2  vor  l,4voTd,4bvoT\,^^m\i!ui^Xi« 
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•,1    «',2  ».  p  •.  p'  ▼,« 

betrachten ,  in  denen  ausser  der  Vertauschung  von  r  gegen  s  Alles  gleich  ist.  Da 
es  hier  auf  die  zweiten  Zeiger  nicht  ankommt,  so  wollen  wir  diese  Gruppen  so  dar- 
stellen : 

(a)=-  .1-  .  r  .  -IL  -  •  .  -lU.  .  -  ;  (a')  =  -  .  -I'  -  -  •  .  -U'.  -  t  -  .IH'-  .  -, 

wo  wir  durch  I,  II,  III  und  eben  so  durch  I',  II\  Iir  die  zwischen  liegenden  Ele- 
mente bezeichnen.  I  und  I^  haben  ganz  dieselben  Elemente  u.  s.  w. ;  zugleich  sev 
etwas^r.  Wir  wollen  ferner  sagen,  ein  höheres  Element  vor  einem  niederem 
gebe  eine  Vorsetzung,  und  es  g^eben  nun  in  (a)  und  (a')«  wenn  man  r  und  s  sich 
wegdenkt ,  alle  Elemente  a  Vorsetzungen ;  femer  gebe  in  (a)  I  gegen  r  :  /3 ,  gegen 
s  :  ß\  U  gegen  s  :  7,  r  gegen  II  :.d,  r  gegen  III  :  Ö\  s  gegen  III :  e  VoTsetzung^en ; 
alsdann  gibt  in  (a')  auch  V  gegen  riß,  V  gegen  8  :  ß\  s  gegen  III'  :  e,  r  gegen 
Iir  :  ö*  Vorsetzungen.  Sind  weiter  in  II,  also  auch  H',  im  Ganzen  e  Elemente,  so 
sind  davon  d  kleiner  als  r  und  y  grösser  als  s,  so  dass  e  —  Ö  grösser  als  r,  e — / 
kleiner  als  s  sind.  In  (a')  wird  somit  s  gegen  IV  geben  e*— /,  II'  gegen  r  aber 
e  —  d  Vorsetzungen ;  endlich  gibt  s  gegen  r  in  (aO  noch  eine  Vorsetzung.  Darau« 
nun  folgt,  dass  die  Anzahl  aller  Vorsetzung^en  ist 

in(a):    «+|»4.^+y+5+6'+e=  k,  • 

iii(a'):  o+iJ+,^-[-6'+»H-e— y+e-6+l  =  k  +  2(e  — y  — ö)+l. 

so  dass  die  Differenz  beider  ungerade  ist.  Ist  also  in  der  einen  Gruppe  die  Anzahl 
der  Vorsetzungen  gerade,  so  ist  sie  in  der  andern  ungerade,  und  umgekehrt.  Damit 
ist  dann  unsere  Behauptung  bewiesen. 

Daraus  folgt  dann  auch,  dass  es  in  A    eben  so  viele  Gruppen  mit  dem  ^  Zei- 

eben,  als  mit  dem  entgegengesetzten,  geben  muss. 

3)  Da  man  die  Versetzungen  der  Elemente  1 ,  2,  .  .  . ,  n  aus  der  Gruppe  1 2 . .  n 
nach  einander  dadurch  bilden  kann,  dass  man  allemal  nur  zwei  Elemente  gegen- 
seitig tauscht ,  dadurch  aber  jedesmal  das  Zeichen  —  der  Regel  gemäss  —  geändert 
wird ,  so  kann  man  auch  sagen,  es  habe  eine  Gruppe  das  -|-  oder  —  Zeichen  ,  jo 
nachdem  die  Anordnung  der  ersten  Zeiger  aus  12..n  durch  eine  gerade  oder  unge- 
rade Anzahl  gegenseitiger  VertauschuAgen  je  zweier  Elemente  hervorgebracht  wer- 
den kann. 

Daraus  aber  lässt  sich  weiter  beweisen,  dass  dieselbe  Determinante  heraus- 
kommen muss ,  wenn  man  die  zweiten  Zeiger  permutirt  und  die  ersten  in  der  Ord- 
nung 1,  2,  .  .,  n  zusetzt. 

Denn  gesetzt  auf  die  in  Nr.  1  beschriebene  Weise  entstehe  A  ,  auf  die  ange- 
gebene aber  A'  .  In  jeder  Gruppe  von  A  tausche  man  in  jedem  Element  bloss  die 
zwei  Zeiger,  so  wird  je  eine  Gruppe  entstehen,  die  auch  in  A^  vorkommt ,  und  dort 
dasselbe  Zeichen  hat,  wie  die  betreffende  Gruppe  in  A  (gleich  sind  sie  freilich 
nicht).  Durch  eine  so  durchgeführte  Vertauschung  verwandelt  sich  also  A  in  A'  . 
Denken  wir  uns  nun  eine  bestimmte  Gruppe  von  A  ,  die  wir  mit  k  bezeichnen  wol. 

ion ,  so  ist  dieselbe  nach  den  zweiten  Zeigern  geordnet,  während  die  ersten  in  einer 
Zusammensetzung  sind,  die  durch  m  Vertauschungen  je  zweier  Zeiger  aus  123..n 
entstanden  seyn  soll.  Vertauschen  wir  nun  die  Elemente  in  k,  die  durch  ihre  ersten 
Zeiger  charakterisirt  seyn  sollen,  in  derselben  Ordnung,  nur  rückwärts  gehend,  wie 
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die  Anordnung  der  ersten  Zeiger  aus  1 2 . .  n  etttsanden  bi,  so  werden  diese  Elemente 
schliesslich  nach  den  ersten  Zeigern  geordnet  erscheinen,  während  die  zweiten  in 
einer  Anordnung  sind,  die  aus  12..n  durch  m  Vertauschungen  entstanden  ist.  ^ 
Diese  Gruppe  gehOrt  aber  zu  A'  ,  da  sie  ja  nach  den  ersten  Zeigern  geordnet  ist, 

und  in  A'    hat  sie  dasselbe  Zeichen  wie  k,  indem  dasselbe  sich  nur  nach  m  richtet. 

A  und  A'    haben  also  dieselben  Gruppen  (wenn  auch  anders  geordnet)  mit  densel- 

l)pn  Zeichen,  und  sind  folglich  «inander  gleich. 

Wie  schon  bemerkt ,  entsteht  A'   aus  A    auch ,  dass  man  a      Ketten  a      um- 

tauscht,  wo  r  und  s  gleich  1,  2,  .  .  . ,  n  seyn  können,  so  dass  also 

.  ..  a 


a     ,  a 


l.n 


3. 1      2, 2  2,  n 


..  » 


1.1       2,1  •      II.1 


a     •  a 

1.2'     2,2 


•    •  y    a 


«.2 


^f»»«»a       I       |a     ,a 

B>1      n»2  n,ii    I         I     1,0      2,11  n,n 


« .  .  •  I  a 


(3) 


4)  In  jeder  Gruppe  von  A  kommt  der  erste  Zeiger  r  (=1,  2,  .  .  .,  n)  nur  ein- 
mal, eben  so  der  zweite  Zeiger  s  (=1,  .  .  .,  n)  auch  nur  einmal  Tor.  Betrachtet 
man  also  diejenigen  Gruppen,  die  das  Element  a      enthalten,  so  kommt  in  ihnen 

weder  a^     ,  noch  a      vor,  wo  ^=1,  2,  . .   ,  n.  Daraus  folgt  leicht^  dass  alle  diese 


8A 
Qmppen  zusammen  =a      g~ —  sind.     Lässt  man  hier  r=:l,  2, . . .,  n  seyn,  so  er- 

hAlt  man  alle  Gruppen  inA  ,  da  jede  den  zweiten  Zeiger  s  nur  einmal  enthalten 

kann.     Daraus  folgt: 

8A  8A  8A 

\  =  *-i  .  fl7^+S.fir^  +  --'+*«  .ÄT^'  s  =  l,2,...,n.  (4) 

n       1,  •  da  2/toa  B,  loa 

1.  *  2, 1  a,  I 

Wegen  (3)  ergibt  sich  dann  sofort ; 

8A  dA  8A 


A   =a       T |-a 

n       1,1  8a        '     ' 


■h...+» 


•.2  8a 
•.1  »,2 

Ferner  ist ,  wenn  s  und  r  rerschieden  sind : 

8A  8A  8A 

a     I  a     ■  ,  a 

r,i8a       '    r,2  8a       '  '    r,a8a 

i,  1  •«  2  •,  B 


1.  B 


8a 


(40 


•,  a 


=  0. 


(5) 


Denn  es  stellt  diese  Grösse  den  Werth  Ton  A   Tor,  den  man  erhält,  wenn  man  über- 

B 

all  an  die  Stelle  des  ersten  Zeigers  s  den  Zeiger  r  setzt.  Da  aber  je  zwei  Gruppen, 
in  denen  nur  r  und  s  vertauscht  sind ,  verschiedenes  Zeichen  haben  (Nr.  2)  und  jetzt 
gleieh  werden,  so  ist  der  daraus  folgende  Werth  von  A   ^  ull.    Aus  (3)  folgt  dann: 


8A 


8A 


8A 


i,r8a 


1.  ■ 


4-a  r k.  .  .+a 

'  2,r8a    '     '  B,r 
2,  • 


8a 


=  0. 


(5') 


B,i 


8A 


8A 


6)  Man  multiplizire  die  erste  Gleichung  (1)  mit  r- — ,  die  zweite  mit  r- — , .  . 


*  So  entsteht  3142  aus  1234  durch  folgende  ümtauschungen:  1234,  1243,  1342,  3142; 
ilso  bildet  man  rückwärts  aus  a     a     a    .a      :  a     a_   a   .a^    .  a^  ^a^   a     a     ,  a     a 

3,1    1,2  4,8  2.4        1,2   8,1   4,8   2,4      1,2  2,4  4,8  8,1      1,2  8,4 

a     a  '    nnd  die  letzte  Gruppe  kommt  in  A'  vor. 

DiOBfSr,  Diftnatial- «.  lBi*ftBl-IUc]uiBa(.  ^ 
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AaflOsnng  Ton  Gleichimgeii  des  ersten  Grades. 


8A 
.  .,  die  n**  mit  r — —  und  addire,  indem  man  die  Gleichungen  (4)  und  (5')  beachtet, 


8a 


80  ist: 


n.« 


dA  8A  8A 


(6) 


1.  •  2,  • 

woraus  sofbrt  X   folgt.     (s=rl,  2 n).     Was  die  Grösse  zweiter  Seite  anbe- 

langt,  so  entsteht  sie  aus  A  ,  wenn  man  für  a     ,  a     ,  . . .,  a      setzt  c^,  C2,..,c  • 
Sie  ist  also  gleich: 


et     •&      t«>*«a  «CfA  ■•••■& 

1,1      1,2  1,  ■— 1      1      1,  »+1  l.a 

2,1      2,2  2,  ■— 1      2      2, 1-1-1  2,a 


h     •»      ,..,,&         tC,a  ..•.,& 

n,  1      n,  2  11,1 — 1      n      n,  f-i-l  n,n 


a) 


6)  Gesetzt  man  habe  das  n  fache  Integral 

/exi /ex,  .../p8x^.  (8) 

das  wir  als  ein  bestimmtes  ansehen  wollen  und  worin  P  eine  Funktion  ron  x^,  ..., 
X  ist ,  und  es  solle  dasselbe  umgeformt  werden ,  indem  statt  x^ ,  , . . ,  x  die  Gros- 
sen Z|,  . . .,  z  eingeführt  werden,  die  mit  jenen  zusammenhängen  durch  die  Glei- 
chungen 

Xt  =  <^i  (*i  »•••♦')'*»  ^=  9*1  v'i  »••• »  *  ) »  •  •  • »  X   =9  (zit  Zit . . .,  s  ).  (9) 

n  n  B  &  A 

Denken  wir  uns  nun  (§.  52)  es  werde  x   durch  z  ,  dann  x     ^  durch  z     ^ , . . « 

'^  n  n  Ä — 1  a — 1 

8x 

ersetzt,  so  hat  man  gemäss  §.  52  zuerst  r —  zu  bestimmen  aus: 

B 

8x       89   8z       89   8z  89      8z  89 

n n 1    !_ n 2_|         ■ n  b — 1    ■   b 

87'""8z   8z  "^8z  8z  "^""^ez  8z     '^dz  ' 

B  1        a  2        n  B — 1  B  B 

dg>        8z        89)        8z  89        8z  dgf 

'       '  1      I  B — 1  2,  ■  B — 1  B — 1     I  B — 1 


0  = 


a— 1 


8z      8z 

1  B 


8z     8z 

2  B 


8z  8z       '     8z 

B-— 1  B  I 


89   8z       89>  8z 


8z  8z    ' 8z   8z 
1       B  2       b 

B      jyL 
Folgt  hieraus  g —  ~  n^  »  *®  ^^'  °*^^  ^'-  ^  • 

B 

8f9  89  bg>  dg> 

n  a 

•  • » 


89     8z 


89 


8z  8z      '  8z  * 

B — 1  B  B 


H= 


8z  ' 

B 

8^ 


B— 1 


a 

8z  ' 
1 


a— 1 


8z   • 
2 

89> 


8z 


a— 1 


89 


a— 1 


B— 1 


/ 


8z 


8»^ 

a7' 


8z 


89» 


8z      • 
2 


8 


89 


1 


B— 1 
89» 


8z  • 
1 


8z  • 
2 


8z 


a— 1 


,  N= 


(10) 
89         89» 

'•-87-     ■ 

1 
89 
0 !=* 


8z 


f    •  »f 


2 
89» 


i— 1 


8z 


89»         89 
"•      8z'      8z 


89 


8z 


89» 


B-l 


-1 


8z     '       8z 

S  a-l 


»   •  • » 


8z 


B — 1 


Wm  dieae  zwei  Grossen  anbelangl « «o  \«l\«vf^i  vql  ««V^nv^  ^a»^\ 
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M  =  + 


a 

1 


89 
87"' 


a— 1 


%9> 


a— i 


89 
I 

87 
I 

89» 


B-1 


8z 


89 


1 


8z  * 
1 


8z 


89 

bz  • 
2 


8z 


89 


•    » 


8z 


.N=± 


89 


a— 1 


89 


a— 1 


89 


a— 1 


8z 


8z 


»  »  •  •  f 


8z 


89 


a— 2 


89 


B-2 


dg> 


a— 1 


B— 2 


8z 


89 
i 

bz  ' 
1 

8z 

B— 1 


8z 


89> 

8z 


» •  •  •  t 


dz 

a— 1 


8z 


a— i 


(10) 


Ist  nunmehr  z    ersetzt,  so  bestimmt  man  5 aus: 

a        '  Oz 

a-1 

8x     89   .  8z.         8«»   8z     b9 


a— 1 


i— 1 


8z 


a— 1 


8z  8z 

1    a— 1 
89   _  8z 


1   ,      I    a— 1   a— 2  ,   '  B— i 

— T  •  •  •  "TST —  n r 


8z   8z 
a— 2   a— 1 


8z 


a— 1 


0=-^'— i-  + 
8z   8z   ^ 
1    a-i 


89 


+ 


a— 2 


89  8z 


0=.-^ 


1 


8z 
a— 1 


8z 


8z  8z 

1    B— 1 


+ 


8z 


a— 1 


n-1   M' 


Folgt  hieraus  t ~  n"*  »  *®  *^*  M'  =  +  N,  während  N'  aus  N  folgt,  wenn  man 

a— 1 
dort  die  erste  Horizontalreihe  und  die  letzte  Vertikalreihe  auslöscht.    Dass  dasselbe 

.(n-8) 


Gesetz  fortwährend  stattfindet ,  ist  leicht  zu  übersehen ,  und  wenn 


8zs      M 


8  z,      v^'"^^ 


,  80 


ist  M^'-'^  =  N<"~'\  während  N^"~*^= 


.(»-2) 


8  9>j    8  flDj 


8  z^*   8Z| 
89&1    8yt 

8'zi'   8  z, 


8  fl^i  8  g&i       8  9»2  8  ^1 

-ft —  5 ^ —  ^ — ,  und  wenn 

0  z^  8  z,       0  Zj  0  Z| ' 


dann    ^ —  =  — 7r~T\ ,  so  ist  M         =  N  ,  und  N         =  5 — ,  so  dass  da  schhess- 

o  z,        i^v» — *)  0  z^ 

*>^^8^=8^^ 

/e z,  /ez, . . .  /p8 z^  =  ± /sz^ /^*a-i •  • ' *  A^^^i »         (^^) 

wo  M  durch  (10)  gegeben  ist. 

8A 


7)  Die  Grösse 


8a 


wird  nach  Nr.  4  keines  der  Elemente  der  s***^  Vertikal-  und 


r,  ■ 


der  r**"  Horizontalreihc  von  (2)  enthalten.     In  all  den  Gruppen  von  A  ,  in  denen 

a       Torkommt ,  nimmt  diese  Grösse  die  s**  Stelle  ein ,  und  nur  diese  Gruppen  kom- 

8A 
men,  mit  Weglassung  von  a     ,  in  ^ vor.     In  all  den  Gruppen  nun,  die  letztere 

Grösse  bilden ,  sind  die  ersten  Zeiger  1,2,  ...,r —  l,r-f-l>  •••»  nio  allen  mögli- 
chen Weisen  versetzt,  and  daneben  sind  der  Ordnung  nach  als  zweite  Zeiger  ge- 
schrieben 1 ,  2,  . . .,  s—  J ,  s-f- 1 ,  . . .,  n.    Würde  mau  a\ÄO  m  V5^^  ^v^  i*  ^«>Sm^- 

^1* 
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und  die  r**  Horizontalreihe  weglassen  und  dann  die  Deteiminante  bilden ,  so  sdieint 

8A 

es ,  erhielte  man  ^ •     In  allen  Fällen  erhält  man-  dadurch  die  in  letzterer  Grösse 

Torkommenden  Gruppen  und  es  fragt  sich  bloss ,  ob  das  Zeichen  derselben  auch  das 
ist,  was  der  entsprechenden  Gruppe  in  A    zukommt.     Zu  dem  Ende  stelle  (a)  = . . . 

• .  a      ....  eine  Gruppe  in  A   vor,  so  wird  (a')  =:....  0  ... .  die  entsprechende  in 

8A 

Torstellen,  wo  durch  0  angedeutet  wird,  dass  kein  Element  dort  steht.  In  der 


8a 


r,  • 


ersten  Abtheilung  Yon  (a)  stehen  s  —  1  Elemente,  in  der  zweiten  n  —  s;  ron  den 
ersten  seyen  a  erste  Zeiger  kleiner  als  r ,  also  s  —  a  —  1  grosser  als  r,  in  der  zwei- 
ten sejen  ß  kleiner  als  r,  also  n — s  — ß  grösser.     Die  Elemente,  wenn  a       weg- 

gedacht  wird,  machen  etwa  y  Vorsetzungen  (Nr.  2).  Alsdann  ist  die  Gesammtzahl 
aller  Vorsetzungen  in  (a)  :  y-^-B  —  a  —  l*-f-^*  ^°  (^0  ^^^^  7*  ^^^  ^^  &^^  ün  Gan- 
zen nur  r — 1  Zeiger,  welche  kleiner  sejn  können  als  r,  so  dass  a~\-ß=.T — 1, 
d.h.  wenn  in  (a')  y  Versetzungen  sind,  so  sind  in  (a)  ihrer  y+s  —  a —  l-(-r —  1 
— a=y+«H~'^ — 2(a+l).  Da  immer  2(a+l)  gerade  ist,  so  wird  also  nach 
der  Regel  (a)  dasselbe  Zeichen  haben  mit  (a')t  wenn  s*-f-T  gerade,  rerschiedenes, 
wenn  r^s  ungerade.     Da  dies  für  alle  Gruppen  so  ist,  so  hat  man  offenbar: 


8A 


8a 


^  =  (-1) 


H-» 


»,• 


1,1  1,1  l.i— 1  1,1+1 

a      ,      a  ,•*.,•  (      or 

2,1  2,2  2,i— 1  2,  H-l 


•  •  • 


.f  a 


1.» 


•  '^. 


2,a 


r— 1,1      r— 1,2  r— 1,  ■— 1      r— 1,  t+l  r— 1,  a 

H-l,  1    r-hi,2  H-l,  i-i    H-l.  H-*^"  H-l.« 


ü,i 


a 


«.1 


,  •  .  . 


f  a 


n.H-i 


t   .  •  • 


f  a 


■•« 


8)  Seyen  ai,,  *.fa   die  (rerschiedenen)  Wurzeln  der  Gleichung  x  -f-A      x 


■-1 


-f-  .  .  .  -j-A|X+Ao  =  0  =  F(x),  so  ist  also 

a   -j-A       o^      +  .  .  . +Ata4-|-Ao  =  0, 


a— 1 


n— 1  1 

a^+A       o""  +  .  .  .  +Aia  +Ao  =  0. 
a  a-Hi  a  a 


Multiplizirt  man  diese  Gleichungen  mit  a^ ,  .  .  • ,  a  ,  wo 

B   a 


"l'i +«!•,+•  ••+«>.='• 


(12) 


«— 1 


n— 1 


SO  folgt  durch  Addition : 


a      a  =0, 
a        a 


iMiaber 


A= |aa  -t-a    a  4-...-4-a  o    1. 

r  iV.4i2«  'aa^ 


Die  Koeffisienten  einer  Gleiohmig  durch  die  Wnnehi  aiiBgedrflckt. 
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H= 


1.       1.     ..   .  1 


f     •  •  • » 


a—l      a— 1 


n— i 


»  •  •  •  f 


(13) 


E     8M 
so  ist  nach  Nr.  6 :  ai=  "ir r ,  . . . ,   a  = 

^  8K') 


s     8M        .  1  r    >    8M      • 


+  •••+« 


»    8M 


] 


"   8(«-) 
Den  Gleichungen  (12)  wird  übrigens,  wenn  r:=n — 1,  genügt  durch  a|  = 

yTT—T,  .....  a^=p,  ,    V ,  (nach  §.  38,  Anin.),  so  dass 


1 


1      8M  1 

f  •  •  •» 


1       8M 


^'<«i)      ^Ha'-') ''<«;"»*  8 (.'-V 


Was  nun 


8M 


37*  anbelangt,  so  kann  diese  GrOsse  nach  Nr.  7  bestimmt  wer- 


1  1       8M, 


8(a,       ) 


—f*   ®*®«» 


ö(«,'    *) 
den.  Tilgt  man  in  (13)  die  erste  Vertikal-  und  die  letzte  Horizontalreihe,  und  heisst 

M|  die  dann  entstehende  Determinante,  so  ist —r=z( —  1)  ~  M^.       Ist  aber 

8(«i      1 

F|  (x)=:(x —  «2)  •  .  •  (x  —  flf  ),  SO  ist  ganz  wie  so  eben  ^  ^    v=i7- 

so  dass  wenn 

F(x)  =  (x-«,)..(x-.a),  F,(x)=(x-.a,)..(x-«).....F_^(x)=(x-a      )(«-«); 

B  B  ■— ^  B— 1  a 

8M  _  8M  ,  8M 

— .r:r=(-t)'  \.—T=r  =  (-^)'    M. _LiL  =  (_i).M 

8(«!    1  8(«;   *)  8(a*   J  — * 


s 
8M 


a~S 


8a 


so  ist  M     j^ 


1. 


a— 1      a 


n— 1 


=  (-!)' Vi' 


=a    — a     ,,M     ,  =  1,  und 
B  a— 1        a — 1 


(-l)'~*Mj       1  (-1)'   *M^ 


F'(<.^) 


M        •  P.(«^) 

(-1)*M 


Ml 


,  •  •  . , 


F'.     .(«     ) 


B-l       (-  1)* 


M 


m(B-l) 


a— 2 


woiMi    M  =  (-l)     *     F'(a)F'  (a).:.F'       (a      )  =  ±(«-«)(a -«)...  . 

112  B— 2      B-Hl  121s 


ii(n — 1) 
wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  — = —  gerade,  das  untere  im  entgegengesetzten 

Fklle.  i 

9)  Betrachten  wir  das  nfoche  bestimmte  Integral: 
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BettittuiiiiDg  des  n*^  basondeni  Integrals  einer  Hnearen 


8  X|  7  8 1,  . . .  /  f(xjf(x,)  . .  f(x  )(x,  —  x,)(xi  ~x,)  . .  (x»  —  x^)(x,  —  x,) .  .  (x,  —  x^) . . . 


(i       -x)8x. 
a— 1         a        ■ 


80  ist  dasselbe  nach  Nr.  8  gleich 


(-1)    »     /8x»/8x,yf(x,)f(x,)...f(xJ 


1«       I9  •••yi 

X    ,         X    t  .  .  .f  X 

12  « 

2-2  2 

X    t        X    »  .  .  .,  X 
12  n 


n— 1      n— l  n— 1 

X         t  *^       »•••#* 
12  11 


8x  , 

a 


WO  nun,  wenn  man  die  Determinante  entwickelt,  das  Ganze  in  eine  Reihe  einzelner 
Integrale  zerfällt^  die  als  Produkte  einfecher  Integrale  erscheinen. 
10)  Man  habe  die  lineare  Differentialgleichung: 


n  n — 1 

6  y  I  *      ö     y  I        1  *  öy 


■HV,r^+--+^^e-x+^^^=^- 


(14) 


8x  "    '8x 

worin  A       ,  .  .  .,  A| ,  Aq  bekannte  Funktionen  von  z  sind,  und  es  sejen  y^,  72,.., 

m  ■ 

8    ^r  (-) 

Funktionen  Ton  x,  welche  der  (14)  genügen,  so  ist,  wenn  man =y        setzt, 

'  Sx"  ' 

und  annimmt : 

»iyi+azyj+«  •  •  +a  y,  =  o. 

a  B 

■iy'i+azy'i+.  • -H-a  y' =0, 

n      n 

(r)*  (r)\  ,  (r) 

n    n 


ganz  wie  in  Nr.  8 : 
A 


(n-l)  (n-1)  (n-1) 

ay  "l-ay  4-...-|-ay  =0, 


1  r   (»)  ÖM    ,     <n)   8M    ,  ,      (n)    8M'l 


wo 


M=: 


Gemäss  (4')  ist  auch 

(a-l)      8  M 


er 


1 
y'i* 


ey, 


öy. 


(n-l)      (a- 


(n-1) 


M=:y 


1 


(n-l)  +  ^2 


(n-1)       8M 


(a-l)+---+y 


(n-1)       8M 


M'  =  y 


8y^      "'         •         8y 
Hieraus  folgt  nun,  wenn  man  nach  x  differenzirt: 

(n)      8M         .       (a)       8M         ,  .      (n)  8M 


(B-1)' 


8y^ 


8y 


(a-i)    8      8M 


rr)+---+y.      — (.-Tö+y^      8irT«^  +  ---- 


8y 

n 

(ü-i)  J_     8M 


8y 
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Beachtet  man,  dass  — ^^^j^  weder  y  ,  y   ,  .  .  ., y  noch  y         , . . . ,  y 

r 

enthält  (Nr.  4) ,  so  ist 

I  8y  8y         8y,  8y         8y,  8y         8y 

I'**'**                     *                                      r  r  B 

,  8'M  (n~l)  8*M     '(a-l)    ,  ■  8*M  (n-1) 

oy         öy  öy         8y  8y         oy 

!•  1  r  r  r  m 

„    ,     ,  (n-i)    8        8M  (b-1)    8        8M 

und  also  y  z 7 — ;%  + . .  4-  V  t ; — tt  = 

i  ÖXgy^""*^    "^         '^•'^n  8Xg    (n-1) 

s  L   r    ^»-^^        8»M  (n-1)        8«M  .  ,     (n-1)         8»M       1 

•''•L^  8-;r%;'^^^  <^.     '^  <>-' 

.        ,  r    (a-i)         Vm       '  (n-i)      -Vm      '  (-1)        %^M     'l 

8y         8y  8y         8x  8y         8y 

~i~  •  •  •  • 

(.-«)  r   (.-1)  8'M  (.-1)  8»M (.-1)  8»M         11 

wo  das  Sommirungszeichen  meint,  man  solle  s  alle  Werthe  Ton  1  bis  n  beilegen, 
und  alle  so  erhaltenen  Grössen  summiren.     Gemäss  Nr.  7  ist  — —  selbst  wieder  eine 

•. 

Determinante,  die  man  aus  M  erhält,  wenn  man  die  erste  Horizontal-  und  die  8** 

8M 
Vertikalreihe  ausstreicht;  eben  so  ist  — rr  eine  Determinante,  die  aus  M  folgt,  wenn 

»^ 

man  die  (r^-l)**  Horizontal-  und  die  s^  Vertikalreihe  ausstreicht.     Nach  (4)  ist 

demnach 

8M   _    (n-1)  8'M  (n-i)  8'M 

ft.^'^~^l  fi    <"-*^ft    (r)    '^•••"^^a  «    (a-lL     (r) ' 

oy  8y         8y  8y         8y 

SO  dass  also  die  rorhergehende  Grösse  gleich 

'L-^        -8/  '•        8/"-«J' 

welch  letztere  nach  (5)  gleich  Null  ist.     Demnach  hat  man 

-,,       (a)     8M      ,  ,    (a)     8M 

8y  8y 

M'  /*  ""-^^-1^* 

--  =  — A       ,1(M)=— /A       8x+C.  M=Ce  .  (16) 

M  a — 1  /      a — 1 

Aus  dieser  wichtigen  Gleichung  folgt  nach  (4) : 

(a-i)      8M       ,     (a-2)      8M       .  ,        8M      ^  --^^-1^* 

^a  rra:-l)  +  ya  77^=5)+ '  ^ +^a  87  =  ^^ 

öy  8y  •'ji 

a  n 

00  dass ,  wenn  man  zur  Abkürzung 
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Fortietning  d«r  Theorie  der  DetermhiaiileB. 


8M  8M 

(r)  ~     r .    (ü-l) 


8y 


8y 


setzt,  man  hat 


(n-i)  ,  ^         (n-2)  Ce 


-^\-i8* 


8M 


(a) 


8y 


(•-1) 


Setzt  man ,  der  Bequemlichkeit  des  Schreibens  wegen ,  die  zweite  Seite  =  |, 
so  genügt  also  y   der  Gleichung 


8       «  .  _       8 


-i+V«r^i+---+^»'=^- 


(aO 


8x        .     "   -8x 
Da  aber,  wenn  nicht  rr=n,  nach  (50 : 

(b-1)     8M       ,     (B-i)     8M 


8y 


,       8M      . 
oy  B 


so  genügen  mithin  Jt  >  Jj»  .  .  .>  7  __.  cler  Differentialgleichung 

woraus  nun  nach  §.  80  leicht  geschlossen  ¥mrd,  dass  der  Gleichung  (aO  genügt  wird 
durch 


wo  (Nr.  5  und  §.  80) 


«  =  «iyi+«»y»  +  ...+«  . ,y,  . 

y*{       8Ma  8H 

*  8y  8y 


Daraus  ergibt  sich  nun  (§.  80),  dass.  wenn  man  nur  n  —  1  Werthe  ron  y  kennt, 
welche  (14)  genügen,  und  wenn  Jit  •  •  •»  7  _.  dieselben  sind,  man  den  fehlenden 
n*~  Werth  y   findet  aus 


■f\-fi' 


•/  *         8y 

wo  Mt  die  in  der  Note  angegebene  Determinante  ist. 

11)  Gesetzt,  man  habe  neben  dem  Gleichungssjstem  (I)  noch  das  folgende 


\i^+\i^+--  +  VA=^' 


(16) 


b,  ,y.  +  b     y  +...-J-b     y  =x  , 

Bfltt         n,SS  B,Bn        B 

SO  kann  man,  wm  y^,  .  .  .,  y   zu  erhalten,  entweder  x^,  .  .  .,  x   aus  (1)  bestimmen. 


*  Es  ist  ntmlich 


M.= 


Tl. 

y.'. 


y». 


.  •  .,  y 


(b-2)      (b-2) 


B— 1 
B— 1 


•  » 


1  't  "b— f 

wi§  süM  Nr,  7 Molort  fblgt,  da  dort  r-^»  i^tit  =  2ii \ilt. 


8M 


8y 


U-i)  • 


Theorie  to  D«tetinhiMit«m. 
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in  (16)  einsetzen  und  dann  Jtt  '  *  $  y  hieraus  ermitteln;  oder  aber  man  kann  auoli 
Zi,  .  .  .,  z  aus  (16)  in  (1)  einsetzen  und  dann  jr« ,  .  .  .,  jr  bestimmen.  Beide We^ 
müssen  natürlich  zu  demselben  Ziele  führen ,  und  es  müssen  namentlich  die  Köett- 
zienten  der  c  in  jt  *  •  •    »  J   ui  beiden  Weisen  genau  dieselben  seyn.    Ist  nun  M  die 

Determinante  (2) ,  dazu 

b     tb      ».«tvb 
1,1'     1,1*  l,m 


b     »b      ,...»b 
1,1*    1,1'  l,m 


b      .b       , 
■,1     ■#« 


n»a 


=  N, 


SO  haben  Z| ,  .  .  .,  z   aus  (1)  den  gemeinschaftlichen  Nenner  M,  woraus  dann  leicht 
folgt,  dass  Jit  .  .  .>  y  »  nach  der  ersten  Weise  bestimmt,  den  gemeinschaftlichen 

Nenner  MN  haben.     Verf&hrt  man  aber  nach  der  zweiten  Weise,  und  setzt: 

a     b     -fa     b     4-...  +  a     b     =e^. 

1,1  1,1  '     1,1  1,1   '  '      l.n  ■,!        1,1 

a     b     +a     b     4- .  , .  +  a     b     =  c      , 
1,1  1,1  '    J,l  1,1  ^  '     i,a  B.1       1,1  ^  ^ 

:         :•  0^ 

a     b     +a     b      + .  .  .  +  a     b      =  c^    , 

1,1    1,B    '       1,1    l,a    '  '        1,B    B,B  1,B 

allgemein  a     b     +a     b     + .  . .  -4-  a     b     =  e     , 

r,  1  1,  ■       r,  1  l,fl  r,B  B,s        r,  a 

WO  rr=] , . ..,  n,  und  s=rl , . . .  n,  so  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  Ton  Jw-tJ^i 


1,1*      1,1*  1,B 

1,1       1,1  '      1,B 


0      ,0    ^t  .  •  •  •  0 
a,l     B,l  B,m 


=.B. 


Hieraus  folgt  nun  sofort ,  dass 


d.  h. 


1IN  =  B, 


a     »a     fl*«aea 

1,1*      1,1*  ••      1,B 

Ä    .t  Ä   _»••.,  a 

1,1       t,l  1,B 


a     ,  a     » «  •  •  f  a 

B»  1        B,  1  B,  1 


b    ..  b     b 

1,1        1,1  1,B 

b      ,  b       ,  .  .  • ,  b 
1,1*    1,1*  S,m 


i,l     1,1  1>» 

e     ,  e     , .  •  .,  c 
1.1    1,1  i,> 


B,  1        B,  1  B,  B 


(18) 


b    ^,  b      ,  .  .  .,  b 

B,  1        B,  1  B,  B 

wo  die  c  nach  (17)  gebildet  sind.  Man  sieht,  dass  ^r  Bildung  der  o  die  Horizon- 
talreihen der  ersten  Determinante  mit  den  Vertikalreihen  der  zweiten  zu  multipli- 
ziren  sind.  Beachtet  man  den  in  (3)  ausgedrückten  Satz,  so  sieht  man,  dass  die  c 
auch  in  anderer  Weise  gebildet  werden  kOnnen. 

XYI.     Prinzip  des  letzten  Maltiplikators«  (§.  93.) 

1)  Wir  wollen  annehmen,  M  sey  eine  Funktion  der  Verftnderlichen  x,  z^,  .  .  ., 
z   ,  welche  der  Gleichung 


8  (MX) 


e(MX)      8(MX,)  

8z    "^    8x4     '^•••■^    8x 


=  0 


(») 


genügt,  wo  X,  .  .  .,  X   Funktionen  Ton  z,  . . .,  z    und  natürlich  die Diflbrentialquo- 

B  B 

tienten  partielle  sind.  Sey  femer  ip  eine  Funktion  derselben  Veränderlichen,  welche 
der  Gleichung 


586  Primip  det  letston  Moltiplikaton. 

n 

genügt,  80  genügt  die  Grösse  M^ ,  bestimmt  aus 

M.g^  =  M  (c) 

n 

der  Gleichung 

OX  0  x«  0  z 

*  n— 1 

Torausgesetzt,  man  habe  aus  X,  Xf,  .  .  .,  ^  _.  i  M|  die  Grösse  z  mittelst  der  Glei- 
chung 

9  =  a  (d) 

elimiuirt,  wo  a  eine  willkürliche  Konstante  ist. 

Setzen  wir  die  erste  Seite  der  zu  beweisenden  Gleichung  (aO  gleich  Z,  so  isl 

Z  _^81(M,)    ,  ^    81(M,)    .  ,  _.        81(M,)    .  ex  .  8X,   .  ,   ^^a-i 

M,  -^^"i;     ^^^  "8l     ^  •  •  •  "t- \  -1-8^^       ^eT'^e^"^  •  •  •  ■^'ä^     • 

*  n— 1  ^  B— 1 

Hier  sind  allerdings  X,  .  .  .,  X  _  ,  M^  bloss  Funktionen  von  x, . . .,  x       ;    allein 
da  mittelst  (d)  die  Grösse  x    aus  denselben  eliminirt  wurde,  so  enthielten  dieselben 

n 

(wie  vorausgesetzt)  x  ,  das  hier  als  Funktion  von  x,  .  .  .,  x  . ,  mittelst  der  Glei- 
chung  (d),  auftritt.  Betrachtet  man  also  X,  .  .  .,  X  ,  M|  unter  der  Form,  die 
diese  Grössen  haben,  ehe  x    eliminirt  wurde,  so  ist 

n 

Z_^_81(M,).  .y        ^^^1^    .  8X  ÖX^-i 

M, -"-^"^^       ^•••'^\-i8x        '^8x"*'"-'*"8i 

81  /\r  \./^8x  8z^QV'8z  8X  8x 

n  B — 1  B  B  B 1 

81  (M.) 

WO  natürlich  — g — ■   hier  und  im  Vorhergehenden  nicht  dieselbe  Bedeutung  haben. 

8x                dx 
Die  Grössen  "ö""»  •  •  •»  ö sind  aus  (d)  zu  ziehen,  aus  welcher  Gleichung  folgt: 

a— 1 

8gi 

fl«  ö*        fi«  Öx  8x" 

0  9        a    I    öfl^  -.     B r 


8x    8x     '  8x         '  8x  ""         89   ■ 
B       r  r  r  - — 

8x 

B 

Denmach  ist 

8x  8x 


^8f+-+^.-.8T^=-^(^F:+^'rJ+-+\-.8r^)=^.' 


a— 1  — ^  ^  a— 1' 

8x 

a 


wegen  der  Gleichung  (b).     Femer  ist: 

■^•••"^     a.       fix        ~  89     V8x    ei"^*""^     8x      8x       J' 


8X  8X  Q^  W*.  ^  Vy  V.V*        U«  VA  VA 

a  öXb  a — 1  — —  o  B  a — i 

8x 


Aber  aus  (b) ,  d.  h.  aus 


Prinup  des  letzten  Holtiplikaton.  587 

n — 1  n 

folgt,  wenn  mau  nach  x   di£ferenzirt,  was  man  darf,  da  die  Gleichung  (b)  eine  iden- 
tische sejn  muss,  und  x,  .  .  .,  x    als  von  einander  unabhängig  angesehen  werden: 

+  •  •  •  H — z ü  - "T  X  Q_  u- — r  •  •  •  -rJ^ 


Öx    bx  '   *"    '       Öx        Öx     '        8xbx     '  '      n-iex        öx 

a  a  a  n  n — 1       n 

8x"   8x  nSx  *• 

n        n  n 

Beachtet  man ,  dass 


8»  9  ^      n         e»> 


8x  8x  dx  8x 

X      n  r  1 

SO  folgt  hieraus : 


t 


"fö)  "m 


ftv   8v  ÖX  8x  8X 

ÖÄ  n_.  ^^        n— l  n "_i_v ^  _L  Y   n        i 

all'  ei  "t" •  •  •  "^Tx~  El     -"«7"'''^      äl       *■*•      ei       "■••■ 

n  n—i        n — 1  n 


+x  - 


ex 

n 


mithin 
Z      ^  81(M,)   .  81(M,)  ,  8X  .  .^^n-i 

*  n— 1  a— 1 


(If)         "Gf) 


81 

n  n  n 


81 


(".ffO    -C".Ff)         •■(-•If) 


8X 


--=  ^  — 17-^+'^'— 8ir^+- •  •  • +\-Tr^+il+-+ er 

n 

81(Jf)  81(M)  ,  _  81(M)  ,  ex  ,  ,*^n 

-*~87"^*'"8ir"^"'"*"  «"»^^    '"ei" '•'•••"*" "er* 

n 

ZU     8(MX)  ,  8(MX,)  ,  ^\^ 

I  •  •  •  1       cr_     » 


M,  8x      '      8Xi       '  '        8x 

a 

M         89» 

d.  h.  da  M  nicht  Null  ist,  und  eben  so  wenig  ijr  =  0 — ,  indem  wir  yoraussetsen  müs- 

a 
neu,  die  Grösse  qp  enthalte  x  ,  so  ist,  wegen  (a),  die  Grösse  Z  =  0,  d.  h.  die 

(a')  bewiesen. 

2)  Wir  wollen  annehmen ,  man  habe  die  Gleichungen : 

Ö£i  __  X^    8x,  _  X,  n n  ..V 

8x  ""X*  8x~X '    Sx^X'  ^^ 

wo  X  ganz  wohl  =  1  sejn  kann,  und  sey 
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«»  =  «  (tu) 

eine  erste  Integralgleichung  des  Systems  (f),  wo  a  eine  willkürliche  Konstante 
und  <p   eine  Funktion  Ton  x,  z^,  .  .  .,  x  ist,  in  welcher  aber  jeden&Ilsx  Torkonmit. 

U  P  M 

Gesetzt  femer,  man  kOnne  eine  Funktion  M  von  x,  Xt.  •  -  m  ^  finden,  so  dass  iden- 
tisch die  Gleichung  (a)  befriedigt  sey,  so  eliminire  man  mittelst  (g|)  die  GrOsse  z 

M 

aus  X»  X4,  .  .  .,  X       ,  -g =  ^i9  lind  wird  dann  identisch  haben: 

Öx 
8(M.X)  .  8(M.X,)  .  .   !^— i^_n 

Sey  nun  die  Gleichung 

eine  weitere  Integralgleichung  der  Gleichungen 

ft-      T  8x     ^     X 

8x""x "elT""   X  •         ^^' 

aus  denen  x  mittelst  (g|)  eliminirt  ist,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Konstante, 
und  q>  ^  ausser  a  die  Veränderlichen  x,  .  .  .,  x  ^ ,  letztere  jeden&Us,  enthalte. 
Eliminirt  man  nun  mittelst  (gj)  die  Veränderliche  x         aus  X ,   ^^_^  1 

-qT =:M},  so  wie  aus  dem  Gleiohungssjrstem 

B — 1 


B — 1 


ft-       ▼  8x  X 

6x"'x"-'"8r'""  X  •       ^'^V 

80  genügt  M2  der  Gleichung 
und  wenn  dann 


eine  Integralgleichung  Ton  (^)  ist,  die  ausser  a  ,  a  _^  die  neue  Konstante  a^_^ 
enthält,  und  wo  9     .  die  Veränderlichen  x,  .....  x     .,   letztere  sicher,   enthalten 

muss,  so  eliminire  man  x       mittelst  (g|)  aus  X,  .  .  .,  X     j,  -«— =M|  und  es 


genigt  M|  der  Gleichung 

e(M,x)    8(M,x,) .  e(M,x^^ 


«\-; 


8x      •      8x,       •  •••  •        ^x 


B- 


Wie  man  hier  fortfährt ,  ist  klar.     Sind  also 


p   =a  ,p       = «       ......  1»,  = «,  (G) 

B  B         B — 1  B — 1 


Integralgleichungen  des  Systems  (f ) ,  tou  denen  die  erste  x ,  .  .  .  x  ,  nebst  der  Kon- 
stanten a  ,  die  zweite  x,  .  .  .,  x  _  nebst  den  Konstanten  a  ^  a     .,.«.« die  letifee 
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X,  Z4 ,  z«  nebst  den  Konstanten  a  ,  a     ^  9  •  •  • «  o«  enthalte ,  und  kommt  in  <p  ire- 
"wiM  X  ,  in  (p        gewiss  ^k  _  ,  .  .  .  tot  ;  ist  ferner 

m"    = ^ . 

und  genügt  die  Gleichung  9  _  =  <<  __  dem  Gleichungssjstem. : 

"ex  ""x 8x     ~  X  •         V 

n — r 

WO  man  zuerst  x   mittelst  der  ersten  Gleichung  (G) ,  dann  z         mittelst  der  zwei- 
ten, .  .  .,  X     _,  ^  mittelst  der  r**",  eliminirt,  und  eben  so  in  M       rerfährt,    indem 

Ä     T  I  1  B — 1  ' 

hier  zuletzt  Xj  mittelst  der  letzten  eliminirt ,  so  hat  man : 

8(M       X)      8(M      X,) 

8x        ^        8x,  "• 

woraus  nach  §.  69  leicht  folgt,  dass  M  __   X  ein  integrirender  Faktor  der  Gleichung 

8  Xi  _  X^ 
8x       X 
ist,  aus' der  x  ,  .  .  . ,  X}  in  der  angegebenen  Weise  eliminirt  sind. 

Schreibt  man  diese  Gleichung  also  unter  die  Form 

M       X^-M       X,=0. 

B— 1  8X  XL—i 

SO  kann  sie  nach  §.  69, 1  sofort  integrirt  werden,  und  man  erh&lt  die  letzte  Integral- 
gleichung des  Systems  (f). 

Anm.     Es  ist  natürlich  nothwendJg ,  dass  die  OrOssen  9  » •  •  «t  4»s  den  der  Gleichung  (b) 

analogen  genügen.    So  also  moss  9        identiseh  der  Gleichung 

B      t 
89  89  89 

B — r 

genügen.     Da  aber  9       =a        dem  System  (f  )  genügt,  so  ist  identisch: 


89  89       fi.  89       8z 

a— r   ■         B— r  0  X^    .  .         b — r       b— r ^^ 

ir""^    8x,     8x'^'**"^8x  8z    """• 

B — r 


89  89        •«•  89         X 

;i   1.  n— g   I         B— rA^    ^         _^       n—t    b— r      ^ 

^^'  ■8ir  +  "8irx"^--^8lJ X~  =  ^' 

B— r 

woraus  die  obige  Gleichung  folgt. 

3)  Das  Gleichungssystem  (f )  ist  ein  solches  von  n  Gleichungen  zwischen  n-|- 1 
Veränderlichen,  so  dass  eine  dieser  letztem  als  unabh&ngig  erscheint;  welche,  ist 
gleichgiltig.  In  (f )  war  z  die  unabhängig  Veränderliche ;  wäre  es  z  ,  so  hätte  man 
wegen 

!^  iL 

8z  "■   8z 

r  r 

8x 
jetzt  statt  (f) : 
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8z       X  % 


n  n 


8j[__X_      8x^_X,  

8x  ~X  •    8x  ""X  ••    •'  8x  ~X' 

r  r  r  r  r  r 

Man  kann  aber  auch  statt  dei  Systems  (f )  das  folgende  einführen : 

— -x.?^-x  -^-x  rn 

et""**  et  ~^' 8t  ■"  n  ^^' 

wo  t  die  unabhängig  Veränderliche  ist,  und  X,  X^,  .  .  .,  X    bloss  Tt>n  x,  X|,  . . .,  x 

abhängen.  Dieses  System  kommt  nämlich  zunächst  auf  (f)  zurück ,  wenn  man  x 
als  unabhängig  Veränderliche  ansehen  will,  und  wenn  man  mittelst  (f)  die  Grössen 
X|,     .  .,  X   als  Funktionen  von  x  kennt,  so  gibt  die  erste  Gleichung  (f ): 


'ff 


4-C. 


(F') 


In  manchen  Fällep  ist  es  vielleicht  bequemer ,  das  System  (f)  statt  (f )  tu  be- 
trachten. 

4)  Denken  wir  uns  etwa,  man  wolle  in  (f)  statt  x,  X| , .   .,  x   die  Veränderlichen 

Jf  Jt  >  •  •  *i  7  einführen,  die  mit  x,  x, ,  .  .  . ,  x  durch  n-f-1  Gleichungen  zusam- 
menhängen ,  so  dass  y,  .  .  •«  y  durch  x,  .  .  .,  x  und  umgekehrt  ausgedrückt  wer- 
den, so  sind  y,  .  •  •!  y    eben  auch  Funktionen  von  t  und  man  hat: 

8y   8y  .,   8y  r.^  8y  8x   8y     8y         8y 

"el"  8x  8t"^8i.  8t"^"-'^8x  8t  -  8x   -"^8x,  ^■^•••"^8x  \' 

n  a 

SO  dass  jetzt  an  die  Stelle  von  (f )  treten : 

8y      Öyy  .    8y  8y 

8"t"8"^^"^rx;^  -+-...  -h  g7\' 

Öt  -'8x'^'^8x/^'^"*"'"8x  \' 
8y       8V  8y  8y 

Hier  sind  die  Grössen  g— ,  .  .  .,  g— -,  durch  yt  yi .  •  .  •»  7^^  asu  ersetzen,   indem 

n 

man  zuerst  yi  .  •  •>  y   nach  x,  . .  .,  x   partiell  di£ferenzirt  und  dann  die  x,  x^, . . .,  z 

durch  ihre  Werthe  in  y,  .  .  .,  y    ausdrückt;  eben  so  sind  X,  . . .,  X   durch  y, .  •  ^  y, 

auszudrücken.     Das  Gleichungssystem  (F')  zwischen  t,  y,  y^ ,  .  .  ^  y    kann  dann 

leicht  in  eines  bloss  zwischen  y,  .  .  .,  y    umgeschrieben  werden.      Die  Integration 

des  Systems  (f )  fuhrt  auch  die  von  (FO  mit  sich ,  und  umgekehrt 
Setzt  man  also  zur  Abkürzung 

8y  8  y  8  y 

*  n  n 

SO  hat  man  statt  (f ) : 


8y     ^  8y, 


8y 


wo  also  r.  .  .  .,  Y   als  Funktionen  Ton  y,  .  .  .,  y    anzusehen  sind.     Betrachten  wir 
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*iniii  Y  ,  so  erscheint  diese  Grösse  zunächst  als  Funktion  von  x ,  .  .  . ,  x  ,  und  erst 

nachdem  diese  Grössen  durch  Ji  >  •  •,  7    ersetzt  sind,   als  Funktion  dieser  letztem. 

Daraus  folgt  also,  dass  etwa 

8Y       8Y     j,         8Y    «^  8Y    8x 


-h?eH^+...+ 


8y        8x    8y     '  8x4  8y    '  '   8x    8y 


r 


^ftY^y       flY    Öy  ÖX    8y^.,       ^    8»y  8»y 

-V8^'87"^8x    8x,"^-""^8x    8x^j8y^"^V.^8x*"^^*8irTi"^- 

^    n8x    8xj8y 
B  r 

(fiv  8y     AY  öy            öx  öy-xfi.      ^    ö*y         ö*y 
8X      ^  .  8X,  _^  _^ n     't^  8xt  I    f  X        '     1  X         'I 

87;    8x^8x,  8x,^"*^8x,    8x  J  8y  ^  V*  8x8x,^^^  8x,»^ 


''y-   -8x, 


4-X   _L-^^ 

^    n8x    8x,j8y 
n  r 

+ 

n  n  n        a  r  a  n 

8*y^^8*^ 

+  ^u  dV^j  87' 

n  r 

Daraus  folgt  weiter,  dass 

ÖY  .  8J\  .    ^^-_.eX  J^   _8x_      8X,  Jy,  _8^  .         ^!5»V^_Z£  IL 

Öy'^Öyi       '"'"^  8y    "ex        8x8y"'"«x       8  x^  8y    '   •'*  "^  8x       8x8y 

n  r  r  ar 

^?X^^  8x,      8X,  J^r  8^  J—^z^-^  ?^ 

"'"8x,       8x    8y'^8x,.    8  x,  6y  "^  '  "  "^  8x,      8x    8y 

rr  ar 

+ 

ßv      8y    8x       Q«       8y    8x                  8X      8y    8x 
I    oA   -. r    a   I   0A|  „ r  a  ,  1 a  „ r    a 

"'"8x        8x    8y"^8x       8  x,  8  y  "*"  "  *'^8  x       8x    8  y" 
a  rar  aar 

'  8x*8y^*dx8xi8y'  '      a8x8x8y 

+X2''''    »'"+xs''''    «^'^     +xs°*'''    ö'''. 

r  r  *       a        r 

+ 

8»y       8x  8»y       8x  8»y      8x 

+  ^^8ri^  87+^^*^87*^  87  +  -"+\^8r^87' 

a  r  a  r  aar 

worin  das  Summenzeichen  sich  auf  r=:0,  1,  2,  .  .  .,  n  hezieht.     Aber  es  ist,  wenn 
man  x  nach  x,  .  .  .,  ^    differenzirt,  oder  allgemein  x  nach  x, . . .,  x  ,  . . .,  x  : 

8x • n^      8x    «^  8x     8y  8y    8x 

s    öy  •  «yi     ,  1         •  tt      ,    ,         -.     'r         ■        ^  ,  V 

°=  87  87+87  "87+ •• -+8717 ■"'•'"•     ^87  87=®'  ^ 

A  C 
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8z 


0  = 


8y 


8z 


8yi 


f— =-  ^^^-l-   -4- 


8z  ey  , 


8y  8zi  '  8yi  8z4 


8y_  8z,' 


8z 


1  = 


8y 


8z 


+ 


öy» 


8y  8z  '  87,  8z 


f...+ 


8z  8y 


d.  b. 


8y  8z 

A     S 


8y  8z  , 
öz,  8y^-^' 


öy  ^x 

8z  8y   *• 

■    r 


(s) 


®*   fl^    ®*   flv 


8z  8y 
8y  8z  '  8y,  8z  ^'"^bj    8z  ' 

B     B 


8y  8z 

8z  8y   "• 


woraus  folgt,  dass  in  obigem  Ausdrack  der  erste  Theil  gleich  ö^'H  ö~^-4~  • 


.+ 


8X 
1 

8x 


ist. 


Was  den  zweiten  Theil  anbelangt,  so  übersieht  man  leicht,  dass  derselbe  gleich 
ist  der  Grösse 

r '  ^  T  tu 

wie  er  ja  ohnehin  geradezu  so  entstanden  ist.     Gesetzt  nun  es  sey 


8y 

8y 

ey 

8x' 

8x.'- 

•    '8« 

B 

8yi 

8y. 

8y. 

öl  ' 

.8x," 

•••8x 

B 

a 

• 

®y. 

8y 

8y 

B 

B 

B 

8z' 

8x.'- 

•••8x 

a 

=p. 


(h) 


so  besteht  P  aus  einer  Reihe  Ton  Gliedern ,  die  jedes  die  Funktionen  jr,  7i ,  .  .  . ,  y  • 

bezüglich  einen  ihrer  partiellen  Differentialquotienten  enthalten.     Da  jede  dieser 
Grössen  wieder  yon  x  abhängt  (s=0,  1,  .  .  .,  n)  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass 


8P 

8z 


=  2  S 


8P 


ö'r 


»    9  ^f^7T'\   8z_8z  • 


8 


m 


wo  die  Summenzeichen  sich  auf  r=0,  1,  .  .    ,  n,  und  ^=0,  1,  .  .  .,  n  beziehen. 
Aus  den  Gleichungen  (g)  folgt  aber,  wenn  man  s  durch  Q  ersetzt  (XV,  5): 

^87" 


8P 


8 


r8y^  •  **•"*  8z    ~^^/e8z  8'z  8y' 


■8x 


Aber  es  ist 


8»y_ 


8»y      8z 


t^    ^8y  ^  ^  8«y       ^^        8»y      p,  8»y      8z  ^ 

*8y   Uz  J  "      V8z8z    8y  "^8x,  8z    8z  '^•"'^8z  8z    8y  J 


=  22 


''\  'K 


t    9  8x^8  z   8y  • 

Q       ft        « 
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so  das«  endlich  der  EWeite  Theil  gleich 

und  mithin 

8i+87:+-"*' 87 "87"'" 8^ "'"•••"'■  er ^"■pL^el'^*' 8^ "''•••"'"  .8TJ 

ist.     Was  nun  auch  R  sey,  so  ist 

*8i^*'8x,^  --^    .8x   "Sy^^'ey.^'-'^'.ey  ' 
wie  man  leicht  findet,  wenn  man  beachtet,  dass 

8R_8R^,  8R^ 

r  r  n       r 

M  I 

demnach  für  R  =  -p- ,  wenn  man  beide  letzten  Gleichungen  beachtet  und  ^   =   Q 
setzt : 


^y8(MQ) 


8r 


d.  h. 


,...+r.!»+«(ll4...+55--). 


8(MQy)        ri./1/Y»     «m^v  8  (MX) 


8(MQY)     8(MQy.),         ,^V      ^re(MX)  ,  8(MXt>  .         .  "  ^"V 1 

Ist  nun  M  so  beschaffen,  dass  es  der  Gleichung  (a)  geoflgt,  so  ist  hiernach 

8(MQY)  ,  8(MQY.)  ^^^^^«^  _o.  (j) 


8y       '       8y.       '  •••  '        8y 
5)  Gesetzt  nun,  J  i  y  __.«.••>  Jj  seyen  solche  Funktionen  Ton  x,  . . .,  x  ,  dass 

y-='*-'y-    i="     ,..-..y»=«»  (k) 

n        n       B —  1        a— 1 

den  Gleichungen  (f)  genügen,  wenn  a  ,  .  .  .,  CC2  willkürliche  Konstanten  sind,  die 
in  y  •  .  .  . »  y2  nicht  vorkommen ,  so  werden  die  Grössen  T  ,  .  .  . ,  Y|  identisch  Null 
seyn,  da  ja 

8Trt+-+8-r-8T=^'^-^-87-^+8-i^^^ 

B  B 

demnach  wird  die  (i)  zu 

8(MQY)     8(MQY.) 

8y     ^     8y.  ^' 

und  sagt  aus,  es  sey  die  Gleichung 

wenn  sie  mit  MQ  multipizirt  werde,  unmittelbar  integrabel  (was  auch  y  und  yi  für 
Funktionen  von  t  seyn  mögen).  Diese  Gleichung  gehört  aber  zum  System  (FOt  und 
wenn  sie  integrirt  ist,  gibt  sie  einen  Zusammenhang  zwischen  y  und  jv  Wa&  d\ft«.^ 
letzteren  Grössen  anbelangt,  so  sind  sie  g^nz  w\\Yk5^Vvc^*EuT!^\Q)^«^'H^'Q.'i^^v%  « 

Di»ng»r,  DUnfnntiMl'  u.  /jit«fral-ReclLaaB(.  ^ 


fi94 
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. . ,  X  ,  so  dass  man  mittelst  derselben  und  der  Gleichungen  (k)  die  nOthige  Analil 

Gleichungen  hat ,  um  die  x  durch  die  jr  ausdrücken  zu  können ,  wie  es  das  Sjsten 
(FO  verlangt'.  Das  System  (F')  ersetzt  aber  (f ),  so  dass  durch  die  Integration  dei 
erstem  auch  die  des  letztern  ToUzogen  ist.  Daraus  nun  erhält  man  den  folgenden 
Lehrsatz: 

„Sind  cp^  (x,  X| x^)  qpa^,  g)^_^  (x,  .  .  .,  x^)  =  «^__^,  g),  (x,  . . .,  xj=:ff, 

Integrale  des  Systems  (f);  sind  femer  <Pt  (x,  .  . .,  x  ),  g)(x,  . .  .,  x  )  ganz  bieliebige 

Funktionen  von  x,     .  . ,  x  ,  und  man  bestimmt  aus  den  Gleichungen 

9   (z,  .  .  .,  X  )  =  y  ,  .  .  .,  ^^(z,  .  .  .,  X  )=yi,  9(x,  .  .  .,  z  )=y 

BUB  B  B 

die  Grössen  x,  .  .  .,  x  in  y ,  .  .  .,  y  ,  ersetzt  dann  in  der  Grösse  P,  die  durch  (k) 
gegeben  ist,  so  wie  in 

Y=x-+x,  e— +-+x^  87'  ^*=^-87+^* 87;+-"^^«  eTT 

Überall  x,  .  .  .,  x    durch  y,  .  .  .«  y  >  so  wird  die  Gleichung 


-/¥"'+/(¥+ 


8 


/ 


MYi 


ey 


)8y,  =  C, 


P     ■  8y, 

wo  M  (von  0  und  00  verschieden)  eine  Auflösung  der  Gleichung  (a)  ist,  das  n**  In- 
tegral des  Systems  (f)  seyn,  wenn  man  hier  y  und  y^  durch  <p  und  <pi  ersetzt" 

p-_  0_  Q_  fiv 

Setzt  man  speziell  <jp=x,  gr|=Xi,  so  ist  ^  =  1,  ^ — =...=  g —  =  0,  x— ^  =  li 


8z 


8  Ti     8  yi 

8x      8x,     ' 

8y. 

••~8x 

B 

=  0, 

so  dass 

1. 
0. 

8y, 

0.  0. 

1.  0. 

ey,    8y, 

.  .  .,  0 
. .  .,  0 

8y, 

8f>, 
8x.'- 

89, 

••8z 

B 

P  = 

ex* 

• 

• 

8x/   8x,' 

• 
• 

8z 

B 

= 

• 
• 
• 

• 
• 

8z' 

B           n 
8x/    8x,* 

••"8x 

B 

89^ 

8z  •• 

2 

89 

"'8z 

B 

=P1 


(h) 


Y=X,  T|=X|  ist.  Denken  wir  uns  nun,  man  drücke  mittelst  der  geAindenen 
Gleichungen  <p  =a  ,  .  .  .,  qP2  =  <^2  ^i®  Grössen  x,,  .  .  .,  x  durch  x,  X|  aus  und 
setze  diese  Werthe  in  X,  X|,  M,  P,  so  wird  jetzt  MQT  so  wie  MQT^  nur  noch  x  und 
X|  enthalten,  so  dass 

8(MQY,)  ^ 8(MQXJ  8x       8(MQXJ  8^ _  8 (MQX^) 
öyi  8z       8y,"^      8x,       8y,~      8z,      ' 


da 


e(MQY) ^ 8 (MQX)  8x8 (MQX)  8 x^      8 (MQX) 

8y  8z       8y  •"     ^x^       8y~       8z 


8yt       8y  8y,      "      8y 

gemachten  Voraussetzung: 


demnach  folgt  aus  (i') ,  freilich  immer  unter  der 


8(MQX,)  ,  8(MQX)     ^ 
8x,      "^  •  8z      ~"' 
d  b:  MQ  ist  ein  IhtegrationsfieJltor  der  Gleichung 


/  1 


\ 
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Daraus  folgt  als  zweiter  Lehrsatz: 

„Drückt  man  mittelst  n  —  1  gefundener  Integralgleichungen  des  Systems  (f) 
die  Veränderlichen  z,,  .  .  . ,  x   durch  x  und  z^  (nebst  den  willkürlichen  Konstanten) 

aus,  und  setzt  in  M,  P,  X,  Xj   für  jene  Grossen  die  so  erhaltenen  Werthe  ein,  so 
wird 


-ßf"^M 


8 


+  .- 


y^ 


-  J  8x.  = 


P  .       V  V.  P     '  •      8x, 
die  n"  Integralgleichung  aeja." 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  leicht  sieht,  nur  die  Verallg^nieinerang  des  in  Nr.  2 

enthaltenen.     Zum  üeberfluss  kann  man  denselben  leicht  daraus  folgern. 

Seyen  nämlich  wieder  91  =«e  ,  ...,  ^j=a]  die  n — I  bekannten  Gleichungen, 

wie  wir  so  eben  annahmen;  man  ziehe  aus  der  ersten  z   und  setze  diesen  Werth  in 

die  zweite:  aus  dieser  neuen  zweiten  ziehe  man  z     ^  und  setze   dessen  Werth   in 

die  dritte,  . . . ,  und  seyen  die  so  erhaltenen  Gleichungen : 

u  u  U— 1  U— l 

WO  also  \lf       die  Grössen  z 

Grösse 

M 


,  X     _,  .  nicht  enthält ,  so  wird  nach  Nr.  2  die 


M  =: 


8x     8z 
a         a— 1 


•  •  •  • 


8V/ 

8^ 


wo  in  M  ^   wirklich  z  ,  .  .  .,  z^  durch  z,  Zt  zu  ersetzen  sind,  der  letzte  Multipli- 
er 


kator  sein.     Wir  haben  also  bloss  zu  zeigen,  dass  P==ö — 


8^  . 


8i, 


ist.  Nun  ist 


8^       89> 


aber  zunächst  r —  =  g — .     Was  \p        anbelangt,  so  geht  diese  Grösse  aus  <p  _^ 

a  a 

herror,  wenn  man  z   aus  <p  =a   in  qp     ,  einsetzt.     Daraus  folgt: 

a  ^a  a        ^a— 1  * 


8^ 


a— 1 


8z 


a— 1 


8tf»    8^ 
Jja       n—i 

8z    8z 
a       a— 1 


8z         8z 
a— i        1 


8^ 

wenn   s — =P     ^.    Dann  eben  8o 

OZ  a— 1 


8^ 


a— S 


8f> 


8z 


a— S 


8z 


,     Öf»     ,  8x_^      8f»  €z 

I        ^"^^        a — i   I        a— 1  a 


8f> 


a— S 


0  = 


Fi 


8z        8z     .  '     8z  8z 
B— 1       a— 1             a  a— 1 

39  8z  89  8  z 

a — 1  I       a — i       a— 1   ■        a — i  a 


JH-f 


8z     .  8z 


ftz    ^z    ; 
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Bf) 


0  = 


8f>      8i 

B  n — f 


dz 


80  dast 


11—2 


8z        8z 

n—i        Ä— 2 


+ 


8^      8z 

B  B 


8z    8z 


B— 2 


8if» 


B— 2 


B-2  8  z 


B— 2 


p     = 

a-8 


89> 


B~2 


89> 


B— 2 


8z 


f    *    •    •  • 


B— 2, 


8f> 


az 


89» 


B        B — 1         a — ^2 

'dz"  8z         8z       ' 

B  B— 1  B — 2 


8z       8z 

B— 2  B 

In  dieser  Weise  geht  man  leicht  weiter  fort  und  findet  den  angegebenen  Satz. 
Was  den  im  ersten  Lehrsatz  gebrauchten  Werth  von  P  betrifft,  so  kann  er  mit- 
telst des  Satzes  XV,  1 1  auch  etwas  anders  ausgedrückt  werden.     Ist  nämlich 

8x        8z  8x 


so  folgt  aus  (g)  : 


8y'    8y/" 
8  z^      8  z^ 


8y 
8x 


ey. 

8z 


,  •  •  •  * 


S.P  = 


8y'    8y, 


1,  0,0, .  .  .,  0 
0,  1,0 0 


81. 

8y_ 


8z 

I 

87 


=  L, 


-1,  P—-^.  d.h.  Q  =  S. 

i3 


0,0,0,  .  .  .,  1 

Wir  wollen  nnn  noch  einige  Beispiele  zufügen,  die  wir  der  berühmten  Abhandlong  Ja- 
CO  bis:  nTheoria  nova  multiplicatoris  systemati  aequationam  diffierentialiam  Tttlgariom  appli- 
candi**  (Crelle's  Journal,  XXYII  und  XXIX)  entnehmen. 

6)  Angenommen,  es  sey  X  eine  blosse  Funktion  von  z.  Z  eine  solche  Ton  z  und  y;  sey 


8y 


8' 


8y 


femer  r^  =  o  eine  erste  Integralgleichung  Ton  Ä^+Xr^  +Z  =  0,  wo  u  eine  Funktion  ^k» 


8z 


8  z' 


8z 


8y 


z,  7  und  einer  willkürlichen  Konstanten  a  ist,  so  hat  man,  wenn  —-  =  1 : 

ab  gleichzeitige  iDtegralgleichuogen ,  wahrend  z  =  >i  eine  Integnlgleicbang  denelbw  bt.  In 
(0  Ut  also  z,  =  y,  x,  =  i;  X|  =i,  X,  =  —  (Xx-|-  Z),  X=  1;  die  (a)  ist  demnach: 
8(M)     8(Mz)     8[M(X»+Z)]  8M        8M     ^.  .  y^8M 

welche  Gleichung  sicher  befriedigt  ist ,  wenn  man  M  =  e  setzt.      Drückt  man  also  z,, 

d.  h.  z  durch  z  und  y  aus ,  d.  h.  ersetzt  einfach  z  durch  u  in  X^ ,  wodurch  X^  zu  n  wird ,  so 

bleibt  noch  P  zu  ermitteln.     Diese  GrOsse  ist  =  -^  =  ^,  wo  tp,  der  Werth  von  a  ist,  wie 

8  Zy       8  z 

8a 
er  ans  z  — u  =  0  folgt,  so  dass  man  hiefür  auch  -—  schreiben  kann.    Nun  ist  aber  aus z  —  a 

8  s 

8u  8a  8a        1  8u 

5=0:  1  —  z-  r"  =  0.  also  —  =  -r- ,  so  dass  P  —-  =  1.     Demnach  Ist 
8a  8z  8z       8u  8a 

8S 


mui 
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die  sweite  Integralgleichung  der  Torgelegten ,  d.  h.  da  sie  nnr  z  und  y  tnthtlt,  tit  tie  die  end- 
liche Integralgleichung. 

So  genügt  der  Gleichung  ^+  fs  —  ^1  ^—  y  =  0 :  ^-^  =  2ax  —  3y.  wie 

1      /Xfix      1»  on 

lieh  leicht  überzeugt.     Demnach  X  =  3 ,  e         =—     ,u  =  2ai— 3y,     ~  =  2x; 

e  "g^  =  4«xe    -6ye    .ye  Oe;;8x  =  4«e    ^^x-yj~2ye    ..  ^ 

,    8     /'/Xöx   8«««»««««^^ 
+  s~~  /e         ur— 8x=r2e     — 2e    =0,  sodass 
8yy  8a 

4«e''(x-i-)-2ye''  =  C.    y  =  C.-''+C' (x-i-) 

8*y  .  /"         l'\  8y     3y 

die  Integralgleichung  Ton  g-i+ 13 Ir-^ ^  =  0  ist. 

7)  Sey  f>  eine  beliebige  Funktion  Ton  x  und  y,  dessgleichen  Vi  and  man  habe  Ton  der 
Differentialgleichung 

8y 
alt  eine  erste  Integralgleichnng  gefunden  r-^  =  u,  wo  u  wie  in  Nr.  6  beschaflbn  ist,  so  hat 

0  X 

man  wieder 

8;i=-U8-y"+8~^"+^J' rx='- 

Demnach,  wenn  man  die  Bezeichoungen  von  vorhin  beibehält: 

r]    8^  89  1 

woraus  dann  folgt,  dass 

-y"  "8«-»'+yL'  -^'^■^ — 87 — J'^=*' 

die  aUgemeina  Intagnügleiebnng  der  Torgetegten  iit 

7)  SeyeD  die  gleiehxeitig  Toigelegtan  Diffecentialglelchaiigen  (f )  ton  der  Form 

^  =  A\  I,  +  A', x,  +  .  .  .  +  A'^x^  =  X, . 
^  =  A."x.  +  A,"x,4-  •  .  •  +A_^"x_^  =  X,. 

•  * 

^-=Aj     x^-t-Aj      x,+...+A     x=X, 
Ob  Ana 

wo  die  Grössen  A  sAmmtUch  nur  Ton  t  abhängen ,  so  ist  die  (a) ,  in  der  x  =  t ,  X  s=  1 : 

1?+^  I?+  •  •  ■ +^1?+«  G-^+S+ •+^0=»' 

a  *  •  A 

ih.       ^+X.^+...+X^J|+M(A.'+A."+...+A<'')  =  0. 

welcher  GIeicbnD|f  genügt  wird  durch 


s.^ 
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M  =  e  ■       , 

8.M  d.M 

da  dann -7 — =0,  ..., -s — =0.  ^ 

8xt  8x  ^*' 

A 

XVJI. 

Wir  haben  im  lehnten  Abschnitte  die  Formeln  xasammengestellt,  die  cur  Berechnong 
Ton  Oberflächen  u.  s.  w.  dienen.  Dazu  nun  wollen  wir  noch  die  folgenden  Zusätze  hier  beifügen. 

I.  Setzt  man  in  der  Formel  (a)  des  %,  58  z=0,  so  erhalt  man  den  Inhalt  der  in  der  Ebene 
der  zy  liegenden,  Ton  der  Knrre  MN  (Fig.  41)  umzchlossenen  Fläche.     Dieselbe  ist  alzo 


/ex  /ey. 


▼eiche  Fonnel  im  Grande  an  die  Stelle  Ton  (c)  in  $.  53  gehört.     SeUt  man  hi« 


8a  8y       8x8y 
z=:rcoso,  y=r8ino,  nnd  formt  das  Doppelintegral  nach  $.  52  um ,  so  ist  ~   r '  g"  ÄTr 

=:r,  also  die  Fläche  =  /d  r  /r8o  =  /do  /r8r,  wo  nun  die  Oränzen  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  gemäss  zu  wählen  sind.     Sind  diese  dieselben ,  wie  in  flg.  21 ,  so  ist  die  dortige 

8o» /r8r=— - /r'84»,  wo  r  ans  der  Gleichung  der  Karre  sa  entnehmen  ist 

»y  0  «^  »1 

Dies  ist  die  Formel  des  9.  53 ,  a  208.  • 

IL  So  wie  man  in  der  Formel  des  %,  59,  V  gt  als  anabhängig  angesehen,  hätte  man  aneh 
ff  oder  r  als  solche  GrOsse  betrachten  dürfen.  Dadurch  ergeben  sieh  aber  fOr  die  Bogenlänge 
die  zwei  weitem  Formeln : 

wenn  hn  ersten  Integrale  ^a*  ^1  die  äossersten  Werthe  von  ^  sind,  wobei  ip^  —  f^o^^  ^^^ 
angenommen  ist,  der  Bogen  wachse  mit  wachsendem  ^;  Aehnliches  gilt  für  das  zweite  In- 
tegral. 

m.  In  der  Formel  (b)  des  %.  58  sind  9>  und  ^  die  unabhängigen  YerändettielieD,  wälirend 
r  als  Funktion  beider  erscheint,  wie  die  Gleichung  der  krummen  Oberfläche  Terlangt.  Es  ver- 
steht sich  Ton  selbst,  dass  man  auch  r  und  9 ,  oder  r  und  ^  als  unabhängig  Teränderlich  an- 
sehen kann.  Aehnliches  gilt  von  (a) ;  doch  bedarf  es  hier  keiner  besondem  Rechnung,  da  bei 
der  Gleichartigkeit  der  drei  rechtwinklichen  Koordinaten  eine  blosse  Vertanschnng  der  Boeh- 
staben  die  weitem  Formeln  ergibt  Anders  yerhält  es  sich  jedoch  bei  den  Pulaikoordinaten. 
Seyen  also 

1)  r  nnd  p  die  unabhängig  Veränderlichen,  yt  TermOge  der  Gleichung  der  krümmen  Ober- 
fläche daron  abhängig.     Alsdann  ist  (%, 29,  2) ,  wenn  z  =  rcos ^cosf»,  y^rcos^sinf»,  zs 

ex  8«/;      ex  ÖV       Öy_ 

rsin^:    t~=cos^cos(p — rsin^cos^  r— ,     7,-= — rcos^smi?  —  rsin^cosf»  r— ,     ^  — 

0  r  0  r       ojp  ^P       ^  * 

dtb    ey  eu;     ez  .  8z 

cos^sin^p  —  rsm^sin^-— ,  ~-  =  rcos^cos9 — rsin^sinjp  r— ,  ~=  sin^-t-rcos^  ^» 

<jr     otP  op    ot  ^  ^ 

8z  8^ 

j--=:rCOSt   r— . 
Cp  Op 

8r  ""8xer"*'ey  8r'  8  9~8x  8jp"*'8y  bp* 

8z  _  erBy      8»er    Cz  _  Cy  er      dt  8» 

8r89     ^9^t  ^\^%    %^%\ 
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(8x82_Öj8y*\'     i"8^8y_8j8jr"^»     r8^Eex_8«ejt'\' 
_  8r89>      8y8rJ  "^V.8r89>      8y8rJ    'V8y8r      8r8yJ 

V8r  dg>      hg>  d  tJ 

und  Dach  §.  52  also 

Diese  Formel  ist  DamenUich  bequem,  wenn  man  die  Fl&che  berechnen  will,  welche  toh 
allen  Fahrstrahlen  gebildet  wird ,  die  rom  Anfangspunkt  ans  auf  eine  gegebene  krumme  Linie 
gezogen  sind. 

Sind    V   =-^{,t=  — ^die  Gleichungen  eines  Radius Tectors,  wo  z,  y,  z  die  Koordi* 

naten  eines  Punktes  der  Knrre  sind ,  so  wird  man  z,  y,  z  zwischen  diesen  zwei  Gleichungen 
und  den  Gleichungen  der  Kurve  zu  eliminiren  haben ,  um  die  Gleichung  der  krummen  Obec- 
fl&che.  zu  erhalten.  Führt  man  sodann  in  diese  Gleichung  die  Polarkoordinaten  ein,  so  wird 
r  gar  nicht  in  der  Gleichung  Torkonmien.  Denn  w&re  dieselbe  F(r,  9»,  ip)  =  0,  so  gehörte  zn 
einem  bestimmten  g>  und  if»  auch  ein  bestimmtes  r,  was  nicht  der  Fall  ist,  da  der  ganze  Ra- 
dius Tector,  der  zu  einem  bestimmten  9>  und  ^  gehört,  auf  der  Flftche  liegt,  mithin  unendlich 

Tiele  r  zu  denselben  9>  und  ^  gehören.     Daraus  folgt,  dass  - —  =  0  ist,  und  man  also  hat: 


ff-vm 


j—  1  +cos*^8r8«». 

Eliminirt  man  aus  den  zwei  Gleichungen  der  Kurve ,  in  den^n  man  die  Polarkoordinaten 
eingeführt  hat,  r,  so  stellt  die  entstehende  Gleichung  die  Beziehung  zwischen  q^  and  ^  dar, 

aus  der  r—  gezogen  werden  kann.  Da  ^  von  r  unAbh&ogig  ist,  so  ist  diese  Gleichung  übrigent 

0  9> 

sofort  die  Gleichung  der  Flftche.   Sind  also  ^0,  ^^  die  Grftnzwerthe  von  9>,  so  ist  die  Flftche  s 

wo  r  der  Fahrstrahl  der  Kurve  ist,  den  man  als  Funktion  von  9  aus  dieser  zieht 

2)  r  und  1^  die  unabhftngig  Verftnderlichen,  9>  vermöge  der  Gleichung  der  krummen  Ober- 
flftche  davon  abhftngig.     Jetzt  ergibt  sich : 

"^V,8r8^i      8v/8rJ  "^L8r8»      8r8»J/  "^ 

Dass  man  hier  eine  Ahnliche  Betrachtung  wie  vorhin  anknüpfen  kann,  ist  klar. 
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